Wort

Am Anfang war das Wort.

In diesem Kapitel wiederholen wir vom Stoff von Theoretische Informatik
gerade soviel von Chomsky-Grammatiken, wie fiir unser Thema wichtig ist,
und betrachten dann kontextfreie Regeln mit Variablen. Diese sogenannten
Zweistufen-Grammatiken erlauben es, auch kontext-sensitive Sprachen zu be-
schreiben und Parsierer dafiir zu generieren. Wir werden zwei Arten von
Zweistufen-Grammatiken kennenlernen: van-Wijngaarden-Grammatiken und
Attribut-Grammatiken.

3.1 Chomsky-Grammatiken

Formale Sprachen werden als Worte iiber einem endlichen Vokabular V de-
finiert, dessen Elemente Symbole genannt werden. V* bezeichnet die (endli-
chen) Warter iiber V. Worter werden einfach durch Hintereinanderschreiben
von Symbolen gebildet (“Juztaposition”). Wenn a, b und ¢ Symbole aus V
sind, so ist also abcb ein Wort aus V*; die Verkettungsoperation auf Symbolen
und Wortern bleibt also implizit. Das leere Wort wird mit O bezeichnet. Die
Linge eines Wortes w gibt die Anzahl der in ihm enthaltenen Symbole an und
wird als |w| geschrieben; also ist |abeb| = 4 und O] = 0.

In Chomsky-Grammatiken wird dem als terminal angesehenen Vokabu-
lar V ein nichtterminales Vokabular N mit N NV = {} hinzugefiigt.!

Regeln sind Paare (o, ) von Wértern aus (N U V)*, wobei die linke Sei-
te a mindestens ein Nichterminal enthilt. Eine Grammatik ist ein Tupel
I' =(V,N, R, Z) wobei R eine endliche Regelmenge und Z € N das Startsym-
bol ist. Direkte Ableitungen sind definiert mit

! Nichtterminale werden in der Literatur manchmal syntaktische Variablen ge-
nannt. Wir vermeiden diese Terminologie, weil wir Nichtterminale spéter mit
(Kontext-) Variablen parameterisieren wollen.
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7,66 (NUV)", (0, 8) € R
yad =g yP0

D. h., Ableitungen bilden den Abschluss der Regelmenge beziiglich der Verket-
tung mit Préfixen v und Suffixen 6. Wir benutzen die iibliche Notation fiir die
Abschliisse der Ableitungen = i und definieren die Sprache der Grammatik I
als

Lr={weV"|Z=%w}

Beim Umgang mit Chomsky-Grammatiken verwenden wir folgende Kon-
ventionen:

e GroBbuchstaben A, B, C, D und Z stehen fiir Nichtterminale, insbeson-
dere bezeichnet Z das Startsymbol einer Grammatik. (In konkreten Bei-
spielen verwenden wir manchmal Bezeichner wie “name” oder “(name)”.)

e Kleinbuchstaben a, b, ¢, d, e stehen fiir Terminale. (In konkreten Beispielen
verwenden wir manchmal unterstrichene Zeichenketten wie id oder [.)

e Griechische Buchstaben a, 3, v und ¢ stehen fiir Worter aus nichttermi-
nalen und terminalen Symbolen.

e Kleinbuchstaben u, v, w, z, y und z stehen fiir terminale Worter.

e Regeln (o, 3) schreiben wir als o« — 3. (In konkreten Beispielen benutzen
wir manchmal die Notation der Backus-Naur-Form. Dann steht “a ::= 5 |
<o | Bp7 filr n Regeln a — 53;.)

Wir verwenden folgende Operationen auf Sprachen L, L' C V*:

L UL ist die Vereinigung von Sprachen.

LN L ist der Durchschnitt von Sprachen.

L={weV*|w¢ L} das Komplement einer Sprache.

LL = {ww' |w € L,w’ € L'} bezeichnet die Verkettung von Sprachen.
Fiir n > 0 bezeichnet L™ = LL"~! die n-fache Wiederholung einer Spra-
che; L' = L und LY ist die leere Sprache {}, nicht zu verwechseln mit der
einelementigen Sprache L = {{}, die nur das leere Wort enthilt.?

o LT = U,soL"® und L* = L* U {} bezeichnen den transitiven bzw.
transitiv-reflexiven Abschluss der Sprache L.

Dariiber hinaus benutzen wir Abkiirzungen wie o™ fiir die Sprache {a" | n >
0}, a™b" fiir die Sprache {a™b™ | n > 0}, a™b™c™ fiir die Sprache {a"b"c" |
n> 0}

3.1.1 Die Chomsky-Hierarchie

Die Regeln von Wortgrammatiken kénnen verschieden stark eingeschrénkt
werden. Dies fiihrt zu folgender Chomsky-Hierarchie von Grammatiken mit
den Typen 0 bis 3. (Rechts stehen die Namen der Automaten, die Sprachen
des entsprechenden Typs erkennen konnen.)

2 Lo ist neutral bzgl. Vereinigung, und Ly bzgl. Verkettung von Sprachen. Es gilt
LLo = Lo, aber LU Ly = L gilt nur, wenn [J € L.
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Typ Regeln Sprachen Erkennung
0 a—f rekursiv aufzéhlbar| Turing-Maschine
1 la] < 18] kontextsensitiv linear beschrinkter A.
2 a=A kontextfrei Keller-A.
3 |8 = a oder = bB|regulir endlicher A.

Eine Grammatik ist vom Typ i € {0, 1,2, 3}, wenn alle ihre Regeln vom Typ ¢
sind. Eine Sprache ist vom Typ ¢, wenn sie von einer Grammatik des Typs i
erzeugt werden kann. Die Klassen von Sprachen des Typs ¢ enthalten die
Sprachen jedes hoheren Typs echt; das gilt auch fiir die Regeln verschiedenen
Typs, abgesehen von dem Sonderfall, dass die kontextfreie Regel A — O
nicht kontext-sensitiv ist; man kann jedoch zeigen, dass fiir die Generierung
kontextfreier Sprachen héchstens eine leere Startregel Z — O benétigt wird,
so dass alle anderen Regeln die Groflenbeschrinkung der kontextsensitiven
Regeln erfiillen.

Einige Fragestellungen aus der Theorie der formalen Sprachen sind auch
fiir uns relevant.

Aquivalenz. Zwei Grammatiken heiBen dquivalent wenn sie die gleiche Sprache
generieren. Manchmal méchte man eine Grammatik transformieren, d.h., in
eine dquivalente Grammatik umformen. Tritt in einer Grammatik ein Nicht-
terminal N nicht auf einer rechten Regelseite auf, kann man alle Regeln, wo
N in der linken Seite auftaucht, entfernen. Die so entstandene Grammatik
definiert immer noch dieselbe Sprache.

Normalformen. Eingeschréinkte Formen von Regeln sind unter Umsténden
einfacher zu studieren als der allgemeine Fall. Wenn die Regeln aller Gramma-
tiken einer Grammatikklasse sich in eine bestimmte dquivalente Form bringen
lassen, nennt man dies eine Normalform. In Chomsky-Form haben beispiels-
weise alle Regeln entweder die Form A — a oder A — BC. Dies ist eine
Normalformen fiir kontextfreie Regeln.

Entscheidbarkeitsprobleme. Fiir (Klassen von) Grammatiken méchte man wis-
sen, ob eine bestimmte Eigenschaft P allgemein, also fiir alle Grammatiken
der Klasse entscheidbar ist, d.h., sich mit einem Algorithmus bestimmen las-
sen. Z. B. konnte die Eigenschaft P sein: “Ist die Sprache der Grammatik
leer?”

Abgeschlossenheit. Wir haben einige Operationen auf Sprachen kennengelernt
(Vereinigung, Verkettung). Oft ist man interessiert zu wissen, ob eine Klasse
von Sprachen unter so einer Operation abgeschlossen ist, d.h., ob das Opera-
tionsergebnis immer in derselben Sprachklasse ist. So kénnte man sich fragen,
fiir welchen Typ i von Chomsky-Sprache L auch ihr Komplement L vom Typ
i ist.
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3.1.2 Kontextfreie Grammatiken

Kontextfreie Chomsky-Grammatiken werden weithin benutzt, z.B. um die
Syntax von Programmiersprachen zu definieren. Hier sollen nur einige Ei-
genschaften kontextfreier Grammatiken und Sprachen rekapituliert werden,
die im Folgenden noch niitzlich sein werden.

Kanonische Ableitungen. Man kann die Ableitungsrelation so einschrénken,
dass jeweils das am meisten links bzw. rechts in einem Wort stehende Nich-
terminal ersetzt wird.

weV* e (NUV)*,A-a€R fe(NUV),weV*A—-a€eR
wAB :Z>R waf BAw =p Baw

Links- und Rechts-Ableitungen reichen aus, um alle Worte einer Sprache ab-
zuleiten.

Theorem 3.1.
I *
Z =x w genau dann wenn Z = w genau, dann wenn Z :r>R w

Damit sind Links- und Rechts-Ableitungen Strategien im Sinne von Definiti-
on 2.4, die normalisierend sind.

Ableitungsbiume. Ein Baum B ist Ableitungsbaum einer kontextireien Gram-
matik I' = (V, N, R, Z) wenn gilt:

1. Jeder Knoten v in B hat eine Markierung ¢(v) € V U {O}.

2. Die Wurzel von B ist mit Z markiert.

3. Jeder innere Knoten ist mit einem Nichtterminal markiert.

4. Wenn ein Knoten v die geordneten Nachfolger vy, ...,v; hat (in Abbil-
dungen von links nach rechts gelesen), dann ist die Markierung £(v) —
L(vy) -+ L(vy) eine Regel von R.

5. Wenn ein Knoten mit O markiert ist, ist er ein Blatt und einziger Nach-
folger seines Vorgéngers v, und ¢(v) — O ist eine Regel in R.

Der Rand front(B) eines Ableitungsbaums besteht aus den Markierungen
seiner Blitter in Prifix-Ordnung, ist also ein Wort aus V*.
Br soll im Folgenden die Menge aller Ableitungsbédume zu I" bezeichnen.

Definition 3.1. Eine kontextfreie Grammatik heilt mehrdeutig, wenn ihre
Sprache Worter enthélt, die mehrere Linksableitungen, Rechtsableitungen
oder Ableitungsbiume haben.

Beispiel 3.1 (Eine mehrdeutige kontextfreie Grammatik). Die Regeln
R={Z—E.,E—id, F — (E),F — E+E, E — ExE}

definieren eine kontextfreie Grammatik
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/Z E/Z
/I /N

‘ E/.\E E/\E :
] ] |

id * id * id - id * id * id -

Abb. 3.1. Zwei Ableitungsbiume fiir id+id*id.

r==_.

id, (), *},N={Z,E,},R, Z)
Das Wort id+id*id. hat zwei Linksableitungen:

E.<Z=FE.
FE+E. < = ExE.
id+E. < = FE+FE*xE.
id+E*E. < = id+FExFE.
id+id*F. < = id+id*F.
id+id*id. < = id+idxid.

Also ist die Grammatik mehrdeutig. Die Ableitungsbdume dazu sind in Ab-
bildung 3.1 zu sehen.

Das Beispiel zeigt, dass mehrdeutige Grammatiken — zumindest fiir Pro-
grammiersprachen — ungeeignet sind. Von den hier gezeigten Ableitungen ent-
spricht nur die erste den géngige Vorrang-Regeln der Arithmetik (“Punktrech-
nung vor Strichrechnung”).

Theorem 3.2. Mehrdeutigkeit von kontextfreien Grammatiken ist nicht ent-
scheidbar.

Theorem 3.3 (Disjunktheit kontextfreier Sprachen). Fiir kontextfreie
Grammatiken I' und I ist die Frage

Lrﬁer:{}?

nicht entscheidbar.

3.1.3 Parsieren

Das Wortproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar. Dies gilt
auch schon fiir kontext-sensitive Grammatiken. Fiir kontextfreie Grammatiken
gibt es aber dariiber hinaus auch effektive Parsierer. Ein Parsierer entscheidet
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nicht nur das Wortproblem fiir eine Grammatik I", sondern liefert, wenn ein
Wort w in der Sprache Lp ist, die Menge {B € Br | front(B) = w} aller
Ableitungsbiume fiir w.

Allgemeine Parsier-Verfahren fiir kontextfreien Grammatiken haben den
Zeitaufwand O(n®) (bzw. O(n?) wenn die Grammatik eindeutig ist). Das Par-
sieren von Teilklassen der eindeutigen kontextfreien Grammatiken, wie LR(k)
und LL(k), hat linearen Zeitaufwand.

Deshalb wird die Syntax von Programmiersprachen oft mit kontextfreien
Grammatiken definiert, wobei verschiedene Schreibweisen wie die erweiterte
Backus-Naur-Form (kurz EBNF') benutzt werden. Aus so einer Grammatik
lésst sich — mindestens wenn sie eindeutig ist — leicht ein Parsierer generieren,
der die Syntax der Sprache erkennt.

3.1.4 Kontextsensitivitét

Programmiersprachen sind nicht kontextfrei. Deshalb beschreiben kontext-
freie Grammatiken immer eine Obermenge aller “wirklich” syntaktisch wohl-
geformten Programme. Wir erliutern dies anhand von zwei Erweiterungen
der Grammatik aus Beispiel 3.1.

Beispiel 3.2 (Kontextbedingungen in Programmiersprachen). Fiigen wir den
Regeln der Grammatik in Beispiel 3.1 drei Regeln hinzu:

FE —letid=Fin FE E — E<FE F — number
Wir betrachten wir das Programm
letx=1<2inx+y

Dieses Programm entspricht der kontextfreien Grammatik, verletzt aber zwei
géngige Kontextbedingungen von Programmiersprachen:

Identifizierung: Jeder in einem Programm benutzte Bezeichner muss eine pas-
sende Vereinbarung besitzen. Der Bezeichner y wird in dem Ausdruck aber
nicht vereinbart. B

Typisierung: Der Typ von Operanden muss zum Typ der Operation passen.
Im Programm wird x beim ersten Auftreten ein Wahrheitswert gegeben,
aber beim zweiten Auftreten als Operand einer arithmetischen Operation
benutzt.

Kontextbedingungen wie diese kénnen mit kontextfreien Grammatiken prin-
zipiell nicht beschrieben werden. Sie konnten zwar mit kontextsensitiven
Chomsky-Grammatiken beschrieben werden, aber solche Beschreibungen wéren
sehr umstidndlich. Und sie wiirden auch praktisch nicht viel weiter helfen.
Denn es gibt keine effektiven Parsierverfahren fiir kontextsensitive Chomsky-
Grammatiken.

Gesucht wird also eine Erweiterung von kontextfreien Grammatiken, mit
der sich praktisch auftretende Kontextbedingungen gut beschreiben lassen,
und fiir die es auch ein effektives Parsierverfahren gibt. Darum geht es im
néchsten Abschnitt.
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3.2 Zweistufen-Grammatiken

Um kontextsensitive Sprachen zu definieren, werden kontextfreie Grammati-
ken erweitert, indem ihre Nichtterminale parameterisiert werden. Kontextfreie
Regeln werden damit zu Regelschemata, aus denen durch Instanziierung der
Parameter unendliche Mengen von kontextfreien Regeln erzeugt werden, mit
denen dann die Worter der Sprache abgeleitet werden.

Zweistufengrammatiken unterscheiden sich in der Art, wie die Parameter
der Nichtterminale beschrieben werden:

o Van-Wijngaarden-Grammtiken benutzen kontextfreie Meta-Grammatiken,
um die zuldssigen Instanziierungen der Parameter zu definieren.

o Attribut- Grammatiken benutzten eine semantische Basis (Datentypen und
Funktionen darauf), mit denen die Parameter ausgewertet werden kénnen.

In den néchsten Unterabschnitten werden wir die Grammatiken kurz vor-
stellen. Insbesondere werden wir auch Einschrankungen dieser Formalismen
betrachten, die das Parsieren vereinfachen.

3.2.1 Van-Wijngaarden-Grammatiken

Van-Wijngaarden-Grammatiken verwenden kontextfreie Regelschemata, de-
nen Nichtterminale Worter sind, die von einer zweiten Stufe von Meta-
Grammatiken erzeugt werden.

Definition 3.2 (Van-Wijngaarden-Grammatik). Eine van- Wijngaarden-
Grammatik (kurz W-Grammatik) ist ein Tupel G = (V, M, Ry, X, H, T, Ry, (z)),
mit folgenden Komponenten:

e V ist eine endliche Menge von Meta- Terminalen.

e M ist eine endliche Menge von Meta-Nichtterminalen mit M NV = {}
und (M UV)N{(,),—}={}

e R, C (M x (MUYV)*) ist eine endliche Menge von kontextfreien Meta-
Regeln, so dass fiir jedes Meta-Nichtterminal A € M die kontextfreie
Grammatik (V, M, R,,, A) die kontextfreie Meta-Sprache L4 definiert.

o X = (Xa),cy ist eine Familie von Variablen fiir Meta-Nichtterminale.

e H ist eine endliche Menge von Hyper-Nichtterminalen der Form (a) mit
ae (XUV)*~

e T ist eine endliche Menge von Terminalen.

e Ry C (Hx(HUT)*)ist eine endliche Menge von kontextfreien Hyperregeln

e (z) € Hmit z € T* ist das Startsymbol.

Eine Familie 0 = (64: X4 — LA)A&M von Funktionen wird Substitution ge-
nannt. Die Fortsetzung von o auf ein Hyper-Nichtterminal von der allgemeinen
Form h = (upzy1 - xpuy,) (mit 2; € X, ug,u; € V* fiir < ¢ < n) ist dann
gegeben als

h = (ugo(z1) - o(zy) un)
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Dann kann o weiter fortgesetzt werden auf eine Hyperregel mit der allgemei-
nen Form r = hg — wo hy -+ h wy, (mit h; € H und w; € T* fiir 0 < i < k):

r? = h§ — woh{ -+ hi wy,

Damit kann nun die Sprache von G definiert werden als diejenige, die von
der kontextfreien Grammatik G5 = (T, N, R, (z)) erzeugt wird, wobei die
Nichtterminale N und Grundregeln Ry so definiert sind:

N = {h? | h € H,o Substitution}
Ry = {r° | r € Ry, 0 Substitution}

In Beispielen verwenden wir kursiv geschriebene Bezeichner fiir Meta-
Symbole, wobei Meta-Nichtterminale und auch Variablen grofi geschrieben
sind. Terminale werden unterstrichen. Wir trennen linke und rechte Regelsei-
ten wie in erweiterter Backus-Naur-Form, durch “::=”, und fassen Regeln mit
gleichen linken Seiten mit “|” zusammen. Dies tun wir sowohl auf der Meta-
als auch auf der Hyperstufe.

Beispiel 3.3 (Eine Zweistufen-Grammatik fiir Ausdriicke). Die in den Beispie-
len 3.1 und 3.2 kontextfrei definierte Sprache wird hier um einige Operatoren
erweitert und mit allen Kontextbedingungen definiert.

Die Meta-Regeln der Zweistufengrammatik beschreiben die Struktur von
Typen und Vereinbarungssequenzen. Die Struktur von Bezeichnern und Zah-
len wird nur angedeutet. Die Variablenmengen fiir die Meta-Nichtterminale
werden rechts angegeben.

T ::= bool | int Xr={T,L,R}
E:=0|Iof TE Xp = {E, By, By}
Ii=idalidz|... X ={X,Y}

N ::= num one | num two | ... Xy = {N}

In den Regelschemata werden die Regeln aus Beispiel 3.1 mit Typaus-
driicken parameterisiert, die gemifi den Meta-Regeln gebildet sind.
(program) ::= (T expression in [J)
(T expression in E)
== (X identifier) (where X is T in E)
let (X identifier) (unless X is in E) = (L expression in E)
in (T expression in E X of L)

(T expression in E) )

(L expression in E) (L © R to T operator) (R expression in E)

(int expression in E) ::= (N number)
(int x int to bool operator) =:=>|>|<=|>=|=|/=
(int x int to int operator) ::=+ | = | ¥ | div | mod
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(unless X is in O) ==0
(unless X is in Y of T E) == (unless X equals Y) (unless X is in E)
(where X is T in By X of T Eg) =:=0

Wir nehmen an, das Nichtterminal “(unless X equals Y)” sei so vordefi-
niert, dass es [J ableitet genau dann wenn X und Y ungleich sind. Die Regeln
fiir das Nichtterminal “(unless X is in E)” iiberpriifen, ob ein Bezeichner X
in der Umgebung E bereits vereinbart wurde — dies wére eine doppelte Ver-
einbarung. Die Regel fiir das Nichtterminal “(where X is T in E)” iiberpriift,
ob ein Bezeichner X in der Umgebung E vereinbart wurde. Alle diese Nicht-
terminale sind insofern speziell, als sie keine Worter ableiten, auer OJ, wenn
eine Bedingung fiir ihre Parameter erfiillt ist. Sie werden Prddikate genannt,
und &hneln tatséichlich auch den Pridikaten der Logik.

Wir demonstrieren, wie Ableitungen mit W-Grammatiken Kontextbedin-
gungen respektieren.

(program)
= (int expression in O)
= let (id z identifier) (unless x is in O) = (bool expression in OI)
in (int expression in id x of bool)
= let x (unless x is in O) = (bool expression in O)
in (int expression in id x of bool)
= let x = (bool expression in O) in (int expression in id x of bool)
= let x = (int expression in ) (int = int to bool operator)
(int expression in O) in (int expression in id x of bool)
= let x = (num one number) (int x int to bool operator)
(int expression in O) in (int expression in id x of bool)
= let x = 1 (int z int to bool operator) (int expression in O
in (int expression in id x of bool)
= let x = 1 < (int expression in O) in (int expression in id x of bool)
= let x < (num two number) in (int expression in id z of bool)
= let x = 1 < 2 in (int expression in id z of bool)

(bool z int to int operator) (int expression in id x of bool)

In der letzten Zeile kann die Ableitung nicht weiter gehen, weil es keinen
“(bool x int to int operator)” gibt. Weil das “bool” durch die Vereinbarung
von “x” fixiert ist, geht es hier nicht weiter, denn eine Kontextbedingung ist
verletzt. Dies nennt man eine Sackgasse (“blind alley”).

Ersetzt man < durch +, beginnt der erste Teil der Ableitung so:
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program
(int = int to int ¢ o;aemtm‘) (int expression in id x of int)
(Im “Environment” der expression wird dann “z of int” eingetragen.) Jetzt
findet man einen passenden Operator, und die Ableitung kann fortgesetzt
werden:

= let x = 1+2in x + (int expression in id x of int)

= let
= let

)

Hier ist wieder eine Sackgasse, weil “y” nicht vereinbart wurde. Nur wenn
man “y” durch “x” ersetzt, kann die Ableitung zu Ende gefiihrt werden und
sieht dann so aus:

Dieses Programm erfiillt die Kontextbedingungen, die definiert werden sollten.
Man kann sich leicht iiberzeugen, dass alle Ableitungen die Kontextbedingun-
gen einhalten.

In der Ableitung haben wir Grundregeln verwendet, also alle Variablen in
den Hyperregeln voll substituiert. Das ist nicht besonders klug, weil wir so die
moglichen Ableitungen einschrinken, bevor es nétig ist. Im ersten Schritt legen
wir uns beispielsweise darauf fest, einen Ausdruck vom Typ “int” abzuleiten,
und im zweiten darauf, dass der lokale Hilfsausdruck den Typ “bool” haben
und an den Bezeichner “x” binden soll. Es ist geschickter, die Variablen erst
dann zu instanziieren, wenn sie durch ein abgeleitetes Terminal festgelegt
sind. Beispielsweise sollte X erst dann mit id z instanziiert werden, wenn der
Bezeichner x abgeleitet werden soll, und der Typ T sollte erst dann mit “bool”
instanziiert werden, wenn der Operator “<” festlegt, dass der Hilfsausdruck
diesen Typ hat.

Definition 3.3. Uber einer Metastufe (U, M, Ry,) wird eine unvollstindige
Substitution definiert als eine Familie von Funktionen

o= (om: X — fmr)meM

wobei die Satzformen der Meta-Grammatiken definiert sind als
Fa={ac(XUV)"|A=5,, typ(a)}

Hierbei ordnet die Funktion typ: X — M jeder Variablen z € X4 ihren Typ
A zu und wird auf naheliegende Weise zu einer Funktion auf Wértern (X UV)*
erweitert, die wir auch mit typ bezeichnen.
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Wir benutzen die Regeln, die mit unvollstindigen Substitutionen aus den
Hyperregeln abgeleitet werden konnen, fiir folgende Ableitung des (korrigier-
ten) Programms aus Beispiel 3.3:3

(program)
= (T expression in 0J)
= let (X identifier) (unless X is in O) = (L expression in 0J)
in (T expression in X of L)
et x (unless id x is in O) = (L expression in O)
in (T expression in id © of L)
x = (L expression in O) in (T expression in id z of L)
= (L expression in Q) (L x R to L operator)
(R expression in O) in (T expression in id © of L)
= let x = (num one number) (int © R to L operator)
R expression in O) in (T expression in id x of L)
= let x = 1 (int = R to L operator) (R expression in OJ)
in (T expression in id z of L)
1 + (int expression in O) in (T expression in id © of int)
1 < (num two number) in (T expression in id z of int)
= let x =1 <2 in (T expression in id z of int)
= let x =1 <2 in (L expression in id z of int)

=

=

ct

X
X

=
ct

o

—~

LzRtoT operator) (R expression in id x of int)

—~

Bei dieser Art der Ableitung miissen wir Nichtterminale in der Ableitung an
linke Regelseiten angleichen, wie zum Beispiel

(where X is L in id x of int)
an (where X is T in By X of T E»)

Dies ist allgemein bekannt als das Unifizierungsproblem fiir kontextfreie Spra-
chen, und fiir W-Grammatiken als das Referenz-Problem. In diesem Beispiel
konnen die Worter unifiziert werden, denn die Substitution

Tw— L Ey— 0O Ey,— 0O,

vereinheitlicht beide Nichtterminale zu (where X is T in X of T). Leider gilt
im Allgemeinen aber:

3 Diese Regeln sind Hyperregeln, also keine reinen Grundregeln!
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Theorem 3.4. Das Referenz-Problem fiir W-Grammatiken ist nicht entscheid-
bar.

Beweis. Seien («) und () zwei Hypern-Nichtterminale (oder allgemein: Worter
einer kontextfreien Sprache). Wir konstruieren die kontextfreien Grammatiken

G=(V,M,RpU{Z—a},Z) und H = (V, M, Ry U{Z — B}, Z)

Dann lassen sich () und (8) genau dann unifizieren, wenn Lg N Ly # {}.
Disjunktheit von kontextfreien Grammatiken ist aber nach Satz 3.3 im Allge-
meinen nicht entscheidbar.

Deshalb funktioniert diese Art der Ableitung fiir uneingeschrinkte W-Gram-
matiken leider nicht.

Da die Disjunktheit fiir regulire Sprachen entschieden werden kann, kénnte
man sich auf regulire Meta-Sprachen beschréinken. Man kann zeigen, dass dies
die Méchtigkeit von W-Grammatiken nicht einschrinkt. Die Meta-Sprachen
in Beispiel 3.3 sind reguliér — die angegebenen Regeln nicht, aber sie liefen
sichj in reguldre Regeln transformieren. (Allgemein reicht sogar eine regulire
Grammatik iiber einem einzigen Nichtterminal.)

Die Unifikation von reguldren Sprachen ist aber im Allgemeinen sehr
aufwiindig. Deshalb machen wir eine andere, weiter gehende Einschréinkung

Definition 3.4 (Transparenz). Eine W-Grammatik wie in Definition 3.2
heiit transparent, wenn gilt:

1. Alle Meta-Grammatiken (U, M, Ry,, A) (fiir A € M) sind eindeutig.
2. Die Metastufe hat ein Wurzel-Nichtterminal Z € M, so dass fiir alle
Hyper-Nichtterminale (o) € H gilt: typ(a) € Fz.

Theorem 3.5. Fiir transparente W-Grammatiken ist das Referenz-Problem
entscheidbar.

Beweis. Nach Definition haben alle Hyper-Nichtterminale und die aus ih-
nen ableitbaren Grund-Nichtterminale eindeutige Ableitungsbdume. Deshalb
konnen wir diese Worter iiber der Metasufe immer eindeutig durch ihre Ab-
leitungsbdume darstellen.

Das Referenz-Problem reduziert sich damit auf das Unifizieren von Ablei-
tungsbdumen, was der Unifikation in Pradikatenlogik erster Stufe entspricht.
Dafiir gibt es lineare Algorithmen.

Beispiel 3.4 (Eine transparente W-Grammatik). Die Meta-Grammatiken in
Beispiel 3.3 sind schon eindeutig und erfiillen damit die erste Bedingung von
Definition 3.4.

Fiir den zweiten Punkt erweitern wir die Meta-Grammatik um folgende
Regeln fiir das Wurzel-Nichtterminal Z:
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Z = program
| T expression in E

| T Tto T operator
| I identifier

| N number

| unless I'is in E

| where I'is T in E

Alle Hyper-Nichtterminale bis auf (where X is T in Ey X of T Es) (in der
letzten Hyperregel) konnen aus der Meta-Grammatik fiir Z abgeleitet wer-
den. In diesem Fall sind zwar alle Substitutionen von Ey X of T Ey aus E
ableitbar, aber nicht der Ausdruck selbst. Aus F konnen nur Ausdriicke der
Form X of T E, abgeleitet werden. Eine kleine Anderung der Definition des
Pridikats schafft Abhilfe:

(where X is T in O) == 0
(where X is T in'Y of T' E) := (unless X equals Y) (where X is T in E)

Dann erfiillt die Grammatik auch die zweite Bedingung von Definition 3.4,
denn alle Nichtterminale sind nun aus von Z ableitbar.

Fiir transparente W-Grammatiken kénnen Parsierer erzeugt werden, indem
zunéchst ihre unterliegende kontextfreie Grammatik bestimmt wird und die
Pradikate isoliert werden:

Definition 3.5 (Unterliegende kontextfreie Grammatik). Sei G eine
transparente W-Grammatik wie in Definitionen 3.2 und 3.4. Wegen der Trans-
parenz von G gibt es fiir jedes Hyper-Nichtterminal (8) € H eine eindeutige
Ableitung

Z =R, a =g, typ(B)

vom Wurzel-Nichtterminal Z. Das unterliegende Nichtterminal (3) erhilt man
dann, indem man in (o) jedes Meta-Nichtterminal durch “” ersetzt. Dann
sind die unterliegenden Nichtterminale gegeben mit U = {h | h € H} und die

unterliegenden Regeln als
Ry={h—wohy- hgwy | h— wohy-hywy € Ry}

Die Prdidikate von G sind diejenigen Nichtterminale P € U, fiir die gilt: Wenn
P =%, wmit we V*, dann ist w = {O0}.

Dann enthilt man die unterliegende kontextfreie Grammatik als G =
(V,U, R}, (z)) wobei in R, fiir jedes Pridikat P € U alle unterliegenden Re-
geln fiir P durch eine einzige Regel von der Form P — [0 ersetzt wurden.

Die unterliegende Grammatik kann effektiv bestimmt werden. Es ist ndmlich
entscheidbar, ob die Sprache einer kontextfreien Grammatik nur das leere
Wort enthélt.
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Lemma 3.1. Fiir alle transparenten W-Grammatiken ist die generierten Spra-
che in der Sprache ihrer unterliegenden Grammatik enthalten.

Mit diesem Lemma bekommt man einen Ansatz, ein Parsierverfahren fiir
transparente W-Grammatiken zu entwickeln. Dazu geht man so vor:

1. Mit einem Parsierer fiir die unterliegende Grammatik werden Ablei-

tungsbéume eines Wortes konstruiert.

2. Fiir jeden Knoten eines Ableitungsbaumes werden die Baumunifikations-
probleme gelost, die sich aus den Hyperregeln der unterliegenden Regeln
ergeben.

. Alle Priadikatknoten werden nach den Hyperregeln abgeleitet.

4. Wenn alle Unifikationsprobleme gelost werden kénnen — und nur dann

ist das Wort in der Sprache der W-Grammatik.

w

Dieses Verfahren ist praktikabel, besonders wenn die unterliegende kontext-
freie Grammatik eindeutig und z.B. mit dem LR(k)-Verfhren parsierbar ist.
Dann wird hochstens ein unterliegender Ableitungsbaum konstruiert, und
dann rekursiv eine Menge von Baum-Unifikationsproblemen und Prédikat-
Ableitungen fiir diesen Baum.

Die unterliegende Grammatik von Beispiel 3.3 entspricht allerdings der
aus Beispiel 3.1, und die ist mehrdeutig, wie wir aus dem letzten Abschnitt
wissen. Auch dies kann aber behoben werden, wie man in allen Lehrbiichern
zum Ubersetzerbau nachlesen kann.

Theorem 3.6 (Michtigkeit von W-Grammatiken). Jede rekursiv auf-
zihlbare Sprache lisst sich mit einer W-Grammatik oder transparenten W-
Grammatik beschreiben.

Das ist mehr als gewollt, denn das Wortproblem ist fiir rekursiv aufzihlbare
Sprachen nicht entscheidbar. Fiir transparente W-Grammatiken mag dies ver-
wundern. Es ist aber leicht zu zeigen, dass die Ableitungen der Pridikate nicht
immer terminieren miissen, so dass trotz der Parsierbarkeit der unterliegen-
den kontextfreien Grammatik die Frage, ob alle Prédikate gelten, nicht immer
beantwortet werden kann.

Das Terminieren der Préidikatableitungen kann man fiir konkrete Beispie-
le dadurch zeigen, dass man nachweist, dass Pridikatableitungen zu immer
“kleineren” Priidikat-Nichtterminalen fithren. Dann miissen Ableitungen im-
mer irgendwann das leere Wort ableiten, oder in einer Sackgasse stecken blei-
ben.

Die Pridikate (unless ...) und (where ...) in Beispiel 3.4 haben diese
Eigenschaft: In rekursiven Aufrufen ist das Prédikat-Nichtterminal auf der
rechten Seite immer echt kiirzer als auf der linken Seite. Deshalb wird das
Parsieren fiir dieses Beispiel immer terminieren.

Im Allgemeinen ist es aber so, dass Termination nicht entscheidbar ist.
Das werden wir noch genauer sehen, wenn wir Termersetzung betrachten (im
néchsten Kapitel).
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3.2.2 Attributgrammatiken

Attribut-Grammatiken konnen als eine andere Art von Zweistufengrammati-
ken aufgefasst werden, in denen die Metastufe nicht durch kontextfreie Regeln
gebildet wird, sondern durch Wertemengen von Datentypen mit entsprechen-
den Operationen.

Beispiel 3.5 (Eine Attribut-Grammatik fir Ausdriicke). Die semantische Basis
wird als Menge von Datentypen definiert, hier in HASKELL.
data Type :=B | I
type Env = [(X, Type)]
type X = String

type Num = ...
defType :: Env— X — Type
defType ((y,t):e)x | z=y =t

| otherwise = defType z e
elem :: X — Env— Bool
elem z [| = False
elemz (h:t) = z=hVelemzt
addDecl :: X — Type — Env— Env
defType zte = (x,t):e

In den attributierten Regeln werden die Regeln aus Beispiel 3.1 mit Variablen
parameterisiert. In den folgenden Regeln werden die Variablen X vom Typ
X, sowie die Variablen T,T’,L, R vom Typ Type und E,E’ vom Typ Env
benutzt.

Den Parametern werden die Richtungen “aufwiirts” (synthesized, “1”) oder
“abwirts” (inherited, “|”) zugeordnet, die angeben, ob ein Attributwert von
unten nach oben oder von oben nach unten “flieBen” soll.

program := expression|T’ | E where E — ||
expression]T | E ::= id1X where T« defType X E check elem X E
| let id7X = expression|L|F in expression]T | E’
where E' — addDecl X L E check —(elem X E)
| Cexpression|T|E )
| expression]L|FE operator|L|R]T expression|R|E
| number!N where T « I

Fiir Attributgrammatiken werden typischerweise Auswerter generiert, die
in zwei Phasen arbeiten:

1. Zuniichst wird ein Ableitungsbaum fiir die unterliegende Grammatik er-
stellt. Da man meistens voraussetzt, dass die unterliegende Grammatik
eindeutig ist, hat jedes Programm hochstens einen Ableitungsbaum.

2. An diesen Baum werden Attributwerte angehingt, die gemifi den Regeln
und den Richtungen der Attribute berechnet werden.
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Abbildung 3.2 zeigt die Auswertung des Ausdrucks, den wir auch mit der
W-Grammatik abgeleitet haben.

int int | int def

num + num id + id

Abb. 3.2. Auswertung eines Ausdrucks

Damit die Auswertung der Attributwerte in den angegebenen Richtungen
funktioniert, darf der Datenfluss nicht zyklisch sein. Dies ist in dem Beispiel
gegeben. Die Uberpriifungen der Attributwerte mit check wurde im Baum
nicht beriicksichtigt.

Literaturhinweise

Die Zusammenfassung von Formalen (Chomsky-) Sprachen folgt [HUT79].
Parsieren fiir kontextfreie Grammatiken und reguldre Grammateiken und
Ausdriicke ist ein wesentlicher Bestandteil des Ubersetzerbaus [ALSUS6).
(L-Systeme definieren parallele Ersetzungen auf Wortern und werden z B.
benutzt, um Wachtumsvorgiinge in Pflanzen zu beschreiebn. Sie werden
in [KRS97] beschrieben, hier aber noch nicht beriicksichtigt.)

Das Buch [CU77] beschreibt Zweistufengrammatiken nach van Wijngaar-
den, die fiir die Definition der Programmiersprache ALGOL-68 [vVWMPT76]
entwickelt wurden. Diese Definition zeigt auch, dass sie zu elegant sind, weil
die Beschreibungen sehr schwer versténdlich werden kénnen.

Attributgrammatiken wurden von Donald E. Knuth fiir die “Semantik kon-
textfreier Sprachen” entwickelt [Knu68, CM79]; auf dieser Grundlage wurden
Dutzende von iibersetzererzeugenden Systemen entwickelt. (Ganz &hnlich sind
die Affixgrammatiken von C.H.A. Koster [Kos71].)

Kurze Einfithrungen in W-Grammatiken und Attributgrammatiken gibt
der Ubersichtsartikel [MS97, Abschnitte 4 und 5].
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Die erweiterten Affixgrammatiken [Wat74] und erweiterten Attributgram-
matiken [WMS83] von David Watt und Ole Madsen kombinieren beide Forma-
lismen.

Wir haben Regeln fiir Worter nur als Grammatiken benutzt. Chomsky-
Regeln (unbeschriinkte) kénnen auch als Berechnungsmodell benutzt werden.
Das bietet aber kaum Vorteile gegeniiber Termersetzung und ist deshalb nicht
populiir. im Ubrigen definieren die invisble productions von W-Grammatiken
Pridikate und somit Berechnungen. Beschréinkt man sich auch noch auf trans-
parente Regeln, entspricht dies ganz genau den Hornklauseln von PROLOG.
Dazu spéter mehr, in Kapitel 4.

(Dies ist Fassung 1.8 von 5. November 2008.)



