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Vorbemerkungen

Dieser Text beschreibt den Inhalt der Lehrveranstaltung Praktische Infor-
matik 3 im 3. Semester des Informatikstudiums an der Universitdt Bremen.
Diese Veranstaltung behandelt alles, was jeder Studierende der Informatik
iiber funktionales Programmieren wissen sollte.

Unter www.informatik.uni-bremen.de/agbkb/lehre/pi3/ Weitere In-
formationen zur Veranstaltung finden sich an zwei Stellen:

e Uber stud. ip sollen die Studierenden sich Tutorien zuordnen, Ubungsauf-
gaben lesen und abgeben, und sich Termine fiir Fachgespréiche reservieren.
Hier kénnen auch im Forum Fragen zur Veranstaltung diskutiert werden.

e Unter der URL www.informatik.uni-bremen.de/agbkb/lehre/pi3/ ste-
hen das Script, Handbiicher zur verwendeten Programmiersprache HAs-
KELL und der benutzen Implementierung ghci zur Verfiigung.

Dieser Text ist sicher nicht frei von Fehlen Hinweise auf Fehler aller Art
und Anregungen fiir Verbesserungen werden gerne entgegengenommen und —
soweit moglich — in zukiinftige Fassungen beriicksichtigt.






Inhaltsverzeichnis

1 Einfuhrung ........ ... . .. . 1
1.1 Programmieren — auch eine Frage des Stils.................. 1
1.2 Funktionales Programmieren in der Nussschale .............. 2
1.3 Weshalb funktional programmieren lernen? ................. 8
1.4 Rechnen mit Funktionen ........... ... ... ... ... .. ..... 10
1.5 Funktionales Programmieren in der Nussschale .............. 12
1.6 Geschichte. .. ... ... 18
1.7 Lehrbiicher ..... ... . 18
1.8 Haskells Eck ... ..o 19
2  Standardtypen............. .. 23
2.1 Einfache Standardtypen ............. ... .. .. .. .. . ... 23
2.2 Zusammengesetzte Standardtypen ........... ... .. .. ... 32
23 Fragen ... ... 36
2.4 Haskells Eck . ... 36
3 Listen ........ . 39
3.1 Vordefinierte Listenfunktionen ............................ 39
3.2 Listenumschreibungen............ ... .. ... o . 41
3.3 Rekursion ....... ... 44
3.4 Haskells Eck ... ... 50
4  Funktionen héherer Ordnung .............................. 55
4.1 Listenkombinatoren.......... ... . ... . i, 55
4.2 Rechnen mit Funktionen ......... ... ... ... ... ... ... ... 59
4.3 Funktionsrdume als Datentypen ....... ... ... .. ... ... ... 63
4.4 Programmentwicklung ......... .. .. . il 65
5 Algebraische Datentypen .................................. 69
5.1 Aufzdhlungstypen ....... . ... 69

5.2 Produkttypen ........ ... 71



10

11

12

5.3 SUMMENtYPEIL. .« .ottt 73

5.4 Rekursive algebraische Datentypen ........................ 76
5.5 BAUmMeE ... 77
5.6 Zusammenfassung .............. i 80
Abstrakte Datentypen I ....... .. ... ... .. . ... .. ... ... 83
6.1 Konkrete und abstrakte Datentypen ....................... 83
6.2 Kapselung ...... ... 86
6.3 Klassische abstrakte Datentypen ........... ... ... ....... 89
6.4 Haskells Eck ... .. ... 93
Mehr Abstrakte Datentypen................ .. ... ... ...... 95
7.1 Mengen als abstrakte Datentypen .............. ... ... ... 95
7.2 AbschlieBende Bemerkungen . ........ ... ... ... oL 105
7.3 Haskells Eck ... ... . 105
Verzogerte Auswertung . ......... ... ... .. . . 109
8.1 AUSWEItUNZ. . .ottt 109
8.2 Daten-orientierte Programme ................... ... .. ... .. 112
8.3 SHIOMIE . . ottt 115
8.4 Fallstudie: Parsieren ........... ... ... i 117
8.5 Haskells Eck ... ... 128
Ein-Ausgabe........ . . 131
9.1 Zustédnde und Seiteneffekte .......... ... ... ... ... ... .. 131
9.2 AKtionen ........... . 133
9.3 Diedo-Notation........ ..., 135
9.4 Das Nim-Spiel ....... . .. 136
9.5 Ein- Ausgabe von Dateien ............... ... ... ... ... .... 138
9.6 Kombination von Aktionen .............. ... ... . .. ..., 139
9.7 Monaden .. .....ouii 141
9.8 Haskells Eck ...... ... 142
9.9 Zusammenfassung ............ i i 143
Zustand . ... 145
10.1 Funktionen mit Seiteneffekten......... ... ... .. ... ... ... 145
Feld und Graph ........ .. ... . 153
111 Feld ..o 153
11.2 Graph ... 156
Beweise und Typen....... ... .. . i 161
12.1 Formalisierung und Beweis ....... ... ... .. ... .. ... ... 161
12.2 Typinferenz. . ... ..o 169

vi



13 Aufwand. ... .. ... .. 177
13.1 Komplexitit funktionaler Programme ...................... 177
13.2 Endrekursion ...... ... .. 180
13.3 Striktheit. . ... 184
13.4 Gemeinsame Teilausdriicke ............. ... .. ... ... ...... 185
13.5 Listen und Felder...... .. .. .. .. . . 186

14 Riickblick und Ausblick............ ... ... ... . ... .. ... ..... 191
14.1 Logik-Programmieren . ........ ... ... ... . . ... 191
14.2 Funktionales Programmieren ............ ... ... ... ... .... 193

A Haskell for Fun ............ ... .. . ... . 199
A.1 Programme und Module............. ... ... ... ... ..., 200
A2 Typenund Klassen ... .. 201
A3 Variablen ... ... ... 203
A4 Ausdriicke . . ... o 205
A.5 Die Struktur des Programmtextes ......................... 207
A6 Lexikom . ... 212

B Syntaktischer Zucker in Haskell............................ 215

C TgXnischer Zucker in Haskell .......... ... .. .. ... ... ... 217

D Das Glasgower Haskell-System ............................ 219

E  Glossar ... 221

Literaturverzeichnis ........... .. .. .. ... .. . .. .. .. ... 223

(Dies ist Fassung 2.0 von 4. Februar 2010.)

vii



viii



1

Einfiihrung

You can never understand one language
until you understand at least two.
— Ronald Searle, engl. Karrikaturist (1920~ )

In der ersten Veranstaltung werden wir Funktionales Programmieren in den
Zyklus Praktische Informatik einordnen, wesentliche Merkmale des funktio-
nalen Programmierens darstellen und begriinden, weshalb jede InformatikerIn
dies konnen sollte. Danach wird auf die Gechichte des funktionalen Program-
mierens eingegangen und Lehrbiicher zu diesem Thema werden vorgestellt.

Auflerdem muss einiges zur Organisation der Veranstaltung gesagt werden,
was jeweils aktuell im WWW nachzulesen ist, und zwar unter

www.informatik.uni-bremen.de/agbkb/lehre/pi3/

1.1 Programmieren — auch eine Frage des Stils

In den ersten beiden Veranstaltungen des Zyklus Praktische Informatik ler-
nen die Studierenden, Algorithmen und Datenstrukturen zu entwerfen und
in der Programmiersprache JAVA zu implementieren. Damit haben sie die
derzeit meist benutzten Programmierstile kennengelernt: das imperative Pro-
grammieren und das daraus entwickelte objektorientierte Programmieren. Die-
se Programmierstile sind zustandsorientiert. Thr Rechenmodell bildet die Ar-
chitektur der heute benutzten Rechner gut ab: In imperativen Programmen
veréindern Befehle und Prozeduren den Zustand des Speichers, und in objek-
torientierten Programmen veréindern Objekte ihre Zustdnde durch Nachrich-
tenaustausch.

Auch wenn diese Stile derzeit in der Praxis dominieren, sind sie doch nicht
die einzigen. Das funktionale Programmieren beruht allein darauf, Funktionen
— im mathematischen Sinne — auf Werte anzuwenden.! Dabei werden keine
Zustandsvariablen benutzt. Beim logischen Programmieren werden Schluss-
folgerungen in einer dafiir geeigneten Teilmenge der Logik zum Programmie-
ren hergeleitet. Beide Stile werden als regelbasiert bezeichnet, weil in ihnen

! Manche nennen diesen Stil auch applikativ, weil eine seiner wichtigsten Operatio-
nen das Anwenden einer Funktion auf ihre Argumente ist.
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mit den Mitteln der Mathematik Regeln dafiir angegeben werden, was ein
Programm tun soll, und nicht genau wie es ausgefiihrt werden soll.? Beim
funktionalen Programmieren sind diese Regeln mathematische Gleichungen,
wihrend beim logischen Programmieren logische Schlussregeln definiert wer-
den. Abbildung 1.1 zeigt die Klassifizierung von Programmierstilen.

Programmierstile

/

zustandsbasiert regelbasiert

| -

imperativ funktional logisch

objektorientiert

Abb. 1.1. Eine Klassifikation von Programmierstilen

In dieser Lehrveranstaltung werden wir uns mit dem funktionalen Pro-
grammieren auseinandersetzen und logische Eigenschaften von Programmen
untersuchen.

1.2 Funktionales Programmieren in der Nussschale

Wir betrachten ein kleines objektorientiertes Programm, an dem wir spéter
die Unterschiede funktionaler Programme erldutern werden.

Beispiel 1.1 (Listen objektorientiert). Die folgende Klasse definiert Listen gan-
zer Zahlen und eine Methode zum Verketten von Listen in JAVA.

class List {
int entry;
List next;
public void cat(List ys){
List last = next;
while (last != null)
last = last.next;
last = ys;
}

}

Wenn die Listen /1 und ¢5 die Zahlen 1 und 2 bzw. 3 enthalten, und wir zwei
mal die Nachricht ¢; . cat({2) senden, bewirkt das folgendes:

2 In der Literatur findet sich dafiir auch die Bezeichnung deklarativ.
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fl.'LiSt EI:LISt
{1:List / \ / \.
/\ 1 List 1 List
1 List fly:List  ~» /\ ~ /\ _
/\ /\ 2 0y:List 26y:List
2 null 3 null / \ 3/
3 null

Wir beobachten:

Daten sind Objekte, die beliebige Geflechte (Graphen) bilden.

Objekte haben Zusténde.

Der Aufruf von Methoden verindern den Zustand ihres Empfiangerobjekts.
Methoden konnen als Seiteneffekt auch ihre Argumente oder ein globales
Objekte verdandern.

Beide Aufrufe von cat verdndern das Attribut next des letzten Objekts
in der Liste ¢;. Dadurch wird der urspriingliche Wert von ¢; zerstort. Beim
zweiten Aufruf entsteht eine zyklische Liste, weil gilt ¢ = f5.next. Das ist
moglicherweise unerwiinscht, weil jeder weitere Methodenaufruf ¢; . cat(...)
nicht terminieren wiirde.

Im Folgenden skizzieren wir, wie das Verketten von Listen in einer funktio-
nalen Sprache definiert werden miisste. Statt Klassen und Methoden werden
dazu Datentypen und Funktionen definiert.

1.2.1 Daten sind Wertemengen

Daten werden in einer funktionalen Sprache oft als Werte bezeichnet. Werte
sind entweder atomare Konstruktoren, z.B. Z fiir die Zahl Null (engl. zero)
oder Empty fiir die leere Liste, oder aber Anwendungen eines Konstruktors
auf Werte, wie S zur Konstruktion des Nachfolgers einer natiirlichen Zahl oder
Cons zur Konstruktion nicht leerer Listen. Werte werden also als Ausdriicke
iiber Konstruktoren geschrieben.

Empty S (52 Cons (S Z) (Cons Z Empty)

Hier verwundert zunéchst, wie die Klammern in den Ausdriicken “S (S Z)”
und “Cons (S (S Z)) (Cons (S Z) Empty)” gesetzt werden. Im einfachs-
ten Fall werden die Argumente einer Funktion einfach hinter ihren Namen
geschrieben, wie im Teilausdruck “S Z”. Nur wenn ein Argument zusammen-
gesetzt ist, wie die Argumente “S Z” in “S (S 2)” oder “Cons (S Z) Empty”,
muss es geklammert werden.3

Werte kann man sich als Baume vorstellen: atomare Konstruktoren sind
die Blitter, und die anderen Konstruktoren sind innere Knoten, die auf ihre
Argumentwerte verweisen.

3 Eine bessere Begriindung werden wir spiter noch kennen lernen.
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S Cons

S S Cons
Empty VA Z Z Empty
Polymorphe Typen. Werte werden in modernen funktionalen Sprachen an-
hand von Typen Kklassifiziert. Der Typ Bool der Wahrheitswerte enthélt die
atomaren Konstruktoren False und True.

data Bool = False | True

Der Typ Nat der natiirlichen Zahlen enthélt die Zahl Null und beliebig vie-
le Nachfolger von Null, die als rekursive Anwendungen des Konstruktors S
repréasentiert werden.

data Nat =Z | 8 Nat

Listen von natiirlichen Zahlen sind ein anderer rekursiver Datentyp: So eine
Liste ist entweder leer (dargestellt durch den Konstruktor Empty), oder sie
wird (mit dem Datenkonstruktor Cons) aus einem Element des Typs Nat und
einer Liste natiirlicher Zahlen gebildet.

data NatList = Empty | Cons Nat NatList

Oft mochte man auch Listen bilden, die andere Werte enthalten, z.B. Wahr-
heitswerte oder Listen von natiirlichen Zahlen. Statt dafiir viele weitere Typen
BoolList, NatListList usw. mit dhnlicher Struktur definieren zu miissen,
kann man in funktionalen Sprachen einen polymorphen Typen List definie-
ren (griechisch fiir “vielgestaltig”):

data List t = Empty | Cons t (List t)

In dieser Definition ist t eine Typvariable fiir die Typen der Elemente. Durch
Instanziierung von t mit konkreteren Typen wie Nat, List t, List Nat
usw. kann man so Listen iiber beliebigen Typen bilden, z.B. List Bool,
List (List t) oder List (List Nat). Diese Listen sind homogen, weil ihre
Elemente alle denselben Typ haben miissen.

Jeder Wert hat einen Typ, der aber polymorph sein kann:

True :: Bool

S (S (S (S 2))) :: Nat

Empty :: List t

Cons Empty Empty :: List (List t)

Cons (S (S Z)) (Cons Z Empty) :: List Nat

Typen stehen schon vor Ausfithrung des Programms fest; wir sagen deshalb,
sie seien statisch.



1.2. Funktionales Programmieren in der Nussschale 5
1.2.2 Gleichungen definieren mathematische Funktionen

Funktionen werden mit Gleichungen definiert; ihre Parameter und ihr Ergeb-
nis haben ebenfalls einen statischen Typ. Die Addition von natiirlichen Zahlen
und die Verkettung von Listen kann so definiert werden:

plus :: Nat — Nat — Nat

plus Z y=y3
plus (S x) y =S (plus x y)

cat :: List t — List t — List t
cat Empty ys = ys
cat (Cons x xs) ys = Cons x (cat xs ys)

Die Definitionen von plus und cat zeigen zwei wichtige Elemente von
Funktionsdefinitionen: Fallunterscheidung und Rekursion.

o Jeweils zwei Gleichungen behandeln verschiedene Félle der Funktionen.
Durch Mustervergleich (pattern matching) wird festgestellt, ob der erste
Parameter Null bzw. eine leere Liste oder aber eine Zahl gréfler Null bzw.
eine nicht-leere Liste ist und die passenden Gleichungen zur Auswertung
ausgew&hlt.

e Ist die Zahl nicht Null bzw. die Liste nicht leer, werden die Funktionen
rekursiv aufgerufen.

Die Gleichungen folgen der Struktur der Datentypen. Wir sagen, die Funktio-
nen seien durch strukturelle Rekursion definiert. Weil die rekursiven Aufrufe
jeweils kleinere Parameter benutzen, ist diese Art der Rekursion wohlfundiert
und definert eine terminierende Funktion.

Auswertung. Ein funktionales Programm wird ausgefiihrt, indem ein Aus-
druck geméf den Funktionsdefinitionen ausgewertet wird. Dazu werden die
Definitionen eingesetzt, bis der Ausdruck nur noch Konstruktoren enthélt.

cat (Cons (S (S Z)) (cat (Cons (S Z) Empty) (Cons Z Empty))
~» cat (Cons (S (S Z)) (Cons (S Z) (cat Empty (Cons Z Empty)))
~» cat (Cons (S (S Z)) (Cons (S Z) (Cons Z Empty))
~» cat (Cons (S (S Z)) (Cons (S Z) Empty)) (Cons Z Empty)
~» Cons (cat (S (S Z2)) (Cons (S Z) Empty) (Cons Z Empty))
~» Cons (S (S 2)) (Cons (S Z) (cat (Empty) (Cons Z Empty)))
~» Cons (S (S 2)) (Cons (S Z) (Cons Z Empty))
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cat
/ \ Cons

Cons cat /\

/\ / \ S Cons

S Empty Cons Cons ~t /N

| /\ /\ S S Cons

S S Empty Z Empty ‘ ‘ / \

‘ ‘ Z Z Z Empty
V4 4

Auf einen Ausdruck kénnen Gleichungen in der Regel an mehreren Stellen an-
gewendet werden; in unserem Beispiel an zwei Stellen. Hier wurde das innere
vor dem dufleren cat ausgewertet. Anders herum ginge es auch. Wenn Glei-
chungen immer auf die innerste aller moglichen Stellen angewendet wird, spre-
chen wir von strikter Auswertung (engl. strict, innermost, by value). Werden
die Gleichungen immer auf die duferste aller moglichen Stellen angewendet,
heifit das verzigerte Auswertung (engl. lazy, outermost, by need).

Reinheit. In einer funktionalen Sprache werden die Argumente einer Funkti-
on nicht verdndert. Deshalb konnen gleiche Argumentwerte gefahrlos durch
ein und denselben Baum reprisentiert werden. Intern werden Werte also als
Graphen reprisentiert, ohne dass dies fiir den Programmierer sichtbar oder
relevant wire.* Das Ergebnis einer Funktionen hingt dariiber hinaus nur von
den Werten ihrer Argumente ab. Jeder Aufruf mit den gleichen Argumente
liefert das gleiche Ergebnis. (Das wird referentielle Transparenz genannt.)

Aufwand. Die Komplexitit einer Funktion kann man so abschétzen: Der Zeit-
aufwand ist proportional zur Anzahl der Auswertungsschritte (Regelanwen-
dungen). Der Platzbedarf ist proportional zur Anzahl der von einer Funktion
aufgerufenen Datenkonstruktoren.® Der Zeitaufwand fiir die Auswertung von
cat £ ¢ ist also proportional zur Linge von ¢; das gilt auch fiir den Platzbe-
darf, da die Knoten von ¢ kopiert werden. Die Funktion cat hat also héheren
Platzbedarf als die objektorientierte Methode.

Die funktionale Implementierung der Listenverkettung zeigt fundamentale
Unterschiede zum objektorientierten Programm:

Daten sind Wertemengen.

Typen sind statisch und polymorph.

Werte sind unverénderlich, sobald sie einmal konstruiert sind.
Funktionen haben keinerlei Seiteneffekte.

4 Im Gegensatz zu JAVA kann man in funktionalen Sprachen nicht unterscheiden, ob
zwei Werte durch denselben Untergraphen oder durch zwei gleiche Untergraphen
reprisentiert werden.

5 Auch der Platz fiir Zwischenergebnisse in der Rekursion spielt eine Rolle, was wir
aber erst spéater beriicksichtigen werden.
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Funktionale Programme brauchen etwas mehr Speicher als objektorientierte,
wéhrend ihr Zeitaufwand meistens vergleichbar bleibt.

1.2.3 Abstraktion und Verifikation

Ein weiteres Konzept und eine weitere Eigenschaft funktionaler Programme
sollen hier noch erwdhnt werden, weil sie in andere Programmierstilen so nicht
anzutreffen sind.

Funktionen hoherer Ordnung. Auch Funktionen sind Werte. Eine Lambda-
Abstraktion \x — B konstruiert einen Funktionswert mit Parameter x und
Rumpf B.® Die Parameter und das Ergebnis einer Funktion kénnen auch Funk-
tionen sein. Zwei Beispiele fiir solche Funktionen héherer Ordnung sind:

map :: (a — b) — List a — List b
map f Empty = Empty
map f (Cons x xs) = Cons (f x) (map f xs)

comp :: (b —- ¢) — (a — b) — (a — ¢)
comp f g x=1 (g %)

Die Funktion map wendet eine Funktion f auf alle Elemente einer Liste an.
Die Funktion comp definiert die Komposition von zwei Funktionen f und g,
wobei zuerst g und dann f. angewendet wird.

Durch Kombination héherer Funktionen kann man einfach neue Funktio-
nen konstruieren, z.B. eine Funktion, die die Zahlen einer Liste verdoppelt,
und eine Funktion, die eine Funktion zweimal anwendet:

doublelist :: List Nat — List Nat
doublelist = map (\x — plus x x)

twice :: (a — a) — a — a
twice f = comp f f

Eine Auswertung der Funktion doublelist liefert:

doublelist (Cons (S (S 2)) (Cons (S Z) Empty))
~F Cons (8 (S (S (8 2)))) (Cons (S (S 2)) Empty)

Formale Eigenschaften. Funktionales Programmieren erleichtert den Nach-
weis formaler Eigenschaften eines Programms.

Jede Gleichung einer Funktionsdefinition definiert ein Axiom fiir das Ver-
halten der Funktion. Fiir die Verkettung gilt also:

V¢ e List T : cat Empty £ =/
Vo € 1,0,0' € List 7 : cat (Cons x £) ¢’ = Cons x (cat £ {')

6 Das “\” ist ein “verstiimmeltes” Lambda (1)), was im Lambdakalkiil fiir Funktio-
nen benutzt wurde.
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Dies erleichtert den Nachweis anderer Eigenschaften von Funktionen. Bei-
spielsweise ist die Verkettung assoziativ, und hat Empty als neutrales Element.

Ve e List 7:  cat Empty £ = £ = cat ¢ Empty
Ve, 0, 0" € List 7 : cat (cat ££) £ = cat £ (cat €' 0")
(Auch die Funktion plus ist assoziativ, und hat Z als neutrales Element.)

Zwischen den hoheren Funktionen map und comp bzw. twice gibt es folgende
Zusammenhénge:

Vf€B—v,9€a— B:comp (map f)(map g) = map (comp fg) (1.1)

Vf€ea— a: twice (map f) = map (twice f) (1.2)

Solche Eigenschaften braucht man, um die Korrektheit von Funktionen zu zei-
gen, die mit Funktionen wie cat, map, comp und twice definiert sind. Dariiber
hinaus kann man diese Eigenschaften auch benutzen, um Funktionsdefini-
tionen zu transformieren, um sie effizienter zu machen. Diese Eigenschaften
konnen mit struktureller Induktion gezeigt werden. Hier ein einfaches Beispiel:

Theorem 1.1 (Empty ist rechtsneutral fiir cat).
Ve € List T : cat £ Empty = £ (1.3)
Beweis. Durch Induktion iiber die Struktur von List 7.
Induktionsanfang. Sei ¢ = Empty in (1.3). Dann gilt:
cat Empty Empty
= Empty 1. Gleichung von cat

Induktionsannahme. Gelte (1.3) fiir beliebige Listen ¢ der Léinge n > 0.
Induktionsschritt. Wir zeigen, dass dann (1.3) fiir alle Liste der Linge n + 1
gilt. So eine Liste hat 0BdA (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) die Form
Cons z ¢, wobei ¢ hochstens n Elemente enthélt. Dann gilt:
cat (Cons x £) Empty
= Cons x (cat £ Empty) 2. Gleichung von cat
= Cons x (Empty) nach Induktionsannahme

= Cons x ¢

Damit gilt (1.3) fiir Listen beliebiger Linge. O

1.3 Weshalb funktional programmieren lernen?

Das wird sich mancher Studierende fragen. SchliefSlich wird in der Praxis doch
iiberwiegend objektorientiert programmiert!
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Beim funktionalen Programmieren werden wir abstrakte und méchtige We-
ge kennenlernen, Datenstrukturen und Algorithmen zu definieren. Weil dieser
Stil sich an der Mathematik orientiert, konnen wir auch formale Eigenschaften
von Programmen leichter untersuchen, wie z. B. die Korrektheit. Schon aus
diesen Griinden sollte jede Informatikerin und jeder Informatiker die Prinzi-
pien des funktionalen Programmierens kennen. Auch wenn das (noch) nicht
in jeder Stellenausschreibung verlangt wird, ist es doch fiir einige Hauptstudi-
umsveranstaltungen sehr niitzlich (wie Programmiersprachen, Ubersetzer, Al-
gebraische Spezifikation, Techniken zur Entwicklung korrekter Software). Au-
Berdem werden wir sehen, dass viele Konzepte, die jetzt nach und nach in
objektorientierte Sprachen und Skriptsprachen Eingang finden, in modernen
funktionalen Sprachen schon selbstverstandlich sind. Wir wagen also einen
Ausblick in die Zukunft des Programmierens!

In Ubertragung des Zitats vom Kapitelanfang gilt auBerdem: Wir werden
das Wesen des objektorientierten Programmierens besser begreifen, wenn wir
auch funktionales Programmieren verstehen.

1.3.1 Einwinde gegen Funktionales Programmieren

Einige Einwénde gegen das funktionale Programmieren werden immer wie-
dervorgebracht. Darauf wollen wir hier kurz eingehen.

Funktionales Programmieren sei nicht praktisch einsetzbar. Moderne funktio-
nale Sprachen unterstiitzen Module und getrennte Ubersetzung. Sie erlauben
damit auch die Entwicklung grofler Systeme, gerade weil sie auch Konzepte wie
Polymorphie und Funktionen héherer Ordnung in einem Mafle unterstiitzen
wie kein anderer Programmierstil. So wurde beispielsweise der Theorembewei-
ser ISABELLE ganz in der funktionalen Sprache ML entwickelt, und in unserer
Forschungsgruppe wird ein Heterogeneous Tool Set fiir formale Spezifikation
weitgehend in HASKELL entwickelt. Die Sprache ERLANG [Arm96] wird bei
Sony-Ericsson im groflen Stil fiir die Entwicklung von Telekommunikations-
Software benutzt, und Lisp wird vielfach benutzt — allerdings oft wie eine
imperative oder objektorientierte Sprache.

Funktionale Programme seien ineffizient. Imperative und objektorientierte
Programme konnen die Eigenschaften heutiger Rechner besser ausnutzen. Zu-
standsbehaftete Datentypen wie doppelt verkettete Listen kénnen funktio-
nal nicht programmiert werden. Funktionale Programme beno6tigen daher oft
mehr Speicherplatz als objektorientierte Programme; sie kénnen aber meistens
etwa gleich schnell ausgefiihrt werden.

Wie iiberall hat Abstraktion ihren Preis, der jedoch in diesem Fall nicht
allzu hoch ist. Dafiir ist es in der Regel einfacher, funktionale Programme zu
erstellen. Diese Effizientz (des Programmiervorgangs) ist auch sehr wichtig.

Funktionales Programmieren sei schwer erlernbar. Dies wird gegen jeden neu-
en Programmierstil eingewendet. Kein Programmierstil kann die inh&rente
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Komplexitédt des Programmierens iibertiinchen, aber wer funktional program-
miert, lernt, Datenstrukturen und Algorithmen abstrakt zu formulieren und
kann iibersichtliche und klare Programme schreiben — auch in anderen Pro-
grammierstilen.

1.4 Rechnen mit Funktionen

Beim funktionalen Programmieren fassen wir ein Programm auf als eine ma-
thematische Funktion
p: Fingabe — Ausgabe

wobei FEingabe und Ausgabe Mengen sind. Die Ausgabe hingt dabei aus-
schliefilich von den Werten der Eingabe ab. Bei jeder Anwendung von p auf
einen Eingabewert e wird also der gleichen Wert a = p(e) ausgegeben, und die
Eingabe e wird nicht verdndert. Diese Eigenschaft heifit referentielle Transpa-
renz; sie gilt fiir p und alle weiteren Hilfsfunktionen, die in einem funktionalen
Programm definiert werden. Funktionsprozeduren, wie wir sie in imperativen
oder objektorientierten Sprachen kennen, etwa die Methoden in JAVA, sind
dagegen nicht referentiell transparent, weil ihre Ergebnisse vom Zustand glo-
baler Variablen oder Dateien abhéngen kénnen, die implizit benutzt und auch
verdndert werden diirfen. In funktionalen Programmen gibt es generell kei-
ne Zustdnde und Zustandsvariablen, was den Programmierstil grundlegend
veréndert. Variablen gibt es zwar schon, aber nur im mathematischen Sinne,
das heift, als Platzhalter fiir unverdnderliche Werte.

Funktionen werden durch Gleichungen definiert, etwa die — licherlich ein-
fachen — Funktionen pred und binom:

pred: Z.— 7
pred(z) =z —1
binom: Rx R—R
binomab = (a+b)-(a+Db)

Die Gleichungen besagen, dass fiir alle Eingaben z € Z der Wert von pred
gleich z — 1 sein soll, und bei binom entsprechend fiir alle Eingaben a,b € Z
das Ergebnis e = (a +b) - (a + b) liefern soll. Sie stiitzen sich auf vordefinierte
Funktionen wie Addition, Subtraktion und Multiplikation ab.

Diese Art der Definition erleichtert die Untersuchung von Eigenschaften
von Funktionen, weil jede Definition eine universelle Gleichheit beschreibt,
die bei semantischen Untersuchungen benutzt werden kann. So kénnen wir
mithilfe der binomischen Formel leicht nachweisen, dass die Funktion

binom: RxR—R
binom’ ab = a? + 2ab + b?

dquivalent zu binom ist. Bei dhnlichen Uberlegungen zu einer Prozedur oder
Methode miisste man alle implizit verwendeten Gréflen und ihre mogliche
Zusténde mit betrachten.
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Ein funktionales Programm wird ausgefiihrt, indem ein Aufruf gem&fl der
definierenden Gleichungen ausgewertet wird. Etwa:

pred 42 ~» 42 — 1 ~» 41
binom201~ (204+1)-(204+1) ~ 21-(204+1) ~ 21-21 ~ 441

Diese Art von Ausfiihrung heif3t “Reduktion auf Normalform” , weil Ausdriicke
wie pred 42 solange mithilfe der Gleichungen umgeformt werden, bis keine
Gleichung mehr anwendbar ist. Die Auswertung von vordefinierten Funktio-
nen kann als Anwendung vordefinierter Gleichheiten wie 42 — 1 = 41 und
21 - 21 = 441 verstanden werden.

Die Ausdriicke kann man sich dabei als Bdume vorstellen, deren Bléitter
Werte und deren innere Knoten Funktionen sind, unter anderem vordefinierte
Operationen wie Addition. Wegen der referentiellen Transparenz kann man
gleiche Teilbdume auch zusammenfallen lassen, weil sie ohnehin auf die glei-
chen Normalformen reduziert werden. Die Ausfithrung von binom kann als
Graphreduktion also folgendermaflen dargestellt werden:

NN O QL
2‘0><l _ 20/\1

Auch geschachtelte Ausdriicke konnen ausgewertet werden.Dabei werden die
Regeln von auflen nach innen und von links nach rechts angewendet, wobei
gleiche Teilausdriicke zusammenfallen und also alle auf einmal ausgewertet
werden:

pred — — — — — 440

S A A N A S AN AN

O 000
/\ /\

2 20 pred 20 1

2

Diese Auswertungsreihenfolge heifit verzdgerte Auswertung (engl.: evaluation
by need oder lazy evaluation).

Funktionales Programmieren ist also im Prinzip sehr einfach, und wir
werden sehen, dass moderne funktionale Sprachen — wie die in dieser Ver-
anstaltung benutzte Sprache HASKELL — méchtige Konzepte zur Definition
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von Wertemengen und Funktionen enthalten, unter anderem Polymorphie,
Mustervergleich (pattern matching) und Funktionen hoherer Ordnung, die es
in objektorientierten Sprachen nicht gibt.

1.5 Funktionales Programmieren in der Nussschale

Wie in jedem anderen Programmierstil sollen mit funktionalen Programmen
Daten und Algorithmen modelliert werden.

Wir haben in Abschnitt 1.4 schon gesehen, dass Algorithmen als (mathe-
matische) Funktionen definiert werden. In diesem Abschnitt wollen wir noch
etwas genauer betrachten, wie die Berechnungsvorschriften und Datentypen
in funktionalen Programmen beschrieben werden.

Mathematische Funktionen

In der Mathematik wird eine Funktion f angegeben als

f:A—B
fz)=E

Hierbei ist A die Definitionsmenge, B die Wertemenge und die Gleichung
“f(x) = E” die Funktionsvorschrift. Eine Funktion definiert eine Relation

Ry ={(z,f(z) |2 € A} C Ax B
die Funktionsgraph genannt wird und rechtseindeutig sein muss:
Fiir alle z € A,y,y' € B: Wenn (z,y) € Ry und (z,y) € Ry, dann y =y’

Im Allgemeinen nehmen wir nicht an, dass jede Funktion auch linkstotal sein
1nuss:

Fir alle z € A : Es gibt ein y € B so dass (z,y) € Ry

Es kann also Elemente x € A geben, fiir die f undefiniert ist; das schreiben
wir manchmal als “f(x) = L”. So eine Funktion heifit partiell.

Fallunterscheidung und Rekursion

Die rechte Seite E der Funktionsvorschrift ist ein Ausdruck, in dem typi-
scherweise = auftritt, und durch dessen Auswertung fiir jedes Element x der
Definitionsmenge A ein Wert f(z) € B bestimmt wird.
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Beispiel 1.2 (Fakultitsfunktion). Die sattsam bekannte Fakultétsfunktion be-
rechnet das Produkt aller positiven Zahlen bis zu einer Zahl n.

fac : N— N
fac(n) =1-2-----n

Sie kann mit folgender Berechnungsvorschrift definiert werden:

) 1 wenn n = 1
Fiir alle n € N : fac(n) = {n - fac(n —1) sonst

Die Berechnungsvorschrift definiert den Funktionsgraphen
Rfac = {(15 1)7 (25 2)7 (35 6)7 (45 24)7 (55 120)7 < }

Fasst man — wie in der Informatik iiblich — N als die Menge {0, 1,2,...} auf,
ist die Funktion fac partiell, weil sie fiir die Eingabe 0 undefiniert ist. Also
gilt fac 0~ L.

Die Berechnungsvorschrift fiir fac enthélt typische Elemente von Ausdriicken:

e Der Ausdruck setzt Operationen wie Gleichheit, Multiplikation und Sub-
traktion als anderswo definiert voraus; praktisch sind solche Operationen
fiir einfache Wertemengen wie N vordefiniert.

e Fine Fallunterscheidung wahlt einen Teilausdruck in Abhéngigkeit von x
aus.

e Die Vorschrift ist rekursiv; sie benutzt fac; weil das Argument n — 1 des
rekursiven Aufrufs kleiner ist als der Wert, fiir den fac definiert wird, ist
die Rekursion wohlfundiert.

Beispiel 1.3 (Fakultit). Die Definition von Beispiel 1.2 kann ganz einfach in
HASKELL umgesetzt werden. Da in HASKELL aber nur die ganzen Zahlen (un-
ter dem Namen Integer) vordefiniert sind, wiirde die Berechnungsvorschrift
oben alle nicht-positiven Werte der Definitionsmenge undefiniert lassen. Des-
halb werden wir fiir n < 0 einen Fehlermeldung als Ergebnis liefern (error).

fac :: Integer — Integer
fac n = if n < 0 then error "call of fac(n<0)"
else if n = 1 then 1
else n x fac (n-1)

In HASKELL konnen Fallunterscheidungen auch als bedingte Gleichungen ge-
schrieben werden, was der mathematischen Schreibweise noch ndher kommt.

fac’ :: Integer — Integer

fac’ n |l n < 0 = error "call jof fac(n<O0)"
| n—=—1 =1
| otherwise = n * fac (n-1)
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Spéter werden wir noch sehen, dass eine Funktion wie fac auch ohne ex-
plizite Rekursion fast wie in Definition (1.4) definiert werden kann:

fac” : N— N
Fiir alle n € N : fac”(n) = product(fromTo 1 n)

Dabei definiert fromTo wo eine Liste von ganzen Zahlen ¢ mit v < ¢ < o, und
product I berechnet das Produkt einer Zahlenliste [. Solche Funktionen hei-
Ben Kombinatoren; oft sind sie vordefiniert, konnen aber vom Programmierer
auch selbst eingefithrt werden. In HASKELL konnte man sogar ganz einfach
schreiben

fac’’ :: Integer — Integer
fac’’ n = product [1..n]

Funktionen kénnen auch direkt definiert werden.
fac” : N— N
fac" = Xn — product(fromTo 1n)

Ein Ausdruck der Form (Az — E) heifit Lambda-Abstraktion, er liefert als
Ergebnis die namenlose Funktion, die, wenn sie (spéter) auf einen Argumen-
tausdruck A angewendet wird, den Wert des Ausdrucks FE[x/A] berechnet.
(Der Ausdruck E[xz/A] entsteht aus E, wenn jedes Auftreten des formalen
Parameters o durch den aktuellen Parameter A ersetzt wird.) In HASKELL
wird das so geschrieben

fac’’’ :: Integer — Integer
fac’’’ = n — product [1..n]

Daten

Wie in allen Programmiersprachen sind Basisdatentypen wie verschiedene Ar-
ten von Zahlen, Wahrheitswerte und Zeichen mit den fiir sie typischen Funk-
tionen und Operationen vordefiniert.

Auch zusammengesetzte Datentypen sind Wertemengen, und zwar Bdume
iiber Datentypen.

Zusammengesetzte Datentypen konnen aus unterschiedlich aufgebauten
Werten bestehen, die dann auch rekursiv Werte des zu definierenden Daten-
typs enthalten konnen. Bindre Bdume iiber ganzen Zahlen kénnen so beschrie-
ben werden:

IntTree = Leaf Z | Branch IntTree IntTree

Ein Wert vom Typ IntTree ist also entweder ein Blatt vom Typ Z, oder
eine Verzweigung mit zwei Kindern, die wieder vom Typ IntTree sind. Da
die Blatter und Verzweigungen anhand ihrer Wurzel unterschieden werden
koénnen, modelliert IntTree die Summe (oder disjunkte Vereinigung) von zwei
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Wertemengen, ganzen Zahlen (an den Bléttern) und Paaren von Baumen (an
den Verzweigungen): Z+ IntTree x IntTree. Diese Art von Datentypen werden
algebraisch genannt, denn sie sind Summen von kartesischen Produkten.

Aus funktionaler Sichtweise werden Leaf und Branch als Funktionen auf-
gefasst, die aus Werten neue Werte aufbauen; sie werden daher Konstruktor-
funktionen oder einfach Konstruktoren genannt.

Funktionen iiber zusammengesetzten Werten werden auch mit Fallunter-
scheidungen und Rekursion definiert. Dabei kann man oft auf die in objekt-
orientierten Sprachen benutzen Selektorfunktionen fiir die Komponenten zu-
sammengesetzter Werte verzichten. Statt dessen wird der Aufbau eines Wer-
tes durch Mustervergleich (pattern matching) abgefragt und dabei gleichzeitig
ihre Komponenten selektiert. Dies wollen wir anhand der Funktion height il-
lustrieren, die die Hohe eines Baumes bestimmt:

height: IntTree — N
height(Leaf n) = 1
height(Branchlr) = 14 max(height l)(height r)

(Die Funktion maz: Z X Z — Z bestimmt die Grofiere von zwei Zahlen.) Jede
der beiden Gleichungen fiir height behandelt eine Art von Biumen, Blitter
bzw. Verzweigungen, indem ein Muster auf der linken Seite angegeben wird.
Die in den Mustern auftretenden Namen n, [ und r wihlen die Komponenten
aus, die dann im Ausdruck auf der rechten Seite benutzt werden koénnen.

Bewahrung von Argumenten

Eine weitere Besonderheit funktionaler Programme wollen wir an dem funk-
tionalen Datentyp an sich erldutern: Zahlen-Listen sind entweder leer, oder
entstehen, wenn eine Zahl einer Liste vorangestellt wird:

IntList = Empty | ConsZ IntList

Empty ist ein Wert ohne Komponenten. Das Verkniipfen zweier Listen kann
mit der Funktion cat so definiert werden:

cat: IntList — IntList — IntList
cat Empty ¢ =/
cat(Cons ht) £ = Cons h(cattl)
Ein Aufruf cat ¢ {5 konstruiert eine neue Liste, in der die Elemente der Liste

{1 der Liste f5 vorangestellt werden. Die Argumente ¢; und /5 beiben un-
verandert.
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/cat\ CO’I< CO'I< CO'I<
Cons ¥ Cons | cat Cons | Cons Cons | Cons
/N~ XN~ XN~/

3 ;07< 3 ?07< by 3 ?ons /cat\ 3 ?ons lo

4  Empty 4  Empty 47 Empty {s 4~ Empty

Fiir jeden Knoten von ¢; wird cat also einmal aufgerufen und jeweils ein neuer
Knoten aufgebaut. In einem imperativen oder objektorientierten Programm
wiirde man eher den Abschluss Empty von [; mit [l iiberschreiben. Dann
wird aber der Wert [y zerstort, und alle anderen Werte, die ¢; ebenfalls als
Teil enthalten, werden als Seiteneffekt ebenfalls veréindert.

In funktionalen Programmen kénnen solche Seiteneffekte nicht auftreten,
weil einmal bestimmte Werte (wie £1) nicht mehr verédndert werden diirfen.
Das wird mit hoherem Speichebedarf bezahlt: cat hat linearen Speicherbedarf
(statt konstantem Aufwand in JAvA). Dafiir kann ein einmal konstruierter
Wert beliebig oft benutzt werden, ohne dass er jemals durch Seiteneffekte
veréndert werden konnte. Die Liste 5 muss also nicht kopiert werden, und
auch nicht die Elemente der Liste (die ja auch zusammengesetzte Werte sein
koénnten). Durch den Verzicht auf selektives Verdndern wird eine héufige Feh-
lerquelle in imperativen Programmen vermieden.

Trotzdem wird nur die Liste ¢; kopiert; die Liste {5 wird im Ergebnis von
cat unverdndert wieder benutzt. Listenwerte sind also eigentlich Graphen,
nicht Baume. Dies ist aber fiir den Programmierer nicht relevant, weil wieder
benutzte Werte unveréndert bleiben.

Polymorphie

Beim Betrachten der Definitionen von height und cat féllt auf, dass eigentlich
egal ist, welche Werte in Listen oder Bidumen enthalten sind: Die Hohe der
Baume bleibt die gleiche, und sie miissen genauso verkettet werden. Diese
Beobachtung kann man sich zunutze machen, indem man Typdefinitionen mit
Typparametern (oder Typvatiablen) parametrisiert. Listen und Bindrbdume
iiber beliebigen Typen « konnten allgemein so beschrieben werden, und auch
Paare und Tripel kéonnen parametrisiert definiert werden:

List o = Empty | Cons aList «)
Tree o« = Leaf o | Branch(Tree o)( Tree )

Die Typen IntTree und IntList sind Instanzen dieser Typen:

IntTree = Tree
IntList = List o
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Die Funktionen height und cat konnten mit folgender Signatur iiber Bdumen
bzw. Listen beliebigen Elementtyps definiert werden, weil ihre Gleichungen
die Elemente der Badume und Daten nicht betrachten:

height : (Tree o) — N
cat : (List o) — (List «) — (List )

Funktionen mit parametrisierten Typen werden polymorph genannt.

In funktionalen Sprachen sind auch Typnamen wie IntTree und Tree nur
Funktionen, die Typkonstruktoren genannt werden: Der parameterlose Typ-
konstruktor IntTree definiert Bdume {iber Zahlen, und der parametrisierte
Typkonstruktor Tree liefert Biume iiber beliebigen Typen, die fiir « einge-
setzt werden. Dabei ist es wichtig, das an allen Stellen der gleiche Typ fiir die
Typparameter eingesetzt wird. Baume und Listen sind also homogen beziiglich
der Typen ihrer Elemente.

Funktionale

Eine letzte Besonderheit funktionaler Sprachen soll hier nur noch kurz erwahnt
werden: Auch Funktionen sind “nur” Werte, die Komponenten von Daten-
strukturen sein kénnen und als Parameter oder Ergebnisse von Funktionen
auftreten kénnen. Der Typ Tree kann also auch so instantiiert werden:

FunTree = Tree(R — R)

So ist trigFuns = Cons sin (Cons cos Empty) ein Wert vom Typ FunTree und
konnte als Parameter fiir entsprechend getypte Funktionen verwendet werden,
aber auch von einer Funktion berechnet werden. Solche Typen und Funktionen
héherer Ordnung werden wir aber erst spéater behandeln.

Beispiel 1.4 (Biume und Listen). Die Definitionen von Typen und Funktionen
konnen einfach in HASKELL iibertragen werden.

data Tree a = Leaf a | Branch (Tree a) (Tree a) deriving Show
height :: (Tree a) — Integer

height (Leaf n) =1

height (Branch 1 r) = max (height 1) (height r)

data LIST a = EMPTY | CONS a (LIST a) deriving Show
cat :: (LIST a) — (LIST a) — (LIST a)

cat EMPTY 1 =1

cat (CONS x 1) 1’ = CONS x (concatenation 1 1°)

In Ermangelung griechischer Buchstaben auf Tastaturen kann man in HAs-
KELL leider nur lateinische Buchstaben verwenden.

Der Zusatz “deriving Show” in den Definitionen von Tree und LIST be-
sagt, dass fiir diese Typen automatisch Funktionen
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show :: (Tree a) — String
show :: (LIST a) — String

hergeleitet werden, mit denen Werte dieser Typen als Zeichenkette darge-
stellt werden konnen. Diese Funktionen braucht man, wenn man sich im ghci-
System die Ergebnisse von Ausdriicken anzeigen lassen will, die Baume oder
Listen sind.

Listen und Produkte werden so héufig benutzt, dass sie in HASKELL vor-
definiert sind. Fiir sie gibt es spezielle Schreibweisen, die erst im néchsten
Kapitel behandelt werden.

1.6 Geschichte

Die Geschichte des funktionalen Programmierens beginnt mit Schonfinkels
und Currys Arbeiten iiber kombinatorische Logik [Sch24, CF58]. Zusammen
mit Churchs Arbeiten zum Lambda-Kalkiil [Chudl] bilden sie die mathema-
tische Grundlage des funktionalen Programmierens. Auf Basis des Lambda-
Kalkiils entwickelte McCarthy die erste “funktionale” Sprache Lisp [McC60],
aus der Abelson und Sussman die heute noch benutzte Sprache SCHE-
ME [AS93] entwickelten. Weiter wurde die Sprache als COMMON LISP standar-
disiert; sie wird in der kiinstlichen Intelligenz benutzt. Lisp und ihre Nachfol-
gerinnen konnen nur mit Einschrinkungen als funktional bezeichnet werden,
weil ihnen viele Konzepte moderner funktionaler Sprachen fehlen, und in der
Praxis meistens imperativ oder objektorientiert in ihnen programmiert wird.

Die Geschichte der “modernen” funktionalen Sprachen beginnt mit Land-
ins visiondrem Artikel iiber die nicht implementierte Sprache IswiMm (“If you
see what I mean”, [Lan66]), die viele Sprachen beeinflusst hat, unter anderem
Milners STANDARD ML [Pau91] und Turners MIRANDA [Tur86]. In seinem
Turing-Vortrag hat Backus die Vorteile eines funktionalen Stils gegeniiber
dem imperativen Programmieren gepriesen und eine sehr spezielle funktiona-
le Sprache vorgestellt: FP [Bac78]. Die Sprache HASKELL [PJT02] hat sich in
der Fassung von 1998 zu einem Standard entwickelt. Sehr &hnlich dazu ist die
Sprache CLEAN [BvEvLPS87].

1.7 Lehrbiicher

Es gibt einige Lehrbiicher zum funktionalen Programmieren, auch auf Deutsch.
Auch wenn sie den Stoff der Vorlesung nicht genau so darstellen wie wir, eig-
nen sie sich als Ergédnzung oder Hintergrundlektiire.

Im Buch Funktionale Programmierung von Peter Pepper wird das Thema
etwas behébig behandelt, und die Programme werden zunéchst in der wenig
verbreiteten Sprache OPAL entwickelt, und dann in die Sprachen ML und
HASKELL iibertragen. ([Pep03], 300 Seiten, €29,95)



1.8. Haskells Eck 19

Manuel M. T. Chakravarty und Gabriele Keller haben eine FEinfiihrung
in die Programmierung mit HASKELL fiir absolute Programmieranfinger ver-
fasst, die auch eine Einfiihrung in UNIX enthélt ([CK04], 199 Seiten, €29,95).

Gert Smolka hat eine sehr gute theoretische Einfithrung in das Program-
mieren geschrieben, in der das funktionale Programmieren mit Standard ML
im Mittelpunkt steht ([Smo08], 371 Seiten, €34,80).

Simon Thompsons Craft of Functional Programming ist das Standard-
buch iiber das Programmieren mit HASKELL ([Tho99], 487 Seiten, €39,47 bei
amazon.de).

Im Buch Algorithms — A Functional Programming Approach von Fethi
Rabhi und Guy Lapalme stehen Datenstrukturen und Algorithmen im Vor-
dergrund ([RL99], 235 Seiten, €69,90 bei amazon.de); deshalb werden einige
Konzepte der Sprache HASKELL (wie die Monaden) nur am Rande behandelt.

Paul Hudaks anspruchsvolles Buch The HASKELL School of Expression
zeigt mit ungewohnlichen Beispielen aus Graphik, Robotik und Musik, dass
die Sprache HASKELL universell einsetzbar ist ([Hud00], 416 Seiten, €25,95
bei amazon.de).

Graham Huttons Buch Programming in Haskell ist eine knappe und {iber-
sichtliche Einfithrung in die Konzepte von Haskell ([Hut07], 171 Seiten, €24,95
bei amazon.de).

Das Buch Real World Haskell von Bryan O’Sullivan, John Goerzen und
Don Stewart erklart die Benutzung von Haskell an Hand realistischer Pro-
blemstellungen; dieser Text ist sehr detailliert und zum Selbststudium gedacht
([OGS08], 671 Seiten, €39,95 bei amazon.de).

Dariiber hinaus sind viele Einfithrungen in Haskell im Internet verfiigbar;
unter anderem auch das vollstindige Buch Real World Haskell [OGS08].

Der Artikel [Ode05] von Martin Odersky im Informatik-Handbuch fasst
das Wesentliche des funktionalen Programmierens zusammen.

1.8 Haskells Eck

Von der Sprache Haskell haben wir noch nicht viel kennen gelernt, weil es hier
ja allgemein um funktionales Programmieren ging. Trotzdem haben wir fiir
die Definitionen von Typen und Funktionen die Notation von Haskell benutzt,
in sehr, sehr einfacher Form. Die in Schreibmaschinenschrift angegebenen
Definitionen lassen sich mit dem ghci-System laden und ausfiihren.

Diesen Kern von Haskell rekapitulieren wir hier. Auflerdem beschreiben
wir die Benutzung des Glasgower Haskell-Systems, und Kommentare, weil
dies fiir die Bearbeitung der Ubungsaufgaben niitzlich ist.

1.8.1 Der Kern

In diesem Kapitel haben wir schon einiges iiber funktionale Programme im
Allgemeinen erfahren. Damit haben wir auch den Kern von HASKELL kennen-
gelernt, in dem Datentypen und Funktionen mit Gleichungen definiert werden.
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Es treten drei verschiedene Arten von Ausdriicken iiber fiinf Arten von Namen
auf (siche Abbildung 1.2):

o  Typausdriicke sind geschachtelte Anwendungen von Typkonstruktoren auf
Typvariablen, die Typen beschreiben.

o Muster sind geschachtelte Anwendungen von Konstruktoren auf Variablen,
die in Fallunterscheidungen verwendet werden.

e Ausdriicke sind geschachtelte Anwendungen von Funktionen und Kon-
struktoren auf Variablen.”

Vereinbarung
Datentypgleic@ E‘cionsgleichung
Typausdr\@uster/ \Ausdru@
| >
Typvarlaﬁz T}E)nstruktor Konstruktor Variable/ \>unktion

Abb. 1.2. Der Kern von Haskell

In den folgenden Kapiteln werden wir neue Varianten von Ausdriicken
und viele vordefinierte Typkonstruktoren, Konstruktoren und Variablen ken-
nen lernen, die es erlauben, Programme noch knapper und verstédndlicher zu
schreiben. Dies wird syntaktischer Zucker genannt, der den Kern des funktio-
nalen Programmierens zwar versiifit, ohne ihn aber zu verindern. Auch einige
Vereinbarungen kommen noch dazu, mit denen das Typsystem um Typklassen
und Typklasseninstanzen verfeinert wird.

1.8.2 Das Glasgower Haskell-System

Die Glasgower Haskell-Implementierung kommt mit einem Ubersetzer ghc,
der eigenstéindige Programme erzeugt. Wir werden meistens den Interpreter
ghci (“Glasgow Haskell compiler interective”) benutzen.

Aufruf des ghci

ghci (Dateiname) ruft die interaktive Variante des Ubersetzers auf und lidt
die Datei (Dateiname); dabei konnen die Endungen “.hs” oder “.1hs”
weggelassen werden.

7 Da auch Funktionen nur Werte sind, wird aber in der Definition von Haskell
zwischen Variablen fiir Werte und Funktionen begrifflich nicht unterschieden.
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ghci --help erkldrt die Optionen des Aufrufs.
ghci —-print-libdir gibt an, in welchem Verzeichnis das Programm unlit
z ufinden ist.

Kommandozeilenbefehle im ghci

(Ausdruck) wertet den HASKELL-Ausdruck aus.

it ist eine implizit definierte Variable, die den Wert des zuletzt ausgewerteten
Ausrucks enthélt

:qluit] verldsst ghci

:1[oad] (Dateiname) 1ddt die angegebene HASKELL-Datei.

:r[eload] ladt die zuletzt geladene HASKELL-Datei erneut (z.B. nach Veréinde-
rungen im Editor)

:i[nfol (Name) zeigt Informationen zu dem Typkonstruktor bzw. der Ty-
pklasse (Name) an. Der Modul, in dem der Name definiert wird, muss
geladen sein. Der Typkonstruktor fiir Listen ist “[]1”, die fiir n-Tupel ist
“(,m1)”. Der Typkonstruktor fiir Funktiontypen ist (—).

:t [ypel (Ausdruck) gibt den Typ des Ausdrucks an. Insbesondere kénnen
so die Typen aller sichtbaren “Variablennamen” (von Konstruktoren und
Funktionen) angezeigt werden.

:1i[st] (Name) gibt die Definition von (Name) in einem der geladenen Mo-
dule an. Dies funktioniert nicht fiir Module aus der Bibliothek.

1.8.3 Kommentare

Kommentare sollen das Programm dokumentieren — nicht verzieren oder mit
nutzlosem Text iiberschwemmen.
In Haskell gibt es zwei Arten von Kommentaren:

o zeilenweise Kommentare stehen zwischen von -- und dem néchsten Zei-
lenende.

e mehrzeilige Kommentare werden zwischen {- und -} eingeschlossen. Das
geht auch geschachtelt.

Ein Beispiel zeigt beide Formen:

{- Lehrveranstaltung Funktionales Programmieren (Praktische Informatik 3)
(c) Berthold Hoffmann, Universitdat Bremen, hof@tzi.de
Beispielprogramme fir die Vorlesung am 28. Oktober 2009

-}

data List t = Empty | Cons t (List t) -- Listen polymorph
cat :: List t — List t — List ¢t -- Listenverkettung

cat Empty ys = ys
cat (Cons x xs) ys = Cons x (cat xs ys)
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In Haskell gibt es noch eine alternative Sicht auf Programme: In Literate
Haskell (normalerweise in Dateien mit der Endung .1hs statt .hs versehen)
werden nicht die Kommentaranteile markiert, sondern umgekehrt der Pro-
grammtext. Alles andere ist Literatur. (Ahm, Kommentar.)

Hier gibt es wiederum zwei Moglichkeiten. Man kann alle Programmzeilen
mit > in der ersten Spalte kennzeichnen:

Lehrveranstaltung Funktionales Programmieren (Praktische Informatik 3)
(c) Berthold Hoffmann, Universitdt Bremen, hof@tzi.de
Beispielprogramme fiir die Vorlesung am 28. UOktober 2009

> data List t = Empty | Cons t (List t) -- Listen polymorph

> cat :: List t — List t — List t -- Listenverkettung
> cat Empty ys = ys
> cat (Cons x xs) ys = Cons x (cat xs ys)

(Die mit “~-" eingeleiteten Zeilenkommentare gehen trotzdem noch.)
Oder man schreibt Programmstiicke zwischen \begin{code} und \end{code}:

Lehrveranstaltung Funktionales Programmieren (Praktische Informatik 3)
(¢c) Berthold Hoffmann, Universitdt Bremen, hof@tzi.de
Beispielprogramme fiir die Vorlesung am 28. UOktober 2009

\begin{xcode}
data List t = Empty | Cons t (List t) -- Listen polymorph

cat :: List t — List t — List ¢t -- Listenverkettung

cat Empty ys = ys

cat (Cons x xs) ys = Cons x (cat xs ys)

Das ist besonders praktisch zur Benutzung mit I2TEX, weil man dann ein
Programms in einem IXTEX setzen-Dokument beschreiben kann und die gleiche

Datei auch mit ghci iibersetzen kann. Dies kann auch fiir die Ubungsaufgaben
benutzt werden.

(Dies ist Fassung 2.1.4 von 4. Februar 2010.)
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Standardtypen

In diesem Kapitel werden wir Datentypen wie Wahrheitswerte, Zahlen, Zei-
chen, Listen und Tupel mit den dazu gehérenden Funktionen betrachten, die
in vielen funktionalen Sprachen als Standards vorgegeben sind. Konkret wer-
den wir uns die Basis-Datentypen der Sprache HASKELL ansehen und lernen,
wie wir sie zur Definition einfacherer Typen und Funktionen nutzen koénnen.

2.1 Einfache Standardtypen

Die einfachen Standardtypen sind grofitenteils aus der Mathematik oder aus
anderen Programmiersprachen hinlidnglich bekannt, und anhand der Sprache
JAvA haben wir auch schon kennengelernt, wie sie in Programmiersprachen
typischerweise realisiert werden — was bei Zahlen oft nur mit Einschrankungen
geschieht.

In diesem Abschnitt werden wir uns aus daher darauf konzentrieren, die
Unterschiede zwischen den Standardtypen von Haskell und ihren mathemati-
schen “Idealen” bzw. ihrer Realisierung in JAVA zu beschreiben.

Die vollstidndige Standardbibliothek ist online unter

http://www.haskell.org/onlinelibrary/

zu finden; wir beschrianken uns hier auf die Typen, die wir jetzt schon verste-
hen kénnen.

2.1.1 Wertemengen der einfachen Standardtypen

Die fiir uns wichtigen einfachen Standardtypen, ihre Wertemengen, und die
Form ihrer Literale sind in Tabelle 2.1 zusammengestellt.'

! Literale nennt man die Teile eines Programmtextes, mit denen Werte von einfa-
chen Standardtypen im Programm bezeichnet werden.
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|Haskell-Typ|Wertemenge |Literale |
Bool Wahrheitswerte True und False

Char Zeichen ’a’, ’6%, 7;7, ’\n’, ...
Int ganze Zahlen [—2%°1 ..)2%° —1]]0, 1, ...,

Integer ganze Zahlen Z 42, ...

Float FlieSkommazahlen 0.0, 2E10 ...

Double (32 bzw. 64 Bit) 3.1415, 1.2E-12 ...
Rational |rationale Zahlen Q 1\%2, -7\%5000000

Tabelle 2.1. Standardtypen von Haskell, ihre Wertmengen und Literale

Im Typ Char ist der komplette UNICODE darstellbar; uns geniigen die Zei-
chen, die wir auf der Tastatur finden, und ein paar nicht druckbare Zeichen
wie newline (>\n’). W&hrend Int die mit 32 Bits darstellbaren ganzen Zah-
len umfasst, die heutzutage von der Hardware unterstiitzt werden, umfasst
Integer beliebig grole Zahlen. (Sie werden intern als Listen von Int-Zahlen
dargestellt, also .) Fliefkommazahlen der Typen Float und Double werden
gemif den Standards der IEEE realisiert, also die Teilmengen der (rationa-
len) reellen Zahlen, sie in 32 bzw. 64 Bits darstellbar sind. Der Typ Rational
ist insofern nicht “Standard”, als er explizit aus der Bibliothek Ratio impor-
tiert werden muss. Seine Werte kann man sich als teilerfremde Briiche von
Integer-Zahlen mit positivem Nenner vorstellen.

2.1.2 Uberladene Operationen auf einfachen Standardtypen

Fiir jeden einfachen Standardtyp gibt es die iiblichen Operationen, die in den
meisten Féllen auch mit den in der Mathematik und anderen Programmier-
sprachen iiblichen Operatoren benannt werden.? Viele der Standardtypen ha-
ben dhnliche Operationen, die iiblicherweise mit demselben Operator benannt
werden:

e Alle einfachen Standardtypen besitzen einen Test auf Gleichheit, der mit
dem Symbol “==" bezeichnet wird.

e Alle Zahlentypen besitzen eine Additionsoperation, die mit dem Symbol
“+” bezeichnet wird.

e Die FlieBkommatypen stellen die Konstante m unter dem Namen “pi” zur
Verfiigung.

Auch wenn diese Operationen gleich benannt sind und — abstrakt gesehen —
das Gleiche tun, haben sie doch in den einzelnen Standardtypen verschiedene
Implementierungen: Die Addition muss fiir alle Arten von Zahlen verschieden

2 Unter den Operationen eines Datentypen verstehen wir die fiir ihn definierten
Konstanten und Funktionen. Die Namen von Operationen werden Operatoren
genannt. Dies sind entweder Bezeichner, fiir Konstanten und Funktionen, oder
Symbole, fiir die normalerweise infix verwendeten bindren Operatoren.
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realisiert werden, und die Konstante pi wird in den Typen Float und Double
verschieden genau dargestellt. In Programmiersprachen heiflen Operatoren
wie =, 4+ und pi dberladen, weil ihr Name verschiedene Definitionen hat, unter
denen — abhéngig vom gewiinschten Typ — die jeweils “richtige” ausgewéhlt
werden muss.

In Haskell werden iiberladene Operatoren realisiert, indem sie in einer Tiyp-
klasse spezifiziert werden, und fiir jeden Typ, der diese Operatoren iiberlédt,
eine konkrete Instanz des Operators definiert wird.

Die Standardtypen sind als Instanzen von meist mehreren Typklassen de-
finiert, das heif3t, sie definieren die in diesen Typklassen spezifizierten Opera-
tionen fiir den entsprechenden Standardtyp.

2.1.3 Vordefinierte Typklassen

Wir beschreiben kurz das allgemeine Konzept von Typklassen, gehen konkret
aber nur auf diejenigen ein, die fiir die Standardtypen relevant sind. Allgemein
werden wir Typklassen erst in Abschnitt 7.3.2 behandeln.

Eine Typklasse definiert abstrakte Eigenschaften, die fiir Typen gelten
konnen, wenn sie diese Klasse instantiieren. Folgende abstrakten Eigenschaf-
ten kann eine Typklasse C' haben:

Typklassen, von denen C' abhéngt.

Namen und Typen von Operatoren, die C' enthélt.

Gleichungen, die einige der Operatoren mithilfe der anderen Operatoren
von C' definieren.

Ein Typ T ist Instanz einer Typklasse C', wenn er auch eine Instanz aller
Klassen ist, von denen C' abhéingt, und die Operationen von C' definiert. Dabei
diirfen die Gleichungen von C' als default-Definition benutzt werden.

Die Typklasse Eq definiert beispielsweise Vergleichbarkeit von Typen. Sie
héngt von keiner anderen Klasse ab und spezifiziert die Signaturen und Glei-
chungen

class Eq a where

=, (/» =, (/= = a— a— Bool
x /=y = not (x = y) -- Defaults
xX=1y = mnot (x /=)

Die Typklasse Num definiert numerische Typen.

class (Eq a, Show a) = Num a where
B, ), ) 2a—a— a
negate Ta — a
abs, signum T a — a
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Sie fordert Operationen, die fiir alle Zahlentypen definiert sind, und héingt
von Eq ab, sowie von der Klasse Show, die Typen beschreibt, deren Werte sich
mit einer Funktion show::a — String als Zeichenketten darstellen lassen.

Jeder Typ, der eine Instanz von Num ist, ist also auch Instanz von Eq und
Show und implementiert die Operationen aller drei Klassen.

Typklassen entsprechen also ziemlich genau abstrakten Klassen beim ob-
jektorientierten Programmieren. In der Terminologie des objektorientierten
Programmierens wiirde man sagen: Die Standardtypen sind Klassen, die alle
Operationen der Oberklassen implementieren, von denen sie erben.

Abbildung 2.1 zeigt die wichtigsten Typklassen, die im Zusammenhang
mit den einfachen Standardtypen gebraucht werden, und die Standardtypen,
die sie instantiieren.

Eq Show Read
/" N\
Ord Num
NN
Real Fractional

/NN

Integral RealFrac Floating

N S

RealFloat

|\

Bool Char Int Integer Rational Float Double

Bounded Enum

Abb. 2.1. Vordefinierte einfache Typen und Typklassen in Haskell

e Show und Read beschreiben Typen, deren Werte druckbar und lesbar sind,
d.h., deren Werte sich mit den Funktionen show bzw. read als Zeichenket-
ten darstellen bzw. aus Zeichenketten herauslesen lassen. Alle Standard-
typen in Haskell sind druckbar und lesbar.

e Die Klasse Eq beschreibt vergleichbare Typen, die eine Gleichheit == und
Ungleichheit /= implementieren. Nur eine dieser Operationen muss in je-
der Instanz definiert werden, weil die andere mit der logischen Negation
aus der einen abgeleitet werden kann.

e Die Klasse Ord beschreibt die total geordneten Datentypen, die iiber Ver-
gleichsoperationen verfiigen.

e Die Klasse Num ist die Mutter aller Zahlentypen. In ihr sind die fiir al-
le Zahlen giiltigen Operationen Addition, Subtraktion und Multiplikation
sowie Zahlenliterale wie 42 spezifiziert.
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Fractional spezifiziert die teilbaren Typen mit Division (/). Zu dieser
Klasse gehoren auch gebrochene Zahlen wie 47.11 und 13e-3.3
Integral spezifiziert die ganzzahligen Typen mit ganzzahliger Division
und Rest (div und mod).

Die Klasse Floating definiert transzendente Funktionen wie exp, log, sin
und irrationale Konstanten wie pi.

Die Klassen Real und RealFrac sind aus technischen Griinden in die Hier-
archie der Typklassen eingebaut worden; in ihnen sind Typkonversions-
Funktionen definiert.

RealFloat umschreibt die typischen Eigenschaften von Flieffkommazah-
len, namlich Operationen zum Zerlegen einer Zahl in Mantisse, Exponent
usw.

Enum ist die Klasse der aufzihlbaren Typen, die eine Nachfolger- und
Vorginger-Funktion haben (succ und pred).*

Die Klasse Bounded beschreibt die beschrdnkten Typen, die einen kleinsten
und grofiten Wert besitzen.

Tabelle 2.2. Eigenschaften und wichtige Operationen vordefinierter Typklassen

Klasse FEigenschaft wichtige Operationen
Show druckbar show

Read lesbar read

Eq vergleichbar == /=

Ord vollstédndig geordnet|< <= >= >

Num numerisch Zahlen + - *

Real - toRational
Fractional|teilbar gebrochene Zahlen /
Integral |ganzzahlig div mod

RealFrac |- truncate round
Floating [transzendent pi, exp log ...
RealFloat |Flie(komma exponent

Enum aufzéhlbar succ pred toInt toEnum
Bounded beschrankt minBound maxBound

3 Allerdings wird auch die durch und durch ganze Zahl 2e+10 als gebrochen klas-
sifiziert, das heif3t, alles was Dezimalpunkt oder Exponent hat.

4 Die Typen Rational, Float und Double sind nur insofern eine Instanz von Enum,
als sie auch diese Funktionen implementieren: Sie addieren bzw. subtrahieren 1%1
bzw. 1.0; damit wird aber in diesen Klassen nicht der direkte Nachfolger- oder
Vorgénger einer Zahl bestimmt.
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2.1.4 Eingeschrinkte Polymorphie

Wir haben im Kapitel 1 bereits polymorphe Funktionen kennengelernt. So hat
die Funktion cat den Typ List a —List a —List a. Das ist eine knappe
Schreibweise fiir die Aussage

“Fiir beliebige Typen a ist cat eine Funktion vom Typ
List a —List a —List a.”

Diese Art von Polymorphie wird universell genannt, weil die Elementtypen
der Liste {iberhaupt nicht eingeschrénkt sind.

Typklassen definieren eine etwas verfeinerte Art von Polymorphie. Das
ghci-System gibt die Typen von show und + beispielsweise so an:

show :: (Show a) = a — String
+ = (Numa) = a — a — a

Das ist so zu lesen: “Fiir alle als Zeichenketten darstellbaren Typen a (die In-
stanzen der Klasse Show sind) ist show eine Funktion vom Typ a — String.”
Die Polymorphie ist nicht universell, sondern eingeschrdinkt auf die Typen, die
Instanz einer Klasse sind. Hier ist also show nur fiir alle druckbaren Typen defi-
niert. Dies nennt man eingeschrinkte Polymorphie (bounded polymorphism).
Analog ist die Addition + nur fiir alle numerischen Typen definiert. Auch
Zahlenliterale sind eingeschrénkt polymorph; ghci bestimmt ihre Typen so:

42 :: (Num a) = a
0.341 :: (Fractional a) = a

Erst die Anwendung spezifischerer Operationen macht den Typ von Zahlen-
ausdriicken eindeutig oder mindestens eindeutiger:

442 : (Num a) = a

4 4+ 2.3 :: (Fractional a) = a
4 / 2 :: (Fractional a) = a
4 ‘div¢ 2 : (Integral a) = a
sin 2 :: (Floating a) = a

2.1.5 Wahrheitswerte

Der Typ der Wahrheitswerte mit den Operationen Negation, Konjunktion,
Disjunktion usw. kénnte in Haskell selbst so definiert werden, wére er nicht
schon vordefiniert:

data Bool = False | True
deriving (Eq, Ord, Enum, Bounded, Read, Show)

not :: Bool— Bool -- Negation
not True = False
not False = True
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(&&), (l1) :: Bool— Bool— Bool

True && b= b -- Konjunktion
False && _ = False

True || _ = True -- Disjunktion
False || b= b

Der Typ Bool hat also zwei Werte, die mit False und True bezeichnet werden,
und ist eine Instanz der Typklassen Eq, Ord, Enum, Bounded, Show und Read.
Seine Werte sind also vergleichbar, total geordnet, aufzéhlbar, beschrénkt,
druck- und lesbar. Da der Datentyp algebraisch definiert ist, miissen die Ver-
gleichsoperationen, Ordnungspridikate usw. nicht explizit definiert werden,
sondern kénnen kanonisch abgeleitet werden.® Mit diesen abgeleiteten Opera-
tionen stehen weitere logische Operationen (mit mehr oder weniger sinnigen
Bezeichnungen zur Verfiigung:

e Die Gleichheit == implementiert die logische Aquivalenz “&”.
e Die Ungleichheit /= implementiert das exklusive Oder “V”.
e Das Pradikat < implementiert die logische Implikation “=".

Die Negation not ist eine Funktion, wihrend Konjunktion und Disjunktion
als zweistellige Operationen definiert sind, die den mit Sonderzeichenfolgen
&& und || bezeichnet sind. Operationen schreibt man in Ausdriicken zwi-
schen ihre Operanden; in der Signaturdefinition muss man sie in Klammern
einschliefen.® Der Unterstrich \_ ist eine “anonyme Variable”, die auf der
linken Seite von Funktionsdefinitionen immer dann verwendet wird, wenn der
Wert der Variable auf der rechten Seite (oder fiir die vorangestellte Bedin-
gung) nicht benstigt wird. (Tatséchlich sollte man alle Variablen, die nur auf
der linken Seite benttigt werden, anonymisieren, damit sie auf der rechten
Seite nicht “versehentlich” benutzt werden.) Man beachte, dass Konjunktion
und Disjunktion ihren ersten Parameter immer auswerten, den zweiten aber
nicht. (Wie in JAVA.) Die Ausdriicke n==0 || z/nund n/=0 && z/n fiithren
also nie zu einem Auswertungs-Fehler, weil die Division nur ausgewertet wird,
wenn der Nenner ungleich 0 ist.

Bool ist semantisch eingebaut, denn dieser Datentyp gebraucht wird, um
die Bedeutung bestimmter Konzepte in Haskell zu definieren.

Beispiel 2.1 (Das Nim-Spiel). Das Nim-Spiel ist sehr einfach: Zwei Spieler
nehmen abwechselnd 1-3 Holzchen. Verloren hat derjenige, der das letzte
Hoélzchen nimmt.

Wir wollen ein Programm schreiben, das entscheidet, ob ein Zug gewinnt.
Die Eingabe ist die Gesamtanzahl der Holzchen und ein Zug (eine Anzahl von

5 Mehr dazu beim allgemeinen Thema algebraische Datentypen in Kapitel 5.

5 Umgekehrt kann man auch jeden Bezeichner einer zweistelligen Funktion in Infix-
schreibweise verwenden, wenn man ihn in “Riickwérts-Anfithrungsstriche ¢ ein-
schliefit. So ist (CONS x 1) ‘cat‘ 1’ ein Ausdruck mit der Verkettungsfunktion
aus Kapitel 1.
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1-3 genommenen Holzchen). Die Ausgabe soll die Frage “Gewonnen?” mit ja
oder nein beantworten. Daraus ergibt sich sie Signatur

type Move= Int
winningMove :: Int— Move— Bool

(Dabei ist “type Move =Int” eine Typsynonym-Definition, die Move als einen
neuen Namen fiir den Standardtyp Int einfiihrt.) Ein Zug fithrt zum Gewinn,
wenn er legal ist und der Gegner nicht mehr gewinnen kann:

winningMove total move =
legalMove total move && mustLose (total-move)

So koénnen wir iiberpriifen, ob ein Zug legal ist:”

legalMove :: Int— Int— Bool
legalMove total m = (m< total) && (1< m) && (m< 3)

Der Gegner kann nicht gewinnen, wenn (i) nur noch ein Hélzchen iibrig ist,
oder (1) wir bei jedem moglichen Zug von ihm gewinnen kénnen.

mustLose :: Int— Bool
mustLose n
| n=1 True
| otherwise = canWin n 1 &&
canWin n 2 &&
canWin n 3

Wir gewinnen, wenn es einen legalen Zug gibt, der gewinnt:

canWin :: Int— Int— Bool

canWin total move =
winningMove (total- move) 1
winningMove (total- move) 2
winningMove (total- move) 3

Genaueres Hinschauen macht klar, dass die Aufrufe von canWin in mustLose
unniitzerweise iiberpriifen, ob die Ziige legal sind.

Gibt es eine einfache Antwort auf die Frage: Wann gewinnen wir? Ver-
mutlich immer, wenn die Anzahl der Holzchen ungleich 4n + 1 ist.

Eine interaktive Fassung dieses Spiels werden wir in Abschnitt 9.4 entwi-
ckeln.

2.1.6 Zahlen

In Programmiersprachen unterliegen Zahlendarstellungen meist gewissen Ein-
schrankungen:

7 Aufmerksame LeserInnen werden merken, dass die Funktion fiir negative Einga-
ben divergieren kann. Es sollte also einmal zu Beginn sichergestellt werden, dass
total und move nicht negativ sind.
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e Die ganzen Zahlen Z werden nur in einem eingeschrankten Bereich wie
—231 .. 231 — 1 dargestellt.

e die reellen Zahlen R werden durch FlieSpunktzahlen dargestellt, die ei-
gentlich nur eine Teilmenge der rationalen Zahlen darstellen kénnen.

In Haskell sind fiinf Arten von Zahlen vordefiniert, vgl. Tabelle 2.1:

e Int ist der Typ der beschrinkten ganzen Zahlen, der dem gleichnamigen
JAVA-Typ entspricht.

o Die unbeschrinkten ganzen Zahlen Integer werden als Listen von Int-
Zahlen dargestellt, praktisch also als “Zahlen” iiber Ziffern zur Basis 232.

e Real und Double sind 32-Bit- bzw. 64-Bit- Fliefkommazahlen nach IEEE-
Standards 754 und 854 mit den bekannten Groéflenbeschriankungen und
Rundungsfehlern.

e Ratiomnal ist der Typ der unbeschrinkten rationalen Zahlen Q, die man
sich als Paare teilerfremder Integer-Zahlen mit positivem Nenner vorstel-
len kann. Zur Konstruktion rationaler Zahlen gibt es eine Umwandlungs-
funktion und einen Infixoperator (%), der aus zwei granzen Zahlen z und
n eine rationale Zahl mit Zahler z und Nenner n konstruiert:®

toRational :: (Real a) = a — Rational
(%) :: Integer — Integer — Rational

In Haskell hat man beim Rechnen mit Zahlen also die Wahl: Entweder gewohn-
te Effizienz und (gewohnte) Beschrinkung des Wertebereiches bei den Typen
Int, Float und Double, oder (langsam) wachsender Aufwand fiir beliebig
genaue ganze oder gebrochene Zahlen der Typen Integer und Rational.
Bei der Benutzung der Operationen auf Zahlen ist Einiges zu beachten:

e Das einstellige Minus (Vorzeichenwechsel) kann wegen der Klammerkon-
ventionen leicht mit dem zweistelligen Minus (Subtraktion) verwechselt
werden und sollte deshalb in Zweifelsfillen geklammert werden, z. B. abs (-34).
Fiir die ganzzahligen Typen gilt (x ‘div‘¢ y)*y +x ‘mod‘¢ y ==x.
Polymorphe Typen von Zahlenliteralen konnen durch die Konversionsfunk-
tion angepasst werden:

fromIntegral :: (Integral a, Num b) = a — b

e Gebrochene Zahlen kénnen abgeschnitten oder gerundet in ganze Zahlen
umgewandelt werden:

truncate, round :: (RealFrac a, Integral b) = a — b

8 Trotzdem ist (%) kein Wertkonstruktor.
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2.2 Zusammengesetzte Standardtypen

In diesem Abschnitt werden wir “typisch funktionale” zusammengesetzte Da-
tentypen kennen lernen: Tupel und Listen. Zeichenketten sind als Listen von
Einzelzeichen definiert.

2.2.1 Tupel

Tupel komponieren eine feste Anzahl von n > 2 Werten unterschiedlichen
Typs. Tupel sind in Haskell vordefiniert und mit einer Schreibweise versehen,
wie sie in der Mathematik benutzt wird.

data (a,b) = (a,b) deriving (Eq, Ord, Bounded, Show, Read)
data (a,b,c) = (a,b,c) deriving (Eq, Ord, Bounded, Show, Read)

pair :: (Char,Int)
pair = (’F’,6)

Dies ist kein legales Haskell, weil die Typkonstruktoren (auf der linken Sei-
te) und die Wertkonstruktoren (auf der echten Seite) “um die Komponenten
herum” statt vor sie geschrieben werden. Man beachte, dass die Schreibweise
“(...,...)" auf der rechten Seite der Definition einen Wertkonstruktor defi-
niert, der in der Definition von pair benutzt wird, um aus Werten der Ty-
pen Char und Int einen Wert der Paarmenge (Char, Int) zu konstruieren,
wéihrend die gleiche Schreibweise auf der linken Seite der Definition den Typ-
konstruktor bezeichnet, der aus den Typen a und b die Paarmenge (a, b) selbst
definiert, wie er in der Signatur pair :: (Char,Int) benutzt wird.

2.2.2 Listen

Listen komponieren eine variable Anzahl von Werten des gleichen Typs. Sie
entsprechen dem parametrisierten Typ List aus Kapitel 1:

List a = Empty | Cons a (List a)

Listen haben in Haskell ebenfalls eine besondere Schreibweise.

data [al =[] | a : [a] deriving (Eq, Ord, Show, Read)

fibs :: [Integer]

fibs = 0: 1: 1: 2: 3: 5: 8: 13: 21: 34: []

Auch dies ist wegen der komischen Schreibweise fiir den Typkonstruktor kein
legales Haskell. Die leere Liste Empty wird als [] geschrieben, und dem Kon-
struktor Cons entspricht der Infix-Konstruktor (:). Auflerdem gibt es folgen-
de abkiirzende Schreibweise fiir Listenwerte:
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fibs = [0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34]

Die Schreibweise von Listen suggeriert eine Ahnlichkeit zu Mengen, die auch
tatséchlich gegeben ist. Mengen enthalten auch eine variable Anzahl von Ele-
menten des gleichen Typs. Trotzdem muss man die Unterschiede zwischen
beiden beachten:

e Die Reihenfolge der Elemente ist in Listen relevant, aber in Mengen nicht.
e Alle Elemente einer Menge sind verschieden, die einer Listen nicht unbe-
dingt.

Beispiel 2.2 (FEinkaufskorb, Polygon). Viele Daten lassen sich als Kombination
von Tupeln und Listen darstellen.

Ein Einkaufskorb enthilt eine Menge von Gegenstianden, die jeweils einen
Namen und einen Preis haben.

type Item = (String, Int)
type Basket = [Item]

Punkte sind Koordinatenpaare, Geraden sind durch zwei Punkte festge-
legt, und Polygone durch eine Liste von Punkten.

type Point = (Int, Int)
type Line = (Point, Point)
type Polygon = [Point]

Funktionen iiber Tupeln und Listen werden durch Gleichungen mit Muster-
vergleich (pattern matching) beschrieben. Fiir Tupelwerte gibt es jeweils nur
ein passendes Muster:?

add :: Point— Point— Point
add (x, y) (dx, dy) = (x+ dx, y+ dy)

Bei Funktionen auf Listen miissen zwei Fille unterschieden werden:

e Fine Liste ist entweder leer
e oder sie besteht aus einem Kopf und einem Rest

Zum Beispiel beim Aufsummieren der Elemente einer Liste:

sum :: (Num a) = [a]l— a
sum [] =0 -- leere Liste
sum (x:xs) = x + sum xs -- nicht-leere Liste

Listenmuster diirfen auch komplizierter sein, wie hier beim Priifen der Ord-
nung einer Liste:

ordered :: (0rd a) = [a]l— Bool

ordered [] = True -- leer
ordered [_] = True -- einelementig
ordered (x: y: xs) = x < y &% ordered (y: xs) —-— mehrelementig

9 Solche Muster werden unwiderlegbar irrefutible genannt.
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Je komplizierter die Muster in einer Funktionsdefinition sind, um so sorgfélti-
ger muss man priifen, ob auch wirklich alle méglichen Formen von Listen be-
handelt werden. Sonst wird die Funktion fiir die nicht beriicksichtigten Félle
undefiniert.

Manche Funktionen sollen aber partiell sein, wie die vordefinierten Selek-
torfunktionen head und tail auf (nicht leeren) Listen:

head : [al— a
head (h: _) = h

tail @ [a]l — [al
tail (L: t) = t

Wird eine dieser Funktionen auf eine leere Liste angewendet, tritt ein Lauf-
zeitfehler auf, und das geht auch nicht anders. Man kénnte nur selber eine
hoffentlich aufschlussreichere Fehlermeldung ausgeben lassen, wenn man eine
Gleichung hinzufiigt wie

head [] = error "head of,[]"

tail [] = error "tail_of,[]"

Zuriick zu den anfangs eingefithrten Beispielen fiir Typen. Der Gesamtpreis
fiir einen Einkaufskorb kann so berechnet werden:

total :: Basket — Int
total [] =0
total ((name, price):rest) = price + total rest

Die Verschiebung eines Polygons kann so definiert werden:

move :: Polygon— Point— Polygon

move [1 p =[]

move ((x, y):ps) (dx, dy) = (x+ dx, y+ dy):
(move ps (dx, dy))

Als Variante von Tupeln sind in Haskell auch Verbunde (records) vorde-
finiert, deren Komponenten mit Namen selektiert werden kénnen. (Genauso
wie Attribute einer Klasse in JAVA.) Beim Umgang mit diesen Typen sind in
Haskell einige Regeln zu beachten, mit denen wir uns — wenn iiberhaupt —
erst spiter belasten wollen. Ahnlich ist es mit Feldern (array): auch sie sind
in Haskell vordefiniert, aber nicht ganz einfach zu benutzen, und im iibrigen
auch nicht so effizient, weil sie nicht selektiv iiberschrieben werden diirfen.

2.2.3 Zeichen und Zeichenketten

Der Datentyp Char definiert Finzelzeichen, die laut Sprachstandard als Uni-
Code definiert sind. Der Typ Char gehort zu den Typklassen Eq, Ord, Enum
und Bounded. (Weshalb wohl nicht zu Show und Read?)

Niitzliche Funktionen auf Zeichen sind z. B.:
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ord :: Char — Int
chr :: Int — Char
toLower :: Char— Char
toUpper :: Char— Char
isDigit :: Char— Bool
isAlpha :: Char— Bool

Zeichenketten sind als Listen von Zeichen vordefiniert:
type String = [Char]

Fiir die Angabe von konstanten Zeichenketten gibt es folgenden syntaktischen
Zucker:

[7y; s ’0? s ‘h? s 707] — "yoho"

Damit kann die Haufigkeit eines Zeichens in einer Zeichenkette zum Bei-
spiel so bestimmt werden:

frequency :: Char— String— Int

frequency c [] =0

frequency c¢ (x:xs) = if (c= x) then 14 frequency c xs
else frequency c xs

Funktionen iiber Zeichenketten werden also genau so geschrieben wie solche
iiber Listen. Und alle fiir Listen vordefinierten Funktionen lassen sich natiirlich
ohnehin fiir String verwenden.

Beispiel 2.3 (Palindrome). Palindrome sind Worter, die vorwérts und riickwéirts
gelesen gleich sind, wie Otto oder Reliefpfeiler. Die Palindromeigenschaft kann
als eine Funktion palindrom ::String—Bool definiert werden.

Die Idee ist einfach rekursiv zu formulieren: Der erste Buchstabe eines
Palindrom gleicht dem letzten, und der Rest ist auch ein Palindrom; Worter
der Lénge 0 oder 1 sind immer Palindrome. Dazu kénnen wir die vordefinierten
Hilfsfunktionen last: String—Char, init: [a]—[al] benutzen, die (dual
zu head und tail, eine Liste in ihr letzte Element und den den Teil davor
aufteilen:

palindrom :: String— Bool

palindrom [] = True
palindrom [_] = True
palindrom (x:xs) = x =— last xs && palindrom (init xs)

Diese Definition unterscheidet Grof- und Kleinbuchstaben. Besser ist:

palindrom :: String— Bool

palindrom [] = True
palindrom [_] = True
palindrom (x:xs) = tolLower x — toLower (last xs)

&& palindrom (init xs)
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Die Funktion toLower ::Char — Char wandelt Groflbuchstaben in kleine um
und l&sst alle anderen Zeichen gleich.

Auflerdem sollten andere Zeichen als Buchstaben nicht beriicksichtigt wer-
den. Dann kénnte man auch ganze Sitze wie “Ein Neger mit Gazelle zagt im
Regen nie!” als Palindrome erkennen. Dies bleibt der LeserIn iiberlassen.

2.3 Fragen

1. Die Operationen Addition und Multiplikation sind auf den ganzen und
reellen Zahlen assoziativ und haben 0 bzw. 1 als neutrale Elemente.
Uberlegen Sie Beispiele dafiir, dass diese Eigenschaften fiir die Datentypen
Int oder Float nicht immer gelten.

2. Definieren Sie die Funktionen init ::[a] — [a] und last :[a] — a
aus Beispiel 2.3.

Wie grof} ist der Zeitaufwand und Platzbedarf dieser Funktionen?

3. Geben Sie eine Gleichung an, die die Funktionen head und tail auf Sei-
te 34 beschreibt. Finden Sie eine analoge Gleichung fiir init und last.

4. Die in Ubungsblatt 1 zu definierende Funktion rev ::List a —List a
kehrt eine Liste um.

Geben Sie Zusammenhinge zwischen rev, head und tail auf der einen
Seite, und init und last auf der anderen Seite an.
5. Geben Sie einen Zusammenhang zwischen palindrom und rev an.

2.4 Haskells Eck

In diesem Abschnitt wird Einiges beschrieben, was hoffentlich das allgemeinere
Verstindnis der Sprache fordert.

2.4.1 Lexikalisches

Jedes Haskell-Programm besteht aus einer Folge von Symbolen oder Lexemen,
die sich verschieden aus Zeichen zusammensetzen. Die wichtigsten Lexeme
sind:

e Bezeichner beginnen mit einem Buchstaben und konnen weitere Buch-
staben, Ziffern, Unterstriche “_” und Striche “’” enthalten. (Allgemeiner
als in der Mathematik iiblich diirfen die Striche auch in der Mitte eines
Bezeichners auftreten, etwa “a’’b’c”.)

o Konstruktorbezeichner beginnen mit einem Groflbuchstaben. Sie werden
als Namen fiir Wertkonstruktoren, Typkonstruktoren, Typklassen und Mo-

dulnamen verwendet.
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Variablenbezeichner beginnen mit einem Kleinbuchstaben. Sie werden als
Namen fiir Konstanten und Funktionen sowie als Variablen (Platzhalter)
fiir Typen in Typdefinitionen und fiir Werte und Funktionen in Funkti-
onsdefinitionen oder Ausdriicken verwendet.
Folgende Variablenbezeichner sind als Schliisselworter reserviert:
case class data default derivingdo
else if import in infix infixl
infixr instance let module newtype of
then type where
Sie kénnen nicht als normale Variablenbezeichner verwendet werden.
Operatorsymbole bestehen aus Sonderzeichen !#$%&x*+./<=>70@\"|-". Die
folgenden Operatorsymbole sind reserviert:

Lru=\le——-0\"=
Trennzeichen wie (, ), {, ! und ; dienen als Satzzeichen im Programm.
Numerische Literale bestehen a us Ziffern und kénnen einen Dezimalpunkt
und einen mit “e” eingeleiteten Exponentteil haben.
Zeichen- und Zeichenketten-Literale werden in einzelne Hochkommata
bzw. doppelte Anfithrungszeichen “"” eingeschlossen. Dazu gibt es noch
Méglichkeiten, Zeichen als oktale oder hexadezimale Zahlen anzugeben.
Layoutzeichen wie das Leerzeichen, das Tabulatorzeichen, das Zeilenende-
oder Wagenriicklaufzeichen dienen dazu, das Ende eines Lexems anzuzei-
gen. So ist meineFunktion ein Bezeichner, wihrend meine Funktion zwei
nebeneinander stehende Bezeichner sind. Auflerdem dient Layout dazu,
das Programm versténdlich und iibersichtlich hinzuschreiben.
Kommentare kennzeichnen Programmtext, der {iberlesen werden soll. Zei-
lenkommentare kénnen zwischen ‘--" und das Zeilenende geschrieben wer-
den; lingere Kommentare sind von der Form “{- ... -}’; sie diirfen auch
geschachtelt werden.

Wy

2.4.2 Layout

in einem Haskell-Programm koénnen an vielen Stellen Layoutzeichen eingefiigt
werden, aber im Gegensatz zu anderen Sprachen (auch JAVA) ist das Layout
nicht immer egal.

In Haskell gilt die Abseitsregel (offside rule). Fiir eine Funktionsdefinition

fx1 x2...x, =E

gilt: Alles, was gegeniiber £ in den folgenden Zeilen eingeriick ist, gehort noch
zur Definition von f. Erst mit der néchsten Zeile, die in der gleichen Spalte
wie f beginnt, fingt eine neue Definition an.

f x = hier faengts an

und hier gehts weiter
immer weiter

g v z = und hier faengt was neues an
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Das gilt auch bei verschachtelten Definitionen.

Diese Regel ist vielleicht zunéichst gewohnungsbediirftig. Sie ist trotzdem
sinnvoll, weil man so durch Einriickungen gruppieren und sequenzialisieren
kann, wozu in anderen Sprachen wie JAVA Klammerungen mit { und } und
Trennzeichen ; benoétigt werden. (In Haskell kénnen diese Zeichen in genau der
gleichen Funktion benutzt werden, wenn man einmal die Abseitsregel verletzen
muss oder mochte; wir werden das aber kaum brauchen.)

2.4.3 Operator oder Funktion?

Operatoren sind Namen aus Sonderzeichen. Operatoren werden infix geschrie-
ben, wie beispielsweise x && y. Ansonsten sind es normale (zweistellige) Funk-
tionen.

Auch andere Funktionen, deren Namen Bezeichner sind, kénnen infix be-
nutzt werden. Dazu werden ihre Namen in Apostrophen (back quotes) einge-
schlossen.

x ‘mod‘ y

Umgekehrt kénnen auch Operatoren in Préfixschreibweise benutzt werden.
Dazu miissen sie geklammert werden:

condition = (&&) True ((||) False True)

Prifix-Applikation von Funktionen bindet stidrker als Infix: Ein Ausdruck
“(f x) +(£f y)” kann ohne Klammern als “f x +f y” geschrieben werden.

(Dies ist Fassung 2.1.2 von 4. Februar 2010.)



Listen

In diesem Kapitel geht es um Listen, den zusammengesetzten Datentyp funk-
tionaler Sprachen schlechthin. Schon in Kapitel 1 hatten wir gelernt, dass Lis-
ten ein vordefinierter Typ sind. In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten
vordefinierten Funktionen auf Listen und weitere spezielle Schreibweisen fiir
Listen kennenlernen, an denen wir typische Arten von Rekursion beleuchten
werden, die bei Funktionen auf Listen gebraucht werden.

3.1 Vordefinierte Listenfunktionen

Listen sind der wichtigste vordefinierte Datentyp in funktionalen Sprachen.
Deshalb gibt es fiir diesen Typ in HASKELL ein besonders reichhaltiges An-
gebot an vordefinierten Funktionen (die sonst aber auch sehr einfach selber
definiert werden kénnten.) Wir werden einige Eigenschaften dieser Funktio-
nen und Zusammenhénge zwischen verschiedenen Funktionen mit Gleichun-
gen beschreiben. Solche Gleichungen sind niitzlich fiir Korrektheitsbeweise
iiber Funktionen, die diese vordefinierten Funktionen benutzen.

In Kapitel 2 hatten wir gesehen, dass Listen in HASKELL mit folgender
Notation vordefiniert sind:

data [o] =[] | @ : [o] deriving (Eq, Ord, Show, Read, . ..)

Die Konstruktoren sind die leere Liste [] und die Konstruktor-Operation (:):
l:le () a—lo] —la]

Das Préadikat null tiberpriift, ob eine Liste leer ist.

null :: [a] — Bool
null [] = True
null _ = False
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Die Selektoren head und tail greifen auf die Komponenten einer nicht-leeren
Liste zu.

head, last : [a] — a

head (x:_) = x

head [] = error "Prelude.head: empty list"
tail, init : [a] — [a]

tail (_:xs) = xs

tail [] = error "Prelude.tail: empty list"

Diese Selektoren erfiillen die Gleichung
Ve € [a] : null £V head £ : tail € =1¢

Dual zu den Standard-Selektoren head und tail selektiert last das letzte Ele-
ment und 4nit alle iibrigen Elemente einer Liste:

last [x] = x

last (_:xs) = last xs

last [] = error "Prelude.last: empty list"
init [x] = [

init (x:xs) = x : init xs

init [] = error "Prelude.init: empty list"

Die Selektoren erfiillen die Gleichung
Ve € [a] : null £V init £ ++][last (] = ¢
Die Verkettungsoperation fiir Listen kennen wir schon:

++) :: [a]l— [al— [a]
[l ++ ys = ys
(x:x8) ++ ys = x: (xs +H ys)

Sie erfiillt die Gleichungen:
V€1,€2,€3 S [Oé] 1l —H—(éz -|—|—€3) = (€1 -|—|—€2) —H—ég
Veela] L4+ =[]+ =4

Dass heif3t, (++) ist assoziativ und hat die leere Liste als neutrales Element.
Die Funktion length bestimmt die Lénge einer Liste:

length :: [a] — Int
length [] =0
length (x:xs) = 14 length xs

Mit der Funktion (+4) héngt sie so zusammen:
V1,05 € [ : length(€y ++ €3) = length €1 + length {5

Die Funktion reverse kehrt eine Liste um:
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reverse : [a] — [a]
reverse [] = []
reverse (x: xs) = reverse xs ++ [x]

Diese Gleichungen sollen nur erkldren, was reverse tut. Tatséchlich ist diese
Funktion effizienter implementiert. Diese Funktion erfiillt die Gleichungen
Ve € [a] : reverse(reverse £) = ¢
head (reverse £) = last ¢
last(reverse £) = head ¢

Es gibt auch eine Operation zum “direkten Indizieren” von Listenelemen-
ten:

an  [a] — Int — a

XS !'' n | n < 0= error "Prelude.!!: negative index"
] o = error "Prelude.!!: index itoo large"
(x:_) 1o = x

(_:xs) !'!' n = xs !! (n-1)

Aus der Definition sieht man allerdings, dass dies — anders bei den Feldern in
JAVA — nicht mit konstantem Zeitaufwand geht.

Mit length kann man sicher Listenelemente indizieren, weil £!!4 nur fir
Indizes 0 < ¢ < length ¢ — 1 definiert ist. Im allgemeinen ist Listenindizierung
eine unsichere Operation — genau wie die Feldindizierung. Deshalb wird sie
selten verwendet.

Fiir Listen mit vergleichbaren Elementen gibt es Abfragen auf (nicht-)
Enthaltensein.

elem, notElem :: (Eq a) = a — [al] — Bool

elem x [] = False
elem x (y:ys) = x=y || elem x ys
notElem x xs = not (elem x xs)

Weitere oft benutzte Funktionen auf Listen werden wir in Abschnitt 3.3
kennenlernen, wo sie als Beispiele fiir verschiedene Arten von Rekursion her-
halten miissen.

3.2 Listenumschreibungen

Aus der Mathematik kennen wir die pradikative Definition von Mengen:
M ={z|z e M,P(z)}

Hiermit wird die Menge M’ als die Teilmenge all derjenigen Elemente z aus
einer Basismenge M definiert, die das Prddikat P erfiillen (siche [EMCT01,
S. 9ff]). Solche Definitionen kénnen erweitert werden zu
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M" = {F(z) |z € M, P(x)}

Hierbei ist F' eine Funktion, mit Hilfe derer die Elemente von M’ in die von
M" transformiert werden.

Diese Art der Mengenbeschreibungen ist zuerst in MIRANDA [Tur86] auf
Listen iibertragen und spéter in HASKELL iibernommen worden. Diese so ge-
nannten Listenumschreibungen (engl. list comprehensions) haben die Form

7|z L,P|

Hierbei sind L, P und T" Ausdriicke folgender Art:

Der Ausdruck L generiert eine Basisliste /.

Der Boole’sche Ausdruck P testet jedes Element x von /.

Der Ausdruck T' transformiert jedes Element x von ¢, das den Ausdruck
P wahr macht.

An dieser Stelle sei gerade wegen der Ahnlichkeit zur Mengenschreibweise noch
einmal darauf hingewiesen, dass Listen wie str und str’ Elemente mehrmals
enthalten kénnen, und dass ihre Reihenfolge relevant ist.

Beispiel 3.1 (Nochmal Palindrome). In Beispiel 2.3 hatten wir angemerkt,
dass aus der zu untersuchenden Zeichenkette str die Buchstaben heraus-
gesucht werden sollten, und dass die wiederum in Kleinbuchstaben umge-
wandelt werden sollten. Dies kann mit Hilfe der vordefinierten Funktionen
isAlpha ::Char —Bool und toLower ::Char — Char und einer Listenum-
schreibung elegant erledigt werden:

palindrom’’ :: String — Bool
palindrom’’ w = w’ =— reverse w’
where w’ = [ toLower ¢ | c+— w, isAlpha c]

Die allgemeine Form der Listenumschreibung sieht so aus:
[T |mi Ly,...,mg «— Lg, P1,..., P,

Die Ausdriicke L; bis Lj generieren mehrere Listen ¢; bis £. Zur Auswahl
aus diesen Listen konnen aufler Variablen (wie im vorigen Beispiel) Muster my
bis my benutzt werden, die auf die Elemente von ¢; bis £ passen. Schliellich
konnen mehrere Ausdriicke P; bis P, benutzt werden, um Elemente aus den
Listen ¢; bis ¢}, auszuwéihlen.

Ein Beispiel fiir ein Muster (von Tupeln) wird in der folgenden Funktion
benutzt:

pairwiseSum ; Num a = [(a, a)]— [al
pairwiseSum pairs = [ xty | (x, y) < pairs ]
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Mit dem Generator (x, y) «—pairs wird ein Tupel aus der Liste pairs aus-
gewahlt und durch das Tupel-Muster gleich in seine beiden Komponenten x
und y zerlegt.

Listenumschreibungen mit zwei generierenden Ausdriicken finden wir in
dieser Definition:

chessBoard :: [(Int,Int)]
chessBoard = [(x,y) | x « [1..8], y « [1..8] ]

Der Ausdruck [1..8] zihlt die Liste [1,2,3,4,5,6,7,8] auf; diese Schreib-
weise ist eine Abkiirzung fiir den Aufruf enumFromTo 1 8 einer Funktion, die
fiir alle aufzéhlbaren Typen definiert ist, d.h. fiir alle Instanzen der Typklasse
Enum. Eine Variation dieser Aufzihlung, [2,4..8], zihlt die Liste [2,4,6,8]
auf.

Beispiel 3.2 (Leihkartei einer Biicherei). Zur Modellierung einer Leihkartei
werden folgende Typen gebraucht:

Ausleihende Personen

Biicher

Die Leihkartei ist eine Datenbank, bestehend aus ausgeliechenen Biicher
und Ausleihen

type Person = String
type Book = String
type DBase = [(Person, Book)]

Wir wollen drei Operationen auf der Datenbank realisieren:

e Buch auslethen.
e Buch zuriickgeben.
e Liste aller Biicher aufstellen, die eine Person ausgeliehen hat.

makeLoan :: DBase — Person — Book — DBase
makeLoan dBase pers bk = (pers,bk) : dBase

returnlLoan :: DBase — Person — Book — DBase
returnLoan dBase pers bk
= [ loan | loan < dBase, loan /= (pers,bk) ]

books :: DBase — Person — [Book]
books db who = [ book | (pers,book)«— db, pers— who ]

In diesem Beispiel ist makeLoan der Konstruktor, returnLoan ein Selektor
und books eine Inspektionsfunktion.
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3.3 Rekursion

Rekursion ist neben der Fallunterscheidung das wichtigste (eigentlich: das
einzige) weitere Konzept zur Definition von Funktionen. In diesem Abschnitt
betrachten wir zunéchst primitiv rekursive Funktionen und dann allgemeinere
Arten der Rekursion. Als Beispiele dienen weitere (in HASKELL vordefinierte)
Funktionen auf Listen.

3.3.1 Primitive Rekursion

Primitive Rekursion auf Listen ist gekennzeichnet durch eine Definition iiber
die verschiedenen Formen von Listen. Eine primitiv rekursive Funktion iiber
Listen wird definiert durch

e cine Gleichung fiir die leere Liste (nicht rekursiv) und
e ecine rekursive Gleichung fiir die nicht-leere Liste, bei der der rekursive
Aufruf auf die unverénderte Restliste angewendet wird. !

Als Beispiel betrachten wir die Konkatenation einer Liste von Listen zu einer
einzigen “flach geklopften” Liste:

concat :: [[al]l— [a]
concat [] =[]
concat (x:xs) = x ++ concat xs

Weitere Beispiele unter den vordefinierten Listenfunktionen sind sum, product,
and und or:

sum, product :: Num a = [al— a

sum [] =0
sum (x:xs) = x + sum xs
product [] =1

product (x:xs) = x * product xs

and, or :: [Bool] — Bool
and [] = True

and (x:xs) = x && and xs
or [] = False

or (x:xs) = x || or xs

Die Anwendung dieser Gleichungen ergibt folgende Zwischenergebnisse:

! Dann lésst sich die Termination von Funktionen leicht nachweisen.
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concat [4, B, C] A ++B ++C++1]

sum [4,7,3] A4 47 43 40

product [4,7,3] d kT %3 %1

and [True,True,False] s True && True && False && True
or [True,True,False] ~> True || True || False || False

3.3.2 Nicht primitive Rekursion
Neben der primitiven Rekursion gibt es auch allgemeinere Formen der Rekur-
sion:

e Rekursion iiber mehrere Listenargumente,
e Rekursion iiber eine andere Datenstruktur und
e Rekursion mit einer anderen Zerlegung der Listen als in Kopf und Rest.

Die vordefinierte Funktion zip ist ein Beispiel fiir Rekursion iiber mehrere
Argumente. Die duale Funktion unzip ist primitiv rekursiv.

zip = [al— [b]l— [(a, b)]

zip [1 _ =11

zip _ [0 =101

zip (x:xs) (y:ys) = (x,y):(zip xs ys)

unzip i [(a,p)] — ([al, [b])

unzip [] = [

unzip ((x,y):t) = (x:xs,y:ys) where (xs,ys) = unzip t

Mit where wird auf der rechten Seiten der letzten Gleichung eine Hilfsdefini-
tion eingefiihrt, die wir allgemein im n#chsten Abschnitt erkldren.

Die Funktionen zip und unzip sind “anndhernd invers” zueinander; fiir
gleich lange Listen ¢ und ¢’ gilt

V00 € [a] : length £ == length £ = unzip(zip ££') = (¢,(")

Schon die Fakultétsfunktion war ein Beispiel fiir Rekursion iiber natiirlichen
Zahlen. Vier weitere sind die zueinander dualen Listenfunktionen take und
drop, die Teilstiicke am Anfang und Ende einer Liste auswéhlen, und die
Funktion replicate, mit der eine Liste mit n Kopien eines Elementes erzeugt
werden kann. Die Funktion splitAt ist dagegen als einfache Kombination von
take und drop definiert.

take, drop @ Int— [a]l— [a]

take 0 _ = [

take _ [] = [

take n (x:xs) | n >0 = x: take (n-1) xs

| otherwise = error "take: negative Argument"
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drop n xs | n < 0= xs
drop _ [] = [
drop n (_:xs) = drop (n-1) xs
splitAt i Int — [a] — ([al,[al)
splitAt n xs = (take n xs, drop n xs)
replicate  Int — a — [a]
replicate n x | n < 0 = [

| otherwise = x: replicate (n-1) x

WEeil es in HASKELL nur ganze Zahlen gibt, miissen negative Zahlen als mogli-
che Fehlerquelle mit behandelt werden.

Beispiel 3.3 (Fin letztes Mal Palindrome). In Beispiel 3.1 hatten die Funktion
palindrom elegant mit Listenumschreibungen definiert. Mit splitAt konnen
wir unniitze Vergleiche sparen:

palindrom’ w = front =— reverse (if even 1 then rear else tail rear)
where w’ = [ toLower ¢ | ¢~ w, isAlpha c]
1 = length w’
(front,rear) = splitAt (length w’ ‘div‘ 2) w’

Bei Wortern mit ungerader Buchstabenanzahl muss der mittlere Buchstabe
aus dem hinteren Listenteil entfernt werden — sonst sind die beiden Teillisten
nicht gleich lang. Der mittlere Buchstabe wird also nicht verglichen — und das
ist in Ordnung!

3.3.3 Sortieren von Listen

Sortieralgorithmen arbeiten nach dem folgendem Schema (divide and con-
quer):

e Die unsortierte Liste ¢ wird aufgespalten.
e Die Teillisten werden (rekursiv) sortiert.
e Die sortierten Teillisten werden zusammengefiigt.

Beim Aufspalten wird von einfacheren Algorithmen der Kopf der Liste ab-
gespalten, wihrend effizientere Verfahren die Liste in moglichst gleich grofie
Teillisten aufspalten. Je nach Algorithmus ist entweder das Aufteilen ein-
fach und das Zusammenfiigen aufwéndig oder umgekehrt. Das fithrt folgender
Klassifizierung der vier geldufigsten Sortierverfahren in Tabelle 3.1, die wir im
Folgenfden vorstellen.

Beispiel 3.4 (Selectionsort). Der Sortieralgorithmus Selectionsort entfernt je-
weils das kleinste Element der Liste und fiigt es in die Ergebnisliste ein. 2

2 Die Funktionen minimum und delete sind vordefiniert.
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Aufspalten / Zusammenfiigen|Kopf und Rest|gleich grofie Teillisten
aufwéndig/einfach selection sort quicksort
einfach /aufwindig insertion sort mergesort

Tabelle 3.1. Klassifizierung von Sortierverfahren

ssort :: Ord a = [a]l— [al]

ssort [1 =[]

ssort xs — minimum xs : ssort (delete m xs)
where minumum :: Ord a = [a] — a

minimum [] = error "minimum: empty list!"
minimum [x] =x
minimum (x:y:xs) | x <y = minimum (x:xs)

| otherwise = minimum (y:xs)
delete :: Eq a = a — [a] — [al
delete x [] =
delete x (y: ys) | x=1y =ys

| otherwise = y: delete x ys

Diese Fassung von Selectionsort ist insofern verschwenderisch, als die Listen
jeweils zweimal durchsucht werden, um zuerst das kleinste Element zu fin-
den und es danach zu entfernen. In der folgenden Fassung wird das in der
Hilfsfunktion split in einem Schritt erledigt.

ssort’ :: Ord a = [a]l— [a]
ssort’ [] = []
ssort’ (x:x8) = m : ssort’ r
where (m,r) = split x xs

split = (0rd a) = a — [a] — (a,lal)

split x [1 = (x,[1)

split x xs = if x < m then (x, m:r) else (m, x:r)

where (m,r) = split x r

Mo

Beispiel 3.5 (Insertionsort). Der Sortieralgorithmus Insertionsort fiigt das
erste Element in die rekursiv sortierte Ergebnisliste ein. Die Hilfsfunktion
insert “blittert” in der sortierten Liste bis zur richtigen Stelle. Dies wird
mit der vordefinierten Funktion span erledigt. 3

isort = (0rd a) = [a] — [al
isort [] tl
isort (x:xs) = insert x (isort xs)
where insert :: (Ord a) = a — [a] — [a]
insert x xs = ys ++ [x] 4++ zs
where (ys,zs) = span (\ y — y<x) xs
span :: (a — Bool) — [a]l — ([al,[al)

3 Die Funktion insert kénnte man aus Data.list importieren.
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span p [] = (0,
span p xs@(x:xs’)
| p x = (x:ys,zs)

| otherwise = ([],xs)
where (ys,zs) = span p xs’

Beispiel 3.6 (Quicksort). Der Sortieralgorithmus Quicksort zerlegt eine Liste
in zwei Teillisten, deren Elemente kleiner bzw. grofler sind als das erste Ele-
ment, sortiert diese Teillisten rekursiv und verkettet die Ergebnisse. Das l4sst
sich mit Listenumschreibungen elegant definieren.

gsort :: Ord a = [al— [a]

gsort [1 = []

gsort (p:xs) =qgsort [y | y <« xs, y < p ]
+ [p] +
gsort [y |l y < xs, y>p ]

Hierin ist ++ die vordefinierte Operation fiir Listenverkettung. Diese Fas-
sung ist insofern verschwenderisch, als die Listen jeweils zweimal durchsucht
werden, anstatt sie in einem Schritt in kleinere und grofere Elemente auf-
zuteilen. In der zweiten Fassung wird das von der Hilfsfunktion splitBy in
einem Durchgang erledigt.

gsort’ :: Ord a = [a]l]— [a]
gsort’ [1 = I[1
gsort’ (p:xs) = (gsort’ 1s) +H+ [pl++ (gsort’ gs)
where
(1s,gs)= splitBy p xs
splitBy :: Ord a = a — [al— ([al,[al)
splitBy p [1] = ([1,[D
splitBy p (x:xs) =
if p £ x then (ls,x:gs) else (x:1s,gs)
where (Is,gs) = splitBy p xs

Beispiel 3.7 (Mergesort). Der Sortieralgorithmus Mergesort zerlegt eine Liste
in zwei (annidhernd) gleich lange Teillisten, sortiert diese Teillisten rekursiv
und fiigt die Ergebnisse orgnungserhaltend zusammen (merge).

msort :: Ord a = [al— [al
msort xs
| length xs < 1 = xs
| otherwise = merge (msort ys) (msort zs)
where
(ys, zs) = splitAt ((length xs) ‘div‘ 2) xs
merge :: Ord a = [a]l— [a]l— [al]
merge [1 x=x
merge y [1 =y
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merge (x:xs) (y:ys)
| x< y = x: merge xs (y:ys)
| otherwise = y: merge (x:xs) ys

Beispiel 3.8 (Das n-Damen-Problem). Das Problem lautet: Wie kénnen n Da-
men auf einem Schachbrett mit n x n Feldern platziert werden, ohne dass sie
einander bedrohen?

Als Eingabe erwartet das Programm die Anzahl n der zu verteilenden
Damen. Das Ergebnis ist eine Liste von Losungen; jede Losung ist eine Liste
von n Positionen (i, j) der Damen auf dem Schachbrett.

type Pos = (Int, Int)
queens :: Int— [[Pos]]

Die Formulierung ist rekursiv iiber n:

Fiir n = 0 gibt es keine Dame, also auch kein Problem und keine Losung.
Die Losungen fiir n > 0 Damen erhélt man, indem man alle Lésungen fiir
n — 1 Damen bestimmt, und die n-te Dame so stellt, dass keine andere sie
bedroht. Dabei muss die n-te Dame in der n-ten Spalte plaziert werden.

Die Hauptfunktion lautet:

queens num = qu num
where
qu :: Int— [[Pos]]
gun | n=0 = [[]]
| otherwise = [ pt++ [(n, m)] | p « qu (n-1),
m «— [1.. num],
safe p (n, m)]

In der Listenumschreibung brauchen wir wieder mehrere Generatoren. Die
where-Definition erlaubt es uns, in der Definition der Hilfsfunktion qu nicht
allein deren Parameter n zu benutzen, sondern auch den Parameter num der
global definierten Funktion queens.

Die Position fiir eine neue Dame ist sicher, wenn sie durch keine anderen

bedroht wird:

safe :: [Pos] — Pos— Bool
safe others new =
and [ not (threatens other new) | other <« others ]

Zwei Positionen (4, j) und m,n) bedrohen einander, wenn in der gleichen Zeile
oder auf einer Diagonalen liegen. (Da wir die neue Dame in eine neue Spalte
stellen, kann noch keine alte Dame in dieser Spalte stehen!)

threatens :: Pos— Pos— Bool
threatens (i, j) (m, n) =
(==nm || (i+j = mn) || (i-j = m-n)
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3.4 Haskells Eck

An dieser Stelle wollen wir einen Uberblick iiber die Konzepte von HASKELL
geben, die wir bis jetzt kennengelernt haben.

3.4.1 Module

Ein Modul besteht aus einem Kopf mit Importen und Vereinbarungen (decla-
rations). Der Modulkopf hat die Form

module m where
import m,

import m,,

Dabei sollte der Modul in einer Datei m.hs (bzw., als literate script in einer
Datei m.1hs) abgespeichert werden.
Bisher kennen wir vier Arten von Vereinbarungen:

Datentypvereinbarungen,
Typsynonym-Vereinbarungen,
Funktionssignaturen und
Funktionsgleichungen

Die Reihenfolge dieser Vereinbarungen ist beliebig.

3.4.2 Typsynonym
Eine Typsynonym wird vereinbart mit
typetay---ap =T

wobei T ein Typausdruck ist, wie oben beschrieben.

3.4.3 Funktionssignatur
Die Signatur einer Funktion f mit n > 0 Parametern wird vereinbart mit
fuolCon=Ty — - =T, —Tp

(Wenn f ein Operator ist, d.h., aus Sonderzeichen besteht, muss es geklam-
mert werden Dann ist die Anzahl k der Argumente gleich 2.) Auch hier sind
die T; Typausdriicke. (Funktionen mit n = 0 Parametern sind Konstanten.)
Der optionale Kontext Con hat die Form

caoder (c1 a1,...,cpap), k> 2

Der Kontext gibt an, zu welchen Klassen C; die Typvariablen «; gehoéren
miissen, damit die Funktion definiert ist.
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3.4.4 Funktionsgleichung

Eine Gleichung definiert eine Funktion f fiir die Werte, auf die die angegebe-
nen Muster m; fiir die Parameter passen; die rechte Seite ist ein Ausdruck E,
oder eine Liste von bewachten Ausdriicken (guarded expressions):

fmi---mr=FE oder
fmi---my | Gi=E;4

| Gn=E,

Ausdriicke kénnen lokale Funktionsdefinitionen mit where oder let einfiihren;
sie konnen mit if anhand eines Prédikats oder mit case anhand von Mustern
Ausdriicke auswéahlen, oder einfach geschachtelte Funktionsanwendungen ent-
halten.

FE let D, . case F/
where D e if £ of m;— F
. 1 D then F; ! !
D, in £ else Ej —

Dieses Schema beriicksichtigt noch nicht alle Varianten, die in HASKELL
moglich sind, sollte aber fiir einen ersten Uberblick reichen.

3.4.5 Muster

Muster (pattern) sind eingeschrinkte Ausdriicke, die nur mit (Wert-) Kon-
struktoren und Variablen gebildet werden. Mit Mustern werden in Funkti-
onsdefinitionen Werte in ihre Komponenten zerlegt und Fallunterscheidungen
anhand von Werten getroffen.

Als Beispiel betrachten wir zwei Schreibweisen fiir die Definition der Funk-
tion ordered, die Muster auf der linken Seite von Funktionsgleichungen bzw.
in einem case-Ausdruck benutzen:

ordered :: List t — Bool

ordered Empty True

ordered (Cons x Empty) = True

ordered (Cons x (Cons y xs)) = x < y && ordered (Cons y xs)

ordered = \ xs —
case xs of
Empty — True
Cons x Empty — True
Cons x (Cons y xs) — x < y &% ordered (Cons y xs)

Hier treten die Muster Empty, Cons x Empty und Cons x (Cons y xs) auf;
sie enthalten die Konstruktoren Empty und Cons sowie die Variablen x, y und
xs.
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. Jede Variable darf in einem Muster héchstens einmal auftreten. Also ist

Cons x (Cons x xs) kein erlaubtes Muster, wohl aber ein erlaubter Aus-
druck.

Von den drei Mustern in diesem Beispiel passt auf jeden Listenwert ge-
nau eines. Muster werden immer in der Reihenfolge verglichen, in der sie
im Programm stehen; dabei ist es auch erlaubt, verschiedene Muster zu
benutzen, die auf ein und denselben Wert passen kénnten. Beispielsweise
konnte man ordered kiirzer so definieren:

ordered (Cons x (Cons y xs8)) = x < y && ordered (y:xs)
ordered x = True

Alle Listen mit weniger als zwei Elementen sind geordnet. Wenn man
solche dberlappende Muster benutzt, ist die Reihenfolge der Gleichungen
relevant, und nicht jede Gleichung definiert ein Lemma fiir das Verhalten
der Funktion: Die zweite Gleichung gilt nur fiir solche x, die nicht auf das
Muster der ersten Gleichung passen.

In der letzten Definition von ordered wird die Variable x auf der rechten
Seite der Gleichung nicht bendtigt. In solchen Féllen sollte man statt
dessen die “anonyme Variable” _ (engl. wild card) in das Muster schreiben,
also “ordered _”. Dies verhindert, dass die Variable versehentlich auf der
rechten Seite doch benutzt wird.

Die Funktion head gibt den Kopf einer Liste zuriick.

head :: List t — t
head (Cons h _) = h

Fiir leere Listen ist ihr Ergebnis undefiniert; man bekommt eine Fehler-
meldung (“x#* Exception: Prelude.head: empty 1ist”). Die Muster
von head schopfen also — im Gegensatz zu denen von ordered — nicht alle
moglichen Fille aus.

. Tupeltypen haben nur einen einzigen Wertkonstruktor. Deshalb wird in

der Definition

fst :: (a,b) — a
fst (x,_) = x

der Vergleich des Musters (x,_) immer gelingen. Der Vergleich des Mus-
ters (x: xs,_) kann dagegen scheitern.

Das Muster “z@ M” passt auf dieselben Werte wie das Muster M, bindet
dessen Wert aber zusétzlich an die Variable z. Dies ist niitzlich, wenn der
Wert des gesamten Muster M auf der rechten Seite benutzt werden soll:

ordered (Cons x (r@Cons y xs)) = x < y && ordered r
ordered x _ = True

Muster werden nicht unbedingt gebraucht. Mithilfe der Inspektionsfunk-
tion null und den Selektorfunktionen head und tail kann man eine die
Funktion ordered auch definieren:
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ordered = \ xs — null xs || null (tail xs)
|| head xs < head (tail xs) && ordered (tail xs)

Aber da sieht man nicht so schnell, was gemeint ist, oder?

(Dies ist Fassung 2.1.05 von 4. Februar 2010.)
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Funktionen héherer Ordnung

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir gesehen, dass in funktionalen
Sprachen alle zusammengesetzte Werte Ausdriicke iiber Konstruktoren sind,
die intern als Bdume bzw. als Graphen dargestellt werden.

In diesem Kapitel werden wir sehen, dass Funktionen umgekehrt auch
(fast) ganz normale Werte sind: Funktionen kénnen Argumente oder Ergeb-
nisse von Funktionen und Bestandteile von anderen Werten sein.

Funktionen, die selber Funktionen als Argumente haben, werden Funktio-
nen héherer Ordnung genannt; mit ihnen kénnen aus Funktionen neue Funk-
tionen abgeleitet werden. Deshalb heiflen sie auch Kombinatoren. Kombina-
toren erlauben einen sehr abstrakten Programmierstil, der allerdings etwas
gewohnungsbediirftig ist.

Funktionen kénnen auch Funktionen als Ergebnisse zuriickgeben. Tatséchlich
werden alle n-stelligen Funktionen standardméfig als einstellige Funktion auf-
gefasst, die eine n—1-stellige Funktion zuriickliefert. Mit Funktionen kann also
gerechnet werden wie mit allen anderen Daten auch.

SchlieBlich kénnen Funktionsrdume auch als Komponenten von anderen
Datentypen benutzt werden. Trotzdem sind sie nicht total erstklassige Wer-
te, weil einige Operationen, die fiir andere Datentypen immer existieren, auf
Funktionen nicht definiert werden kénnen, wie das Gleichheitspriadikat und
die Umwandlung in Zeichenketten.

4.1 Listenkombinatoren

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir viele Funktionen auf Listen de-
finiert. Riickblickend kénnen wir bei manchen von ihnen gemeinsame Berech-
nungsmuster entdecken.

e Einige Funktionen wenden eine Funktion f elementweise auf eine Liste an:
— In der Funktion palindromin Abschnitt 3.2 wird die Funktion toLower
auf alle Buchstaben einer Zeichenkette angewendet.
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4. Funktionen hoherer Ordnung
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. 4.3. Verkniipfen der Listenelemente mit einer Operation (foldr)

In der Hilfsfunktion moveSeq in Abschnitt 5.3 wird die Funktion add
auf alle Eckpunkte eines Polygons angewendet.

e Manche Funktionen filtern Elemente aus einer Liste heraus:
— Die Funktionen books und returnLoanin Abschnitt 3.2 filtern aus eine

Entleihkartei alle Biicher und Leihkarten heraus, die eine bestimmtes
Préadikat P erfiillen.

e Andere Funktionen verkniipfen alle Elemente einer Liste mit einer biniren
Operation:
— Die Funktionen sum, product, or und and in Abschnitt 3.3.1 ver-

kniipfen die Elemente von Listen mit den Operationen +, %, || bzw.
&&.

Genauer gesagt wird der Listenkonstruktor (:) durch die Anwendung einer
bindren Operation ® ersetzt und die leere Liste durch einen Wert 1g,
typischerweise das neutrale Element von ® ist, also folgende Gleichung
erfiillt:

rTQR®1lg =2

Diese Berechnungsmuster kénnen allgemein als Funktionen definiert werden,
die andere Funktionen als Parameter haben. Solche Kombinatoren kénnen an

viele

n Stellen benutzt werden und erlauben es, Funktionen sehr abstrakt als

Kombinationen von Berechnungsmustern zu definieren.

Das elementweise Anwenden einer Funktion f auf alle Elemente einer Liste

ist vordefiniert:

map :: (a— b)— [al— [b]
map f [] =[]
map f (x:xs) = (f x):(map f xs)

Damit ldsst sich die Funktion moveSeq so definieren:
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moveSeq :: Point — [Point] — [Point]

moveSeq p xs = map addPoint xs where addPoint :: Point — Point
addPoint x = add p x
add :: Point — Point — Point
add (x,y) (dx,dy) = (xHdx,y+dy)

Das Filtern von Elementen einer Liste mit einem Pradikat ist ebenfalls vor-
definiert.

filter :: (a— Bool)— [al— [a]

filter p [] =[]

filter p (x:xs) | p x = x:(filter p xs)
| otherwise = filter p xs

Damit ist die Listenumschreibung als eine spezielle Schreibweise fiir die Kom-
bination von map und filter entlarvt:

[T z|x — I, Px] =map t (filter pl)
wheretx =T x
px=Pzx

Beispielsweise konnen die Kehrwerte aller ungeraden Zahlen von 1 bis 100
sowohl mit der Listenumschreibung

[1 /x| x+« [1..100], (mod x 2) = 1]
als auch mit Kombinatoren definiert werden:

map t (filter p [1..100])
where t x =1 / x
px=(mod x 2) = 1

(Genau so werden Listenumschreibungen auch implementiert.)

Das Verkniipfen von Listenelementen mit einer bindren Operation wird
aus historischen Griinden foldr (fiir fold to the right) genannt. Fiir die leere
Liste wird ein neutraler Wert e zuriickgegeben, und im rekursiven Fall wird der
Listenkopf und der Rekursionswert mit der bindren Operation op verkniipft.

foldr :: (a— b— b)— b— [a]— b
foldr op e [] =e
foldr op e (x:x8) = x ‘op‘ (foldr op e xs)

Nun konnen einige vordefinierte Funktionen fiir Listen abstrakter definiert
werden:

sum, product :: [Int]— Int
sum xs = foldr () 0 xs
product xs = foldr (%) 1 xs

or, and :: [Bool]— Bool
or xs = foldr (||) False xs
and xs = foldr (&&) True xs
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Ein weiteres Beispiel ist das “Flachklopfen” von Listen.

concat :: [[a]l]]l— [al]
concat xs = foldr (+ [] xs

Auch map und filter kénnen mit foldr definiert werden, siche Aufgabe 9
auf Ubungsblatt 4. Eine Variante von filter teilt eine Liste in zwei: eine
erfiillt das Pradikat, die andere nicht:

partition :: (a — Bool) — [a]l — ([al, [al)
partition p xs = (filter p xs, filter (mot o p) xs)

Wie viele andere Definitionen vordefinierter Funktionen ist dies eher eine Glei-
chung, die die Eigenschaften von partition beschreibt; implementiert ist es
(hoffentlich) so, dass die Liste nur einmal durchlaufen wird.

Zum Zerlegen von Listen hatten wir in Abschnitt 3.3.2 schon die Funktio-
nen take, drop kennengelernt, die n vordere Elemente einer Liste nehmen
bzw. weglassen.

Dies konnen wir zu Kombinatoren erweitern, die den lingsten Préfix einer
Liste nehmen bzw. weglassen, fiir den ein Pradikat P gilt:

takeWhile :: (a — Bool) — [a] — [a]

takeWhile p [] = [

takeWhile p (x:xs)
| p x = x : takeWhile p xs
| otherwise = I[]

dropWhile :: (a — Bool) — [a] — [a]

dropWhile p [] = [

dropWhile p (x:xs)
| p x = dropWhile p xs
| otherwise = x : xs

Es gilt: takeWhile p xs ++dropWhile p xs ==xs. Die Kombination von
takeWhile und dropWhile ist auch vordefiniert:

span : (a — Bool) — [a]l — ([al,[al)
span p xs = (takeWhile p xs, dropWhile p xs)

Damit kann ordnungserhaltendes Einfiigen so definiert werden:

ins :: Ord a = a— [a]l— [a]
ins x xs = lessx ++ [x] + grtegx
where (lessx, grteqx) = span less xs
less z =z < x

Dann kann Sortieren durch Einfiigen (insertion sort) leicht mit foldr definiert
werden:

isort :: Ord a = [a]l— [al]
isort xs = foldr ins [] xs
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Bisher haben alle Sortieralgorithmen aufsteigend nach der Ordnungsrelati-
on “<” sortiert. Dies muss nicht immer gewiinscht sein. Allgemeiner kénnten
wir sortieren, wenn wir die Ordnungsrelation ord als Parameter iibergeben.
Allerdings sind nicht alle zweistelligen Prédikate sinnvolle Kandidaten fiir ord.
Vielmehr muss das Pradikat eine totale Ordnung definieren, d. h., transitiv,
antisymmetrisch, reflexiv und total sein.

transitiv: & ord y,y ord z = x ord z
antisymmetrisch: x ord y Ayordz = x =y
reflexiv: x ord x

total: x ord y Vy ord x

Dann kann beispielsweise Quicksort so definiert werden

gsortBy :: (a— a— Bool)— [a]— [a]
gsortBy ord [1 = []
gsortBy ord (x:xs) = gsortBy ord 1 +4 [x] 4+ gsortBy ord r
where 1 = [y| y+xs, ord y x]
r = [yl y—xs, not (ord y x)]

4.2 Rechnen mit Funktionen

Nachdem wir im letzten Abschnitt schon Funktionen als Argumente von Kom-
binatoren wie map, filter, foldr usw. kennengelernt haben, wollen wir jetzt
untersuchen, wie neue Funktionen aus alten berechnet werden kénnen, und
dabei einige niitzliche Konzepte wie anonyme Funktionen, partielle Anwen-
dung von Funktionen und die n-Kontraktion kennenlernen.

4.2.1 Funktionen als Ergebnisse

Funktionen konnen Funktionen aus alten zusammensetzen. twice wendet eine
Funktion zweimal hintereinander an:

twice :: (a— a)— (a— a)
twice f x = f (f x)

iter wendet eine Funktion n-mal hintereinander an:

iter :: Int— (a— a)— a— a
itern fx| n> 0 = f (iter (n-1) f x)
| otherwise = x

Diese Funktionen kennen wir schon von Aufgabenblatt 1.
Die einfachste Funktion ist die Identitét:

id it a— a

id x =x
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Sie ist niitzlicher als man vermuten konnte, weil sie die neutrale Funktion ist.
Das Hintereinanderschalten von Funktionen, die Funktionskomposition, ist
eine bindre Operation:

(o) it (b— ¢) — (a— b)— a— ¢
(fog) x=1 (g x)

Die Funktionskomposition ist assoziativ und hat die Identitédt als neutrales
Element:

foid=f=idof
folgoh)=(fog)oh

Bei der Komposition (f o g) wird die Funktion f nach g angewendet.
Aber auch die “Vorwirts-Funktionskomposition” kann definiert werden:

&.>) : (a— b)— (b— ¢)— a— ¢
(f>>g) x=g (f %)

Dies ist aber im Gegensatz zu (o) nicht vordefiniert!
Mit Komposition und Identitdt konnen Funktionen pragnanter beschrie-
ben werden:

twice’:: (a— a)— a— a
twice’ f =f o f

iter’ :: Int— (a— a)— a— a
iter’ nf |l n> O = f o iter’ (n-1) f
| otherwise = id

Auch fiir die Angabe der funktionalen Parameter von Kombinatoren kénnen
diese Funktionen benutzt werden. Noch zwei weitere Funktionen kénnen dafiir
niitzlich sein: Die Funktion const liefert ihr erstes Argument und ignoriert
ihr zweites; der Kombinator £1ip vertauscht die beiden Argumente der ihm
iibergebenen Funktion f.

const ta—b— a

const x _ = X

flip::(a—- b —>¢) - b — a— c
flipfxy=fyx

4.2.2 Anonyme Funktionen

Nicht jede Funktion mufl unbedingt einen Namen haben. Manche Hilfsfunk-
tionen werden definiert und nur ein einziges Mal benutzt. Zum Beispiel die
Funktion Iess in der Einfiige-Funktion:
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ins x xs = lessx ++ [x] ++ grtegx where
(lessx, grteqx) = span less xs
less z=z < x

Dann konnte man besser gleich den Rumpf von less einsetzen.

ins’ x xs = lessx ++ [x] ++ grteqx where
(lessx, grteqx) = span (\z— z < x) xs

Hier ist \z— z <x die HASKELL-Schreibweise eines Lambda-Ausdrucks A\x.F,
der die namenlose Funktion beschreibt, die fiir jedes Argument x den Aus-
druck E auswertet. Es gilt:

. EE = f where fr =F

Auch pattern matching ist moglich, aber meist nur fiir unwiderlegbare Pattern
wie “A(z,y).E” sinnvoll.

Beispiel 4.1 (Primzahlen). Das Sieb des Erathostenes berechnet Primzahlen,
indem fiir jede gefundene Primzahl p alle Vielfachen aus der Kandidaten-
menge herausgesiebt werden. Dazu filtern wir die Liste der Kandidaten mit
(\n—1n ‘mod‘ p /=0).

sieve :: [Integer] — [Integer]
sieve [1 =[]
sieve (p:ps) = p:(sieve (filter (\n— n ‘mod‘ p /= 0) ps))

Die Primzahlen im Intervall [1..n] konnen dann mit

primes :: Integer— [Integer]
primes n = sieve [2..n]

berechnet werden.

4.2.3 Die n-Kontraktion
Bisher haben wir Funktionen immer elementweise definiert, d. h., in der Form
fxz=FE oder \x.E

Manchmal hat der Ausdruck E die Form F' x, wobei z in F' nicht vorkommt.
Dann gilt das Gesetz der n-Kontraktion (sprich: “Eta-Kontraktion”):

MFr<= Fud fr=Far<= f=F

Ein Beispiel: die vordefinierten Funktionen any und all berechnen eine Dis-
junktion bzw. Konjunktion von Pradikaten iiber Listen:

all, any :: (a— Bool)— [al— Bool
any p = or o map p
all p = and o map p
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Diese Definitionen sind dquivalent zu
any p x =or (map p x) bzw. all p x =and (map p x)

definieren die Funktion aber als Ganzes, nicht was ihre Anwendung auf Ar-
gumente berechnet.

4.2.4 Partielle Funktionsanwendung

In Ausdriicken brauchen nicht alle n Argumente einer n-stelligen Funktion
angegeben werden.

double :: String— String
double = concat o map (replicate 2)

(Zur Erinnerung: replicate ::Int— a— [a] erstellt eine Liste mit k Kopien
eines Wertes.) In der Definition von double sind nur jeweils eines der beiden
Argumente von map und replicate genannt. Wir nennen das eine partielle
Anwendung einer Funktion.

Welchen Typ hat der Teilausdruck replicate 27 Da replicate selbst
den Typ Int —a — [a] und im Ausdruck ein Parameter 2 vom Typ
Int angegeben ist, hat replicate 2 den Typ a — [a]. Analog hat map
den Typ (a — b) — [a] — [a] und ein Argument replicate 2 vom Typ
Int — [Int], so dass map (replicate 2 den Typ [Int] — [[Int]].

Allgemein gilt die folgende Kiirzungsregel bei partiellen Funktionsapplika-
tionen.

Wird die Funktion

futioto— ... —t, —t
angewendet auf k£ Argumente mit k < n

e ity eg iite, ... ek it
werden die Typen der Argumente gekiirzt:

fali—Y—... . 2=t — ...ty t
fer...ep ity — ..oty ot

Auch Operationen kénnen partiell angewendet werden. Dann muss der
Operator mit seinem vorhandenen (vorangestellten oder nachgestellten) Ar-
gument geklammert werden.

elem :: (Eq a) = a— [al— Bool
elem x = any (= x)

Ein Ausdruck wie (==x) heifit in HASKELL Abschnitt (engl. section) des
Operators (==); dies entspricht der anonymen Funktion \e— e ==x.
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Schliellich kénnen wir uns fragen, welcher Unterschied zwischen einer
Funktion mit zwei Parametern f :: @ — b — ¢ und einer Funktion mit ei-
nem Tupel-Parameter f :: (a,b) — ¢ besteht. In der ersten Form ist partielle
Anwendung moglich, in der zweiten nicht. Ansonsten sind beide Formen dqui-
valent. Deshalb gibt es auch vordefinierte Funktionen, die eine Form in die
andere iiberfiihren. Die erste Form heifit “gecurryt”, nach dem Logiker Haskell
Curry, der von Moses Schonfinkel diese Form von Funktionen tibernahm.

curry : ((a, b)— ¢)— a— b— ¢
curry f a b= f (a, b)

uncurry = (a— b— ¢c)— (a, b)— ¢
uncurry f (a, b) =f a b

Diese Funktionen erfiillen die Gleichungen

uncurry o curry = id curry o uncurry = id

4.3 Funktionsrdume als Datentypen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, dass Funktionen
fast ganz normale Werte sind, wie Zahlen oder Listen. Funktionen kénnen
nicht nur Argumente und Ergebnisse von Funktionen sein, sie kénnen auch
Komponenten von Datentypen sein. Dazu wollen wir noch einmal auf den
abstrakten Datentyp Speicher zuriickkommen.

Beispiel 4.2 (Speicher als Funktion). Ein Speicher mit Funktionen initial,
value und update kann als eine Funktion realisiert werden.

Der Speicher mit Zellen vom Indextyp a und Eintrigen voma yp b wird
als Funktion von a nach mayba b realisiert.

data Store a b = St (a— Maybe b)
Der Speicher wird als die total undefinierte Funktion initialisiert.

initial :: Store a b
initial = St (const Nothing)

Das Nachschlagen eines Werts im Speicher ist schlicht die Anwendung der
Funktion:

value :: Store a b — a — Maybe b
value (St f) a =Tf a

Das Aktualisieren des Inhalts einer Zelle kann als punktweise Funktionsdefi-
nition realisiert werden.

update :: Eq a = Store a b — a — b — Store a b
update (St f) a b
= St (\x— if x= a then Just b else f x)
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Konzept| Zahlen Funktionsrdume
Typ| Double a—b
Literale 042 \ x —E
Konstanten pi map
Operationen * FA>.>
Ausdriicke| 3 *pi |[(\ x—x+1) o abs
Was fehlt?
Vergleich| 3 ==pi | nicht entscheidbar
als Zeichenkette|Show 3.14| nicht darstellbar

Tabelle 4.1. Funktionsrdume im Vergleich zu anderen Datentypen

Das Beispiel zeigt, das Funktionsrdume normale Datentypen sind — jeden-

falls beinahe. Wir kénnen uns fragen, was im Vergleich zu einem Datentypen
wie Double die wichtigsten Konzepte von Funktionsrdumen sind:

Lambda-Abstraktionen Az — F sind Funktionsliterale; damit werden Wer-
te direkt hingeschrieben (konstruiert).

Die benannten Funktionen wie id und map definieren Konstanten eines
funktionalen Typs.

Die wichtigste Operation auf Funktionen ist die Anwendung einer Funktion
auf ein Argument. Sie hat den Typ (a — b) — a — b und ist so wichtig
und haufig, dass sie “unsichtbar” bleibt, und einfach durch Hintereinander-
schreiben (Juxtaposition) ausgedriickt wird. So beschreibt map (+1) die
Anwendung der Funktion map auf ein Argument (die Funktion \x— x+1!);
der Ausdruck (map (+1)) [1,2,3] beschreibt die Anwendung der Funk-
tion map (+1) auf die Liste [1,2,3]. Da Funktionsanwendung linksasso-
ziativ ist, kénnen wir die Klammern weglassen: map (+1) [1,2,3]. 1
Die Funktionskompositionen (o) und (>.>) sind Operationen auf Funk-
tionsrdumen.

Ein paar Unterschiede bleiben aber doch; sie verhindern, dass Funktionen
wirklich erstklassige Werte sein konnen.

1.

Funktionen kénnen nicht verglichen werden. Die Gleichheit von Funktio-
nen ist im Allgemeinen unentscheidbar, weil die von Funktionen definier-
ten Funktionsgraphen unendliche (rechtseindeutige) Relationen sind.
Aus dem gleichen Grund kénnen Funktionen nicht als Zeichenketten dar-
gestellt werden.

Sicher kénnte man Funktionsdefinitionen vergleichen oder ausdrucken; das
sind aber syntaktische Objekte, die nichts aussagen iiber die semantische
Gleichheit oder Darstellung des damit definierten Funktionsgraphen.

Die Analogie zu anderen Datentypen, aber auch die Unterschiede sind in

Tabelle 4.1 zusammengefasst.

1

Dagegen ist der Typkonstruktor (—) rechtsassoziativ: a — b — c entspricht also

a— (b—c).
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4.4 Programmentwicklung

Abschlielend wollen wir ein etwas grofieres Beispiel mit den neuen Program-
mierkonzepten entwickeln. Fiir einen Text soll ein Index erstellt werden, also
etwa aus dem Text

laber fasel\nlaber laber\nfasel laber blubb

eine Liste, in der fiir jedes Wort die Liste der Zeilen angegeben ist, in denen
es auftritt:

blubb [3] fasel [1, 3] laber [1, 2, 3]

Fiir die Spezifikation der Losung vereinbaren wir folgende Typen und die
Signatur der zu implementierenden Funktion:

type Doc = String
type Word= String
makeIndex :: Doc— [([Int], Word)]

Wir zerlegen das Problem in einzelne Schritte (und notieren in Klammern
den Typ des Zwischenergebnisses.

1. Zunéchst wird der Text in Zeilen aufgespalten ([Line] mit type Line=String).

2. Jede Zeile wird mit ihrer Nummer versehen ([(Int, Line)]).

3. Die Zeilen werden in Worter aufgespalten und die Zeilennummer verteilt
([(Int, Word)]).

4. Erst wird die Liste alphabetisch nach Worten sortiert ([(Int, Word)]).

5. Dann werden gleiche Worte in unterschiedlichen Zeilen zusammengefasst
([([Int], Word)]).

6. Schlielich werden alle Worte mit weniger als vier Buchstaben gestrichen

([([Int], Word)]).

Unsere erste Implementierung benutzt die in Abschnitt 4.2.1 definierte
Vorwirtskomposition von Funktionen:

type Line = String

makeIndex =

lines >.> -- Doc — [Line]
numLines >.> -- — [(Int,Line)]
allNumWords >.> -- — [(Int,Word)]
sortLs >.> -- — [(Int,Word)]
makeLists >.> -—- — [([Int],Word)]
amalgamate >.> -- — [([Int],Word)]
shorten --— — [([Int],Word)]

Nun zur Implementierung der einzelnen Komponenten:

e Zum Zerlegen in Zeilen benutzen wir die vordefinierte Funktion 1ines ::String— [String].

e Zur Numerierung der Zeilen benutzen wir zip:
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numLines :: [Line]— [(Int, Line)]
numLines lines = zip [1.. length lines] lines

Um die Zeilen in Worte zu zerlegen, kénnen wir fiir jede Zeile die vor-
definierte Funktion words::String— [String] benutzen. Da words aber
nur Leerzeichen als Wortzwischenrdume beriicksichtigt, miissen vorher alle
Satzzeichen in Leerzeichen umgewandelt werden.

splitWords :: Line— [Word]
splitWords = words o map (\c— if isPunct c then ’ ’ else c¢)
where isPunct :: Char— Bool
isPunct ¢ = ¢ ‘elem‘ ";:.,\’\"!12O{F-\\[1I"

splitWords muss auf alle Zeilen angewendet werden, und dann muss die
Ergebnisliste flachgeklopft werden.

allNumWords :: [(Int, Line)]— [(Int, Word)]
allNumWords = concat o map oneLine
where
oneLine :: (Int, Line)— [(Int, Word)]
oneLine (num, line) = map (\w— (num, w)) (splitWords line)

Um die Liste alphabetisch nach Woértern zu sortieren, muss eine passende
Ordnungsrelation definiert werden, die die Zahlen aufler Acht lisst.

ordWord :: (Int, Word)— (Int, Word)— Bool
ordWord (n1, wl) (n2, w2) =
wl< w2 ||l (wl— w2 && n1 < n2)

Dann kann mit der generische Sortierfunktion gsortBy sortiert werden.

sortLs :: [(Int, Word)]— [(Int, Word)]
sortLs = gsortBy ordWord

Gleiche Worte in unterschiedlichen Zeilen werden zusammengefasst. Als
Vorbereitung wird jede Zeile in eine (einelementige) Liste von Zeilen um-
gewandelt.

makeLists :: [(Int, Word)]— [([Int], Word)]
makeLists = map (\ (1, w)— ([1], w))

Im zweiten Schritt werden gleiche Worte zusammengefasst. (Nach der Sor-
tierung stehen gleiche Worte schon hintereinander!)

amalgamate :: [([Int], Word)]— [([Int],Word)]
amalgamate [1 = []
amalgamate [p] = [p]
amalgamate ((11, wi1):(12, w2):rest)
| w1 = w2 = amalgamate ((11H+ 12, wl):rest)
| otherwise = (11, wl):amalgamate ((12, w2):rest)
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e Schlieflich werden alle Worter mit weniger als vier Buchstaben entfernt:

shorten :: [([Int],Word)] — [([Int],Word)]
shorten = filter (\ (_, wd)— length wd > 4)

(Alternative hitte dies als shorten =filter ((>4) o length o snd)!
definiert werden kénnen.)

(Dies ist Fassung 2.0.01 von 4. Februar 2010.)
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Algebraische Datentypen

Wir haben in fritheren Kapiteln schon gesehen, dass in einer funktionalen
Sprache alle zusammengesetzten Datentypen wie Tupel, Listen und B&ume
algebraische Datentypen sind.

In diesem Kapitel werden wir die verschiedenen Arten von algebraischen
Datentypen — Aufzéhlungstypen, Produkttypen, Summentypen mit und ohne
Rekursion — genauer ansehen.

5.1 Aufzihlungstypen

In vielen Programmiersprachen kénnen Aufzihlungen von Werten als Daten-
typen definiert werden, z.B. die Wochentage als die Menge

Weekday = { Mo, Tu, We, Th, Fr, Sa, Su}

Die Werte von Aufzéhlungen werden hiufig als implizit definierte ganzzahlige
Konstanten betrachtet, z.B.:

Mo=0,Tu=1,We=2,Th=3,Fr=4,5 =5,5 =6

Machen wir uns schnell klar, dass die Typesynonyme von Haskell nicht geeig-
net sind, um Aufzdhlungstypen zu realisieren. Zwar kénnte man definieren

type Weekday = Int

und auch die oben genannten Konstanten einfithren, doch bote dies keinerlei
Typsicherheit: Typsynonyme sind nur Abkiirzungen, die wie Makros expan-
diert und dann “vergessen” werden. Die Wochentage sind also ganz gewohnli-
che ganzzahlige Konstanten, die wie jeder andere Zahlenwert behandelt wer-
den konnen. Die Ausdriicke Fr +15 und Fr * Mo wéren also zuléssig, obwohl
die Addition keinen Wochentag liefert und Multiplikation auf Wochentagen
keinen Sinn macht.
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Wir brauchen aber einen Datentyp, der nur Wochentage Mo, Tu, ..., Su als
Werte enthélt und sonst nichts, und wir wollen fiir diesen Typ nur Funktionen
zulassen, die Sinn machen, und sonst keine. Wichtig ist, dass alle Wochentage
unterschiedlich sind und nicht mit Werten anderer Datentypen verwechselt
werden konnen. Das heifit, wir wollen Datenabstraktion betreiben.

Dies konnen wir mit der einfachsten Art von algebraischem Datentyp er-
reichen, dem Aufzdhlungstyp:

data Weekday = Mo | Tu | We | Th | Fr | Sa | Su

Mit dem Typ Weekday werden zugleich automatisch die Konstruktoren defi-
niert:

Mo, Tu, We, Th, Fr, Sa, Su :: Weekday,

So, wie er hier definiert wurde, sind fiir den Typ Weekday keine weiteren
Operationen vordefiniert. Funktionen kénnen durch pattern matching definiert
werden:

isWeekend :: Weekday — Bool
isWeekend Sa = True
isWeekend Su = True
isWeekend _ = False

Sicher gébe es einige Operationen, die Sinn machten: Wochentage konnten
verglichen, geordnet, als Zeichenkette gedruckt oder aus einer Zeichenkette
gelesen werden, sie sind aufzéhlbar und beschrinkt (in ihrer Wertemenge).
Man kénnte Weekday damit zu einer Instanz der Klassen Eq, Ord, Show, Read
und Bounded machen und die entsprechenden Operationen fiir Wochentage
definieren.

Gleichheit und Ungleichheit lisst sich durch Mustervergleich realisieren.
Als Ordnung nimmt man die Reihenfolge der Konstruktoren in der Typ-
definition, in diesem Fall also Mo < Tu < We < Th < Fr < Sa < Su.

e Die Namen der Konstruktoren bilden ihre Darstellung als Zeichenkette,
also “Mo” ... “Su”, die von show ausgegeben bzw. von read gelesen wird.

e Die Funktionen succ und pred der Klasse Enum kénnen aus der Ordnung
der Konstruktoren abgeleitet werden, so dass dann Listen-Generatoren
wie [Mo. .Fr] oder [Mo,We. .Sul] gebildet werden kénnen. Die Konstanten
der Klasse Bounded konnen definiert werden als minBound = Mo und
maxBound = Su.

Fiir den algebraischen Typ Weekday kann man eine kanonische Instanz dieser
Klassen auch automatisch aus der Typdefinition herleiten. Dies kann man in
Haskell so spezifizieren:

data Weekday = Mo | Tu | We | Th | Fr | Sa | Su
deriving (Eq, Ord, Show, Read, Enum, Bounded)
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Dann kénnte die Funktion isWorkday auch implementiert werden mithilfe der
« ”

Funktion elem:: (Eq a) =a — [a] — Bool und des Listengenerators “..”,
der nur fiir Instanzen von Enum definiert ist:

isWorkday ;1 Weekday — Bool
isWorkday d = d ‘elem‘ [Mo .. Fr]

5.2 Produkttypen

Das kartesische Produkt fasst mehrere Werte zu einem einzigen zusammen:
P=T x - xTy (k>2)

In Haskell sind Produkttypen als Tupeltypen vordefiniert. Man konnte also
schreiben:

type P = (Ty,--- ,Tk)

Beispiel 5.1 (Koordinaten und komplexe Zahlen). Koordinaten in der Ebene
und komplexe Zahlen konnen definiert werden als

type Point = (Double,Double)
type Complex = (Double,Double)

Typdefinitionen fithren jedoch nur Abkiirzungen fiir Typausdriicke ein, die
Typen von Werten p:: Point, c:: Complex und x::(Double,Double) kénnen
nicht unterschieden werden; es darf also jeder fiir den anderen eingesetzt wer-
den.

Will man unterschiedliche Typen mit disjunkten Wertemenge definieren,
muss man schreiben

data Point = Point  Double Double
data Complex = Complex Double Double

Werte dieser Typen werden als p=Point 0.0 0.0 bzw. c=Complex 0.0 -1.0
geschrieben und kénnen wegen der vorangestellten Konstruktoren

Point :: Double — Double — Point
Complex :: Double — Double — Complex

nicht mit einander verwechselt werden. In Haskell besteht die Konvention,
fiir den einzigen (Wert-) Konstruktor eines Produkttyps denselben Namen zu
verwenden wie fiir den Typ (-Konstruktor) selber. Das ist nur auf den ersten
Blick verwirrend.

Beispiel 5.2 (Datum). Ein Datum besteht aus Tag, Monat, und Jahr. Wir
konnten es als Tupeltyp definieren:
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type Date’ = (Day, Month, Year)
type Day = Int
data Month = Jan | Feb | Mar | Apr | May | Jun
| Jul | Aug | Sep | Oct | Nov | Dec
deriving (Eq, Ord, Show, Read, Enum, Bounded)
type Year = Int

Damit hétten wir die &hnliche Probleme wie mit der Darstellung von Ko-
ordinaten und komplexen Zahlen: Werte jedes anderen Tupeltyps, der aus
denselben Komponenten besteht, kénnten mit den Werten von Date’ ver-
wechselt werden. Deshalb ist es besser, ein Datum als algebraischen Datentyp
mit einem Konstruktor zu definieren:

data Date = Date Year Month Day
deriving (Eq, Ord, Show, Read, Bounded)

Fiir den Typ Date wird wieder automatisch der Konstruktor definiert, nur ist
es in diesem Fall eine dreistellige Funktion:

Date :: Year— Month— Day— Date

Wie bei den Wochentagen konnen wir Date als kanonische Instanz der Klas-
sen Eq, Ord, Show, Read und Bounded ableiten lassen, da der in Date be-
nutzte Typ (Int) ebenfalls Instanz dieser Klassen ist. Da bei der Ableitung
der Vergleichsoperationen die lexikographische Ordnung verwendet wird, in
der zunéchst die ersten Komponenten verglichen werden und, wenn die gleich
sind, die weiteren, haben wir die Reihenfolge der Komponenten umgedreht,
so dass die Ordnung Sinn macht.

Beispielwerte vom Typ Date konnen jetzt anhand des Konstruktors von
allen anderen Tupeltypen und Produkttypen mit anderen Konstruktornamen
unterschieden werden:

today, bloomsday, fstday :: Date

today = Date 2009 Nov 25
bloomsday = Date 1904 Jun 16
fstday = Date 1 Jan 1

Funktionen fiir Datum konnen mit Mustervergleich definiert werden. Damit
kann auf die Komponenten des Datums zugegriffen werden.

day : Date— Day
day (Date y m d) = d
year :: Date— Year
year (Date ymd) =y

Der Mustervergleich kann fiir einen Produkttyp wie Date nie scheitern. Man
braucht also jeweils nur eine Gleichung fiir die Definition.
Die oben definierten Funktionen day, year sind Selektoren:

day today = 26
year bloomsday = 1904
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Ein Spezialfall von Produkten sind die homogenen Produkte, die aus k
Komponenten des gleichen Typs bestehen. Mathematisch werden sie oft so
geschrieben:

P=TF (k=2

Hierbei kann man sich fragen, weshalb k grofler als 1 sein muss. “Eintupel”
definieren sicher keinen sinnvollen neuen Typ; deshalb werden Klammern oh-
ne Kommata dazwischen auch einfach nur zur syntaktischen Gruppierung in
Ausdriicken verwendet.

Aber was ist mit dem Fall & = 07 Das Nulltupel () definiert den Einheitstyp,
der nur einen einzigen Wert enthélt, der — genau wie der Typ selbst — mit
() bezeichnet wird. Dieser Typ kann — genau wie der Typ void in JAvA —
iiberall da eingesetzt werden, wo ein Typ hingeschrieben werden muss, aber
kein “interessanter” Wert erwartet wird. Wir werden spéter sehen, dass es
auch in Haskell solche Situationen gibt.

5.3 Summentypen

Summentypen setzen Wertemengen als disjunkte Vereinigung andere Werte-
mengen zusammen:

S=T1+---+T} (k>2)

Hierbei konnen die T; wieder zusammengesetzte Typen, insbesondere Pro-
dukttypen sein. Summentypen kénnen als algebraischen Datentypen mit meh-
reren Konstruktoren definiert werden, wobei die Konstruktoren mehrstellig
sein konnen.

Beispiel 5.3 (Geometrische Figuren). Eine geometrische Figur soll sein:

e entweder ein Kreis, gegeben durch Mittelpunkt und Durchmesser,
e oder ein Rechteck, gegeben durch zwei Eckpunkte,
e oder ein Polygon, gegeben durch die Liste seiner Eckpunkte.

Geometrische Figuren kénnen so definiert werden:

type Point = (Double, Double)
data Shape = Circ Point Double
| Rect Point Point
| Poly [Point]
deriving (Eq,Show,Read)

Fiir jede Art von Figur gibt es einen eigenen Konstruktor:

Circ :: Point— Double— Shape
Rect :: Point— Point— Shape
Poly :: [Point]— Shape
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Funktionen werden wieder durch pattern matching definiert. Die Funktion
corners berechnet beispielsweise die Anzahl der Eckpunkte.

corners :: Shape— Int

corners (Circ _ _) =0
corners (Rect _ _) =4
corners (Poly ps) = length ps

Die Translation eines Punktes wird durch Addition berechnet.

translation :: Point— Point— Point
translation (x, y) (dx, dy) = (xt+ dx, y+ dy)

Damit kann die Verschiebung einer Figur so definiert werden:

move :: Shape— Point— Shape

move (Circ ¢ r) dp = Circ (translation c dp) r

move (Rect c1 c2) dp = Rect (translation c1 dp) (translation c2 dp)
move (Poly ps) dp = Poly (map (translation dp ps))

Die Berechnung der Fliche ist fiir Kreise und Rechtecke einfach. Fiir Polygone
beschranken wir uns aus Bequemlichkeit halber auf konvexre Polygone, und
reduzieren die Berechnung durch Abspalten eines Teildreiecks rekursiv auf
die Flachenberechnung eines einfacheren Polygons:

area :: Shape— Double
area (Circ _ d) = pix d
area (Rect (x1, y1) (x2, y2)) =
abs ((x2- xD)x (y2- y1))
area (Poly ps) | length ps <3 =0
area (Poly (pl:p2:p3:ps)) =
triArea pl p2 p3 +
area (Poly (pl:p3:ps))

Dabei ergibt sich die Fliche eines Dreieck mit den Eckpunkten (x1,y1),
(2,y1), (x3,y3) als

A— |(v2 — 21)(ys — y1) ; (3 — 21)(y2 — Y1)

Kodiert in Haskell sieht das so aus:
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triArea :: Point— Point— Point— Double
tridrea (x1,y1) (x2,y2) (x3, y3) =
abs ((x2-xDx(y3-y1) - (x3-x1)*(y2-y1)) / 2

Die Distanz zwischen zwei Punkten ist nach Pythagoras so definiert:

dist :: Point— Point— Double
dist (x1, y1) (x2, y2) =
sqrt ((x1-x2) "2+ (y2- y1)°2)

Algebraische Datentypen kénnen auch mit einer Typvariablen parametri-
siert sein. Weiter unten werden wir Bidume als ein Beispiel fiir solche Typen
betrachten. Hier wollen wir nur kurz einen vordefinierten Typ erwéihnen, mit
dem Fehler behandelt werden konnen.

Beispiel 5.4 (Maybe). Beim Programmieren kommt man oft in die Verlegen-
heit, dass eine Funktion in bestimmten Fehlersituationen keine giiltige Ergeb-
nisse ihres Ergebnistyps « liefern kann. Betrachten wir eine Funktion 1ookup’,
die in einer Paarliste den Eintrag fiir einen Schliissel sucht.

lookup’ :: Eq a = a — [(a,b)] — b
lookup’ k [] = ... -- 2?2
lookup’ k ((k’,e):xs)

| k =&k’ = e

| otherwise = lookup’ k xs

Welchen Wert soll sie liefern, wenn der Schliissel in der Liste gar nicht auf-
taucht? Man konnte irgendeinen Wert von b als den Fehlerwert vereinbaren;
das wére aber nicht sehr sauber programmiert. Besser wire es, den Ergebni-
styp b um einen Fehlerwert zu erweitern. Dies kann man fiir beliebige Typen
mithilfe des parametrisierten Summentyps Maybe tun, der in Haskell folgen-
dermaflen vordefiniert ist

data Maybe a = Nothing | Just a deriving (Eq, Ord, Read, Show)

Nothing repréasentiert den Fehlerwert, und der Konstruktor Just kennzeichnet
die “richtigen” Werte. Dann kénnen wir die Funktion so definieren:
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lookup :: Eq a = a — [(a,b)] — Maybe b

lookup k [] = Nothing
lookup k ((k’,e):xs)
| k=k’ = Just e

| otherwise = lookup k xs

Brauchen wir aber nicht, denn sie ist vordefiniert.

Der parametrisierte Summentyp schlechthin ist der vordefinierte Typ
Either a b, der entweder Werte des Typs a oder des Typs b enthilt.

data Either a b = Left a | Right b deriving (Eq,0rd,Read,Show)

5.4 Rekursive algebraische Datentypen

In Summentypen kann der definierte Typ auf der rechten Seite benutzt wer-
den; dann ist der Datentyp rekursiv. Funktionen auf solchen Typen sind meist
auch rekursiv. (Rekursive Produkttypen machen dagegen keinen Sinn, weil es
dann keinen Konstruktor gébe, der einen Anfangswert erzeugen konnte.)

Beispiel 5.5 (Arithmetische Ausdriicke). Einfache arithmetische Ausdriicke
bestehen entweder aus Zahlen (Literalen), oder aus der Addition bwz. der
Subtraktion zweier Ausdriicke.

data Expr = Lit Int
| Add Expr Expr
| Sub Expr Expr
deriving (Eq,Read,Show)

Betrachten wir Funktionen zum Auswerten und Drucken eines Ausdrucks:

eval :: Expr— Int

eval (Lit n)=n

eval (Add el e2) = eval el+ eval e2
eval (Sub el e2) = eval el- eval e2

print :: Expr— String
print (Lit n) = show n
print (Add el e2) = "("++ print e+ "+"H print e2 ")
print (Sub el e2) = "("++ print e+ "-"H print e2 ")

An diesen Beispielen kénnen wir ein Prinzip der primitive Rekursion auf Aus-
driicken erkennen, das der primitiven Rekursion aus Listen entspricht, die
wir in Abschnitt 3.3.1 entdeckt haben. Primitiv rekursive Funktionen {iber
Ausdriicken definieren eine Gleichung fiir jeden Konstruktor:

e Fiir Literale, die Rekursionsverankerung, wird ein Wert eingesetzt.
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e Fiir die rekursiven Fille, Addition, bzw. Subtraktion, werden jeweils binéire
Funktionen eingesetzt.

Kombinatoren wie map und fold machen nicht nur Sinn fiir Listen. Sie kénnen
fiir viele algebraische Datentypen definiert werden, insbesondere wenn sie re-
kursiv sind.

Beispiel 5.6 (Strukturelle Rekursion iber Ausdriicken). In Beispiel 5.5 haben
wir ein Prinzip der primitiven Rekursion iiber Ausdriicken entdeckt, dass wir
jetzt in einem Kombinator kapseln kénnen.

Fiir jeden Wertkonstruktor des Typs Expr miissen wir beim Falten eine
Funktion entsprechenden Typs angeben:

data Expr = Lit Int
| Add Expr Expr
| Sub Expr Expr
deriving (Eq,Read,Show)

foldE :: (Int— a)— (a— a— a)— (a— a— a) — Expr— a
foldE b a s (Lit n) =bn

foldE b a s (Add el e2) = a (foldE b a s el) (foldE b a s e2)
foldE b a s (Sub el e€2) = s (foldE b a s el) (foldE b a s e2)

Damit kann die Auswertung und die Ausgabe so definiert werden:

eval’ :: Expr— Int
print’:: Expr— String

eval’ = foldE id () (-)
print’ = foldE show (\sl s2 — "("++ siH+ "+"+H s2++ ")")
(\Si 52 — |I(Il+|_ si_i_l_ |I_Il_i_|_ 52 Il)ll)

5.5 Baume

Bédume sind der rekursive algebraische Datentyp schlechthin. Ein bin&rer
Baum ist hier

e entweder leer,
e oder ein Knoten mit genau zwei Unterbdumen, wobei die Knoten Markie-
rungen tragen.

data Tree a = Null
| Node (Tree a) a (Tree a)
deriving (Eq, Read, Show)

Einen Test auf Enthaltensein kann man wie gewohnt mit Mustervergleich
definieren:
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member :: Eq a= Tree a— a— Bool

member Null _ = False
member (Node 1 a r) b =
a—>b || (member 1 b) || (member r b)

Diese Funktion benutzt ein Schema fiir primitive Rekursion auf Baumen:

e Der leere Baum bildet den Rekursionsanfang; dann wird ein Wert zuriick-
geliefert.

e Im Rekursionsschritt wird fiir jeden Knoten aus seiner Markierung und
den rekursiv bestimmten Werten fiir die Unterbdume der Riickgabewert
berechnet.

Auf die gleiche Weise konnen wir Funktionen zum Traversieren von Bdumen
definieren, die alle Markierungen in einer Liste zusammenfassen:

preorder, inorder, postorder : Tree a— [a]
preorder Null =[]
preorder (Node 1 a r) = [a] ++preorder 1 ++preorder r

inorder Null =11
inorder (Node 1 a r) = inorder 1 ++[al ++inorder r
postorder Null =[]

postorder (Node 1 a r) = postorder 1 HHpostorder ri+ [a]
Auch fiir Baume konnen Kombinatoren definiert und benutzt werden.

Beispiel 5.7 (Strukturelle Rekursion auf Bdumen). Der Kombinator foldT
kapselt Rekursion auf Baumen.

foldT :: (a— b— b— b)— b— Tree a— b
foldT f e Null = e
foldT f e (Node 1 a r) = f a (foldT f e 1) (foldT f e r)

Damit kann der Elementtest und eine map-Funktion fiir Bdume realisiert wer-
den.

member’ :. Eq a= Tree a— a— Bool
member’ t x =
foldT (\e bl b2— e = x || bl || b2) False t

mapT :: (a— b)— Tree a— Tree b
mapT f = foldT (flip Node o f) Null

Dabei ist £1ip die vordefinierte Funktion, die zwei Argumente eine Funktion
vertauscht. Traversierung kann dann so beschrieben werden:

preorder’, inorder’, postorder’ : Tree a— [a]
preorder’ = foldT (\x t1 t2— [x] ++ t1 + t2) []
inorder’ = foldT (\x t1 t2— t1 + [x] + t2) [I]

postorder’ = foldT (\x t1 t2— t1 -+ t2 + [x]) []
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Beispiel 5.8 (geordnete Biume). Baume konnen dazu benutzt werden, Men-
gen eflizient darzustellen. Eine Voraussetzung dafiir ist, dass die Elemente der
Menge geordnet sind, d.h. in der Terminologie von Haskell, dass ihr Element-
typ a eine Instanz der Klasse Ord sein muss.

Fiir alle Knoten Node a 1 r eines geordneten Baum soll gelten, dass der
linke Unterbaum nur kleinere und der rechte Unterbaum nur gréfSere Elemente
als a enthalt:

Vt = Node 1 a rmember x 1= x< a/Amember x r= a< X

Eine Konsequenz dieser Bedingung ist, dass jeder Eintrag hochstens einmal im
Baum vorkommt. Der Test auf Enthaltensein lédsst sich dann so vereinfachen:

member :: Ord a= Tree a— a— Bool
member Null _ = False
member (Node 1 a r) b

| b<a = member 1 b

| a=— b = True

| b>a = member r b

Die Funktion fiir ordnungserhaltendes Einfiigen kann dann so definiert wer-
den:

insert :: Ord a= Tree a— a— Tree a
insert Null a = Node Null a Null
insert (Node 1 a r) b

| b< a = Node (insert 1 b) a r

| b—a=DNode 1 ar

| b>a = Node 1 a (insert r b)

Etwas komplizierter ist das Loschen eines Elements:

delete :: Ord a= a— Tree a— Tree a
delete x Null = Null
delete x (Node 1 y r)

| x <y = Node (delete x 1) y r

| x=y=join 1 r

| x>y = Node 1 y (delete x r)

Sei beispielsweise folgender Baum gegeben:
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Wenn wir danach delete t 9 ausfithren, wird die Wurzel von t geléscht, und
die beiden Unterbédume miissen von join ordnungserhaltend zusammengefiigt
werden:

//_~\\
.10
> A
l\ 10 ) @

Dabei wird der Knoten links unten im rechten Teilbaum (oder der rechts
unten im linken Teilbaum) die Wurzel des neuen Baums.

Wir implementieren dazu eine Funktion splitTree, die den Baum in den
Knoten links unten und den Rest aufspaltet.

join :: Tree a— Tree a— Tree a

join xt Null = xt

join xt yt = Node xt u nu
where

(u, nu) = splitTree yt
splitTree :: Tree a— (a, Tree a)
splitTree (Node Null a t) = (a, t)
splitTree (Node 1t a rt) = (u, Node nu a rt)
where (u, nu) = splitTree 1t

Dabei nehmen wir an, dass xt nicht leer ist, wenn yt nicht leer ist.

5.6 Zusammenfassung
Die Definition eines algebraischen Datetypen T« - - -, hat im Allgemeinen
folgende Form:

dataT'ay -~ ar = K1 Typy - Typy i,

| Ko Typp1 - Typog,
deriving (C1,...,Cy)
Hierin sind die Typ; ; Typausdriicke, in denen die Typvariablen a - - - oy und
auch T vorkommen diirfen. Die Konstruktorfunktionen

Ki = Typ;y — .. — Typ;p,, = Tai---ax

sind verschieden von einander (und verschieden von allen anderen Konstruk-
toren algebraischer Datentypen).
Algebraische Datentypen haben drei wichtige Eigenschaften:
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1. Die Konstruktoren sind total: Jede Anwendung eines Konstruktors auf
Argumente geeigneten Typs liefert einen Wert.

2. Sie sind Konstruktor-erzeugt: Ihre Werte konnen ausschliefllich durch die
(verschachtelte) Anwendung von Konstruktoren aufgebaut werden.

3. Die Werte sind frei erzeugt: Fiir verschiedene Argumente liefert die An-
wendung eines Konstruktors immer auch verschiedene Werte.

Beispiel 5.9 (Nochmal Biume). Fiir den Datentyp Tree a folgert aus den
oben definierten Eigenschaften:

1. Fiir alle Werte v vom Typ a und alle Bdume vom [, r vom Typ Tree a ist
t = Node v lr ein Baum (von Typ Tree a).

2. Jeder Baum t :: Tree a hat entweder die Form ¢ = Null oder die Form
t = Node v [ r, wobei v ein Wert vom Typ a und [, Bidume vom Typ
Tree a sind.

3. Fiir Werte t = Nodewv I r und ¢’ = Node v’ I’ v’ mit (v,l,7) # (v, 1',r") gilt
auch ¢ # /. (Umgekehrt folgt aus ¢ = t/, dass (v,l,r) = (v/,I',7').)

Die erste Eigenschaft macht uns Probleme, wenn wir geordnete Badume im-
plementieren wollen. Mit den Konstruktoren kénnen jederzeit beliebige, also
auch ungeordnete Béume erzeugt werden. Um die Ordnung zu erhalten, miiss-
ten die Konstruktoren Null und Node wverborgen werden, und alleine insert
als Pseudo-Konstruktor benutzbar sein. Diese Operation ist total, erzeugt die
geordneten Béume aber nicht frei, denn

insert (insert t z) x = insert t x

Im néchsten Kapitel werden wir sehen, wie geordnete Baume als abstrakte
Datentypen genau so realisiert werden koénnen.

(Dies ist Fassung 2.4.02 von 4. Februar 2010.)
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6

Abstrakte Datentypen 1

Ein Datentyp heifit abstrakt, wenn seine Eigenschaften allein durch die fiir ihn
definierten Operationen festgelegt sind, wiahrend die Représentation seiner
Werte dem Benutzer verborgen bleibt. Zur Realisierung abstrakter Daten-
typen — aber nicht nur dafiir — braucht man Konzepte zur Kapselung, die
Vereinbarungen zusammenfassen, und einige davon verbergen kénnen, um so
das Prinzip des information hiding zu realisieren.

In diesem Kapitel werden zunéchst anhand des Beispiels der geordneten
Bdume entwickeln, wie ein Datentyp in einem Modul gekapselt werden kann,
wie durch Exportschnittstellen seine Hilfsdefinitionen nach auflen verborgen
bleiben, und wie endlich ein abstrakter Datentyp fiir Mengen entsteht, wenn
auch die Realisierung des Datentypen verborgen wird. Dann betrachten wir die
Realisierungen einiger klassische abstrakter Datentypen in HASKELL: Stapel
(Stack) und Warteschlangen (Queue).

6.1 Konkrete und abstrakte Datentypen

Ein konkreter Datentyp besteht aus der Definition eines Datentypen D und
einer Menge von Operationen auf D. D heifit konkret, weil die Darstellung
seiner Werte vorgegeben ist — in einer funktionalen Sprache geschieht dass das
durch die Definition der Wertkonstruktoren fiir D.

Beispiel 6.1 (Rationale Zahlen). Die rationalen Zahlen Q sind Briiche % von
ganzahligen Zdhlern n und granzzahligen Nennern d (engl. nominator und
denominator). Die arithmetischen Operationen auf rationalen Zahlen sind wie
folgt definiert:

nn' n . n  nd

n n nd+n'd n n  nd-nd

4 nn' .
d d dd’ d d dd’ dd —dd d'd T dn

Die Vergleichsoperationen sind definiert als
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n n

Y I _
Fiaden =nd ~dn' fir ~ € {<, <, #,=,2,>}
In einer funktionalen Sprache kénnte man dies leicht hinschreiben:

type Rat = Rat Integer Integer

plus, minus, times, by :: Rat — Rat — Rat

(Rat n d) ‘plus‘ (Rat n’ d’) =Rat (n *x d’ 4+ n’ * d) (d x d’)
(Rat n d) ‘minus‘ (Rat n’ d’) = Rat (n * d> - n’ % d) (d * d’)
(Rat n d) ‘times‘ (Rat n’ d’) = Rat (n * n’ ) (d * d’)
(Rat n d) ‘by (Rat n’ d’) = Rat (n * d’ ) (d * n’)
1t, le, ne, eq, ge, gt :: Rat — Rat — Rat

(Rat n d) ‘1t‘ (Rat n’ d’) = n * d’> < n’ *x d

(Rat n d) ‘le‘ (Rat n’ d’) = n * d’° < n’ % d

(Rat n d) ‘ne‘ (Rat n’ d’) =n % d’ /=n’ % d

(Rat n d) ‘eq‘ (Rat n’ d’) =n % d> =n’ * d

(Rat n d) ‘ge® (Rat n’ d’) =n % d’ > n’ % d

(Rat n d) ‘gt (Rat n’ d’) =n *d> > n’ *xd

Diese Implementierung macht jedoch einige Probleme, denn Rat hat eine an-
dere Wertemenge als Q:

1. Einige Werte von Rat représentieren iiberhaupt keine rationale Zahl: Der
Nenner einer rationalen Zahl muss immer ungleich Null sein.
2. Rat enthélt (unendlich viele Werte, die jeweils die gleiche rationale Zahl

N . n o men g S
représentieren: 7 = 7= fiir beliebige ganze Zahlen m.

Bei dquivalenten Werte nach 2. haben Nenner und Zahler einen gemeinsamen
Teiler m. Fiir die Darstellung rationaler Zahlen reichen die Briiche % aus, wo
n und d teilerfremd sind, also nicht mehr gekiirzt werden kénnen, und wo der
Nenner nicht negativ ist. Da der Nenner auch nicht Null sein darf, reichen fiir
eine nicht redundante Darstellung von rationalen Zahlen also folgende Briiche
aus:

@z{%|n,d€Z,d>O,gcdnd:1}

Diese Wertemenge lésst sich aber mit den géngigen Tykkonstruktoren nicht
definieren. wegen der Bedingung der Teilerfremdheit.

Wenn wir mit allgemeinen Paaren von ganzen Zahlen rechnen, miissen wir
also vor jeder Operation iiberpriifen, dass keiner der Nenner Null ist, und nach
jeder Operation sicherstellen, dass Zihler und Nenner teilerfremd sind. ! Das
kann man mit der Funktion reduce erreichen:

! Eigentlich ist das fiir die Endergebnisse nétig, denn die Definitionen der Opera-
tionen funktionieren auch so — hiéchstens etwas langsamer.
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reduce :: Integer — Integer — Rat
reduce _ 0 = error "reduce: zero denominator"
reduce n d = Rat (n ‘div‘ g) (d ‘div‘ g) where g = gcd n d

Trotzdem bleibt das Arbeiten mit rationalen Zahlen unbequem. Eigent-
lich sollten sich die Benutzer von rationalen Zahlen nicht mit solchen Details
iher konkreten Darstellung herumschlagen miissen. Wiinschenswert wére eine
Implementierung, die die Invarianten fiir die Elemente von Q schon bei der
Konstruktion “automatisch” sicherstellt, so dass sie danach bei den Operatio-
nen nicht immer tiberpriift werden miissen.

So eine Funktion kénnte leicht implementiert werden; hier definieren wir
die Selektoren (von Zghler und Nenner einer Zahl) gleich mit:

infixl 7 %

¢)) :: Integer — Integer — Rat

x % y = reduce (x x signum y) (abs y)

numerator, denominator : (Integral a) = Ratio a — a
numerator (Rat x _) = x

denominator (Rat _ y) =y

Das hilft wenig, weil mit dem Wertkonstruktor Rat immer noch Zahlen wie
Rat 12 (-4) und Rat 1 0 konstruiert werden kénnen.

Wir miissen die Definition des Datentyps kapseln, d.h. in einen Modul
stecken und erreichen, dass alle Benuzter des Moduls rationale Zahlen nur
noch mit der Operation (%), nicht aber mehr mit Rat konstruieren kénnen.

In Haskell kénnen die Definitionen so in ein Modul gepackt werden:

module Rat
(Rat, (%), nominator, denominator, plus, minus, times, by,
1t, le, ne, eq, ge, gt) where

-- hier kommen die Definitionen

Die Namen in der Klammer werden vom Modul exportiert. Alle anderen blei-
ben nach auflen verborgen — z.B. reduce. Vom Datentyp Rat wird nur de-
sen Name, nicht aber dessen Wertkonstruktor gleichen Namens exportiert.
In einem Modul, der Rat importiert, kénnen nur diese Operationen benutzt
werden. Inbesondere kann der Wertkonstruktor nicht benuztzt werden, und
also bei der Definition von neuen Funktionen auch keine Muster des Typ Rat
gebildet werden.

So dhnlich wie hier vorgestellt sind die rationalen Zahlen in Haskell auch
im Modul Ratio vordefiniert. Folgende Unterschiede sind zu beachten:
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e Der Typ heiit Rational und ist ein Synonym fiir Ratio Integer. Es
kénnen also auch rationale Zahlen iiber Int (den ganzen Zahlen, die die
Hardware unterstiitzt) gebildet werden — auch wenn das wenig Sinn macht.

e Ratio und damit Rational instanziieren die Klassen Eq, Ord, Num, Real,
Fractional, RealFrac, Enum, Read und Show so dass die arithmetischen
Operationen und Vergleichspridikate mit ihren vertrauten Symbolen (+),
(=), (%), (%), (), (L), (==), (/=), (>) und (>) bneutzt werden
konnen.

e Zusitzlich sind noch einige Konversionen mit ganzen und FlieBpunktzahlen
definiert.

Details finden sich in der Bibliothel Ratio.

6.2 Kapselung

Im vorigen Kapitel haben wir geordnete Bdume mit den passenden Opera-
tionen darauf implementiert (vgl. Beispiel 5.8). Es konnte sich lohnen, dies
als ein wiederverwendbares Stiick Software in einem Modul zu kapseln. In
HASKELL dienen Module nicht nur zur Kapselung, sondern definieren auch
Ubersetzungs-Einheiten. Ein Modul wird also getrennt iibersetzt.

Beispiel 6.2 (Gekapselte geordnete Biume). Die Operationen insert und
delete konnen zusammen mit dem Datentyp Tree in einen Modul geschrie-
ben und in einer Datei OrderedTree. hs abgespeichert werden.

module OrderedTree where

data Ord a = Tree a = Null | Node (Tree a) a (Tree a)
deriving (Eq, Read, Show)

insert :: Ord a= Tree a— a— Tree a

insert Null a = Node Null a Null

insert (Node 1 ar) b| b< a = Node (insert 1 b) ar
| b—a=DNode 1 ar
| b>a = Node 1 a (insert r b)

delete :: Ord a=Tree a — a— Tree a
delete Null x = Null
delete (Node 1 y r) x | x <y = Node (delete 1 x) y r
| x=y=join 1 r

| x>y Node 1 y (delete r x)

join :: 0Ord a = Tree a— Tree a— Tree a
join xt Null = xt
join xt yt = Node xt u nu
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where
(u, nu) = splitTree yt
splitTree :: Ord a = Tree a— (a, Tree a)
splitTree (Node Null a t) = (a, t)
splitTree (Node 1t a rt) = (u, Node nu a rt)
where (u, nu) = splitTree 1t

Diesen Modul kénnen wir in einem anderen Modul importieren:

module Use where
import OrderedTree

Danach kénnen wir die Definitionen des Moduls benutzen, als stiinden sie in
Use selber.

Oft werden wir nicht alle Definitionen eines Moduls exportieren wollen:
Die Operation join ist z. B. eine Hilfsfunktion, die nur lokal benutzt werden
sollte. Wollen wir sie im Modul OrderedTree verbergen, miissen wir in seinem
Kopf angeben, welche Definitionen exportiert werden sollen. Andern wir also
den Modulkopf wie folgt:

module Orderedtree (Tree(..), -- a type with constructors
-= Null :: Tree a
-— Node :: Tree a -> a -> Tree a —-> Tree a
member, -— Ord a=> Tree a -> a-> Bool
insert, -— Ord a=> Tree a -> a-> Tree a
delete -— 0Ord a=> Tree a -> a—> Tree a
) where

Dann werden alle Definitionen bis auf das ausgelassene join exportiert. (In
der Exportliste diirfen nur die Namen der exportierten Definitionen stehen;
deshalb schreiben wir ihre Typen dahinter, damit im Kopf des Moduls alle we-
sentlichen Informationen fiir seine Benutzung beisammen stehen. Die Zeichen
“(..)” hinter dem Typnamen Tree bedeuten, dass seine Wertkonstruktoren
Null und Node zusammen mit dem Typnamen exportiert werden sollen. Das
kann dazu fithren, das im Modul Use mithilfe der Konstruktoren “ungeordne-
te” Baume wie

t = Node (Node Null 4 Null) 3 (Node Null 2 Null)

konstruiert werden. Dann funktionieren Aufrufe wie delete t 4 oder insert t 2
nicht richtig, weil die Invariante fiir geordnete Baume verletzt ist.

Dies kann man verhindern, indem man die Konstruktoren Null und Node
verbirgt und Tree zu einem abstrakten Datentyp macht, der nur durch die ex-
pliziten Operationen definiert ist. Dies kann man durch Weglassen von “(..)”
nach Tree in der Export-Schnittstelle erreichen. Leider stellt sich dann das
néchste (kleine) Problem: Wie kénnen die Werte des Typs ohne die Wertkon-
struktoren aufgebaut werden? Die Funktion insert fiigt zwar ein Element in
einen Baum ein, aber es gibt keine Moglichkeit, einen leeren Baum (Null)
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zu erzeugen. Wir definieren dafiir eine Konstante empty und exportieren sie.
Gleichzeitig fithren wir auch noch eine weitere Operation enumeration ein, die
alle Eintréige eines geordneten Baumes aufzéhlt, sowie ein Pradikat contains,
das feststellt, ob ein Element in einem Baum bereits vorhanden ist.

module OrderedTree (Tree, -- an abstract type

empty, -— Tree a

isEmpty, -— Tree a -> Bool
insert, -— 0Ord a => Tree a -> a—> Tree a
delete, -— 0Ord a => Tree a -> a—> Tree a
contains, -— 0Ord a => Tree a -> a—> Bool
enumeration -- Ord a => Tree a -> [a]
) where

-- Definition von insert und delete

empty :: Tree a
empty = Null

isEmpty :: Tree a — Bool
isEmpty Null = True
isEmpty _ = False

contains :: Ord a= Tree a— a— Bool

contains Null _ = False

contains (Node 1 ar) b= (b < a && contains 1 b)
[l b= a
[l ( b>a && contains r b)

enumeration :: Ord a = Tree a— [a]
enumeration Null =11
enumeration (Node 1 a r) = (enumeration 1) ++ [a]l ++ (enumeration r)

Nun definiert OrderedTree einen abstrakten Datentyp, denn jedes Modul, das
diesen Typ importiert, kennt von Tree nur den Namen und die exportierten
Operationen, weifl aber nichts iiber die Darstellung seiner Werte.

Das hat einerseits den kleinen Nachteil, dass in einem importiernden Mo-
dul weitere Funktionen auf Tree nur als Kombination der exportierten Ope-
rationen definiert werden kénnen und nicht durch primitive Rekursion iiber
den (dort nicht bekannten) Wertkonstruktoren.

Andererseits hat es den grofien Vorteil, dass jeder importierende Modul nur
noch geordnete Béume konstruieren kann (mit empty und insert), so dass
die Operationieren immer funktionieren. Auflerdem kann die Implementierung
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von OrderedTree geéindert werden, ohne dass dies in den importierenden Mo-
dulen bemerkt wird, solange die Operationen das Gleiche tun. Dies ist eine
wesentliche Voraussetzung fiir Programmentwicklung im Groflen.

6.3 Klassische abstrakte Datentypen

In den folgenden Unterabschnitten werden wir zwei bekannte abstrakte Da-
tentypen in HASKELL definieren.

6.3.1 Speicher

In diesem Abschnitt betrachten wir ein sehr einfaches Beispiel fiir einen ab-
strakten Datentyp, bei dem die Schnittstelle auf verschiedene Arten realisiert
werden kann.

Beispiel 6.3 (Speicher). Ein Speicher ist ein Datentyp Store a b, der para-
metrisiert ist {iber einem Indextyp a (der vergleichbar oder besser noch total
geordnet sein sollte) und mit einem Wertetyp b. Der Speicher hat drei Ope-
rationen:

e Die Konstruktor-Operation initial ::Store a b schafft einen leeren Spei-
cher.

e Die Selektor-Operation value ::Store a b—a— Maybe b liest den unter
einem Index abgelegten Wert. Thr Ergebnistyp ist Maybe b, weil der Wert
undefiniert sein kénnte.

e Die Operation update ::Store a b—a — b— Store a b setzt den Wert
fiir einen Index.

Wir schreiben den abstrakten Datentyp als einen Modul Store in eine
Datei Store.hs und versehen den Modul mit folgender Export-Schnittstelle:

module Store(Store, -- an abstract type
initial, —-- Store a b
value, -- Eq a => Store a b—> a-> Maybe b
update, -- Store a b-> a-> b-> Store a b
) where

Die semantischen Eigenschaften, die wir von einem Speicher erwarten, sind
damit noch nicht beschrieben. Informell kénnten wir sie so angeben:

1. Die Funktion value liefert just denjenigen Wert zuriick, der fiir einen
Index x zuletzt mit update abgespeichert wurde.
2. Wurde bisher kein Wert fiir x abgespeichert, ist dies ein Fehler.

Formal konnten wir den Zusammenhang der Operationen durch algebraische
Gleichungen etwa so beschreiben
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value initial = Nothing (6.1)
Just b =
value(update sab)x = { e wen v =a (6.2)
value s sonst
update(update s ab)ab = update sa b’ (6.3)

Das geht aber nicht in HASKELL, oder allenfalls als Kommentar. Mindestens
eine informelle Beschreibung der Eigenschaften gehort aber zu jeder Schnitt-
stelle dazu, damit ein abstrakter Datentyp korrekt benutzt werden kann, ohne
die Implementierung zu kennen.

Die Schnittstelle kann nun implementiert werden, und zwar im Verbor-
genen. Insbesondere konnen wir verschiedene Implementierungen entwickeln
und eine durch die andere ersetzen, ohne das die Benutzer des abstrakten
Datentypen es bemerken.

Die erste Implementierung stellt den Speicher als Paarliste dar. (Der Typ
muss als Datentyp mit als data oder newtype definiert werden, wenn seine
Konstuktoren verborgen werden sollen, nicht mit type.)

data Store a b = St [(a, b)] deriving Show

Der leere Speicher wird als leere Liste dargestellt. Die Funktion update hiangt
ein neues Index-Werte-Paar vorne an die Liste an, und value sucht nach dem
ersten Paar mit passenden Index. (Deshalb ist es unwichtig, ob update ein
schon abgespeichertes Paar oder ein neues eintrégt.)

initial = St []

value (St [1 ) x = Nothing
value (St ((a,b):st)) x
| a=x = Just b
| otherwise = value (St st) x

update (St 1s) a b = St ((a, b): 1s)

Andere Implementierungen des Speichers sind denkbar: Geordnete Lis-
ten, Baume oder sogar Funktionen — aber dass Funktionen auch Daten sein
konnen, werden wir erst im néchsten Kapitel sehen.

Eine Schnittstelle kann also auf verschiedene Arten implementiert werden,
ohne dass dies fiir den Benutzer relevant ist, weil er den Datentyp nur iiber
die Operationen in der Schnittstelle benutzt.

Wenn wir den Modul Store in einem Modul Main benutzen wollen, miissen
wir schreiben

module Main where
import Store

Im Rumpf von Main kénnen wir nun die exportierten Namen von Store be-
nutzen, um Werte vom Typ Store a b anzulegen und zu bearbeiten. Aufler
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diesen Namen wissen wir nichts iiber die Représentation des Speichers, insbe-
sondere kennen wir seinen Wertkonstruktor und seinen Komponententyp nicht
und koénnen damit auch kein pattern matching benutzen, um weitere Funk-
tionen auf dem Speicher zu definieren. Dazu konnen wir nur die exportierten
Funktionen benutzen.

Deshalb ist es wichtig, fiir jeden abstrakten Datentyp einen wvollstindigen Satz
von Operationen zu definieren:

Konstruktoren wie initial und update, die Werte aufbauen.

Selektoren wie value, die auf Komponenenten des Datentyps zugreifen.
Ggf. Prddikate, die Eigenschaften des Datentyps bestimmen. Fiir den Spei-
cher hitte man beispielsweise eine Funktion isStored vorsehen konnen,
die ermittelt, ob fiir einen Index ein Wert abgespeichert ist. In der vor-
liegenden Schnittstelle kann man diese Funktion jedoch aus der Funktion
value ableiten:

isStored :: Eq a = Store a b — a — Bool
isStored st x = value st x /= Nothing

6.3.2 Stapel und Warteschlangen

Stapel (oder “Keller”, engl. stacks) und Warteschlangen (queues) sind die ab-
strakten Datentypen schlechthin. Wir stellen die Schnittstellen in einer Tabelle
einander gegeniiber:

Bestandteil Stack Queue

Typ St a Qu a

Initialwert empty ::St a empty :: Qu a

Wert eintragen|push ::St a —a — St alenq @ Qu a —a— Qu a
Wert lesen top :: St a—a first ::Qu a— a

Wert 16schen |pop :: St a— St a deq : Qu a—Qu a
Leerheitstest |isEmpty ::St a—Bool |isEmpty ::Qu a— Bool

Waéhrend ihre Signaturen annihernd gleich sind, haben Stapel und Schlange
eine unterschiedliche Semantik: Der erste realisiert das Prinzip “last in, first
out” | die zweite das Prinzip “first in, first out”. Dementsprechend unterschei-
den sich auch ihre Implementierungen.

Beispiel 6.4 (Implementation eines Stapels als Liste). Dies ist sehr einfach,
weil sich die Strukturen von Listen und Stapeln eins zu eins entsprechen: Der
Konstruktor empty ist die leere Liste [], der Konstruktor push ist der Listen-
konstruktor (:), die Selektoren top und pop entsprechen den Listenselektoren
head und tail und das Pradikat isEmpty entspricht dem Leerheits-Préadikat
null.
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module Stack (St, empty, push, pop, top, isEmpty) where
data St a= St [a] deriving (Show, Eq)

empty :: St a
empty = St []

push :: St a — a — St a
push (St s) a = St (a:s)

top i St a— a
top (St []) = error "Stack: top on empty stack"
top (St s) = head s

pop = St a— St a
pop (St [1) = error "Stack: pop_on empty stack"
pop (St s) St (tail s)

isEmpty :: St a— Bool
isEmpty (St s)= null s

Beispiel 6.5 (Implementation von Queue). Die einfachste Darstellung einer
Schlange ist ebenfalls eine Liste. Weil neue Elemente immer hinten angefiigt
werden miissen, héitte dann enq linearen Aufwand. Deshalb reprisentieren wir
die Schlange als ein Paar von Listen:

e Die erste Liste enthélt die zu entnehmenden Elemente.
e Die zweite Liste enthélt die hinzugefiigten Elemente in umgekehrter Rei-
henfolge.

Die Schlange ist leer, wenn beide Listen leer sind. Bei den “selektieren-

den” Operationen first und deq wird {iberpriift, ob die erste Liste leer ist;

notigenfalls wird dann die zweite Liste umgekehrt in die erste Liste gesteckt.
Damit sieht der Modul so aus:

module Queue(Qu, empty, isEmpty,
enq, first, deq) where

data Qu a = Qu [a] [a]

empty :: Qu a
empty = Qu [1 []

isEmpty :: Qu a— Bool
isEmpty (Qu xs ys) = null xs && null ys
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2 Qua— a— Qu a
enqg (Qu xs ys) x = Qu xs (x:ys)
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first :: Qu a— a

first (Qu (x:_) _ ) =x

first (Qu [] ys) = first (Qu (reverse ys) [])
first (Qu [] [1) = error "Qu: first, of empty, Q"
deq  Qu a— Qu a

deq (Qu (_:xs) ys) = Qu xs ys
deq (Qu [] ys) = deq (Qu (reverse ys) [1)
deq (Qu [] []) = error "Qu:,deqof empty Q"

Betrachten wir eine Sequenz von Operationen, die damit definierte Schlange
und die Représentation mit zwei Listen:

Operation Queue Darstellung
empty Qu [1, [

enq 9 9 Qu [91, (1

enqg 4 9—4 Qu [9]1, [4]
deq 4 Qu [4]1, 01

enq 7 4 -7 Qu [4]1, [7]
enq 5 4—-7-5 Qu [4]1, [5, 7]
deq 7—5 Qu (7, 5], 01
deq 7 Qu [5], 01
deq Qu [1, 01

Immer wenn die erste Liste leer ist, fiillt deq sie wieder mit hinzugefiigten
Elementen auf.

6.4 Haskells Eck

6.4.1 Module

Module im Allgemeinen konnen zu nicht nur zur Definition von abstrakten
Datentypen benutzt werden.

Module bilden die Ubersetzungseinheiten eines HASKELL-Programms, in
dem Teile des Programms als Datei abgespeichert und von einem HASKELL-
System wie hugs iibersetzt werden konnen. Jeder Modul kapselt eine Menge
von Typen, Funktionen und Klassen. Ein Modul kann in einer Exportschnitt-
stelle die Klassen, Typen und Funktionen nennen, die beim Import des Moduls
sichtbar sind. Er kann andere Module ganz oder teilweise importieren.

Ein Modul in der Datei (Name).hs (oder (Name).1hs) ist so aufgebaut:

module Name [(exportierte Bezeichner)] where Importe RumpfDefinitionen
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Wenn die geklammerte Liste der exportierten Bezeichner fehlt, werden alle
Definitionen des Modulrumpfes exportiert; bei Typdefinitionen einschliefllich
ihrer Konstruktoren.

Wenn ein mit newtype oder data definierter Typkonstruktor 7" in der
Liste der exportierten Definitionen auftaucht, wird nur der Name von T ex-
portiert. Sollen auch die Wertkonstruktoren des Typs exportiert werden, muss
man dies mit 7'(..) angeben; ein anderer Modul, der T importiert, kennt dann
die Représentation von 7" und kann Funktionen iiber 7" mit Mustervergleich
(pattern matching) definieren. Die Représentation von mit mit type definier-
ten Typsynonymen ist immer sichtbar.

Importe von Modulen haben die Form

import Modulname [as Modulname] [qualified]| [hiding] (Bezeichner)

Ohne die geklammerte Liste “(Bezeichner)” wird alles importiert. Mit as
wird der Modulname innerhalb des importierenden Moduls umbenannt. Wird
qualified angegeben, muss jeder importierte Name n im importierenden Mo-
dul qualifiziert werden, also in der Form “Modulname.n” benutzt werden.Mit
hiding wird erreicht, dass die in Klammern genannten Bezeichner versteckt
werden:

import Prelude hiding (foldr)
foldr f e 1s = ...

Mit qualified und hiding kann man also Namenskonflikte zwischen den Na-
men von Modulen auflésen.

(Dies ist Fassung 2.6.03 von 4. Februar 2010.)
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Mehr Abstrakte Datentypen

Nachdem wir im letzten Kapitel die grundlegenden Eigenschaften abstrakter
Datentypen beschrieben haben und dabei eher einfache Beispiele betrachtet
haben, soll es in diesem Kapitel um Beispiele gehen, die fiir das praktische
Programmieren von grofler Bedeutung sind: Mengen, Felder und ...

7.1 Mengen als abstrakte Datentypen

Stapel und Schlange sind gut und schon, aber auch sehr einfach. Ein etwas
niitzlicherer abstrakter Datentyp ist die Menge, also eine Ansammlung von
Elementen, in der kein Element doppelt auftritt und die Ordnung der Ele-
mente nicht relevant ist. Als Basis-Operationen auf Mengen betrachten wir:

die leere Menge,

das Einfiigen eines Elements,

das Loschen eines Elements,

das Leerheits-Priadikat,

das Enthaltenseins-Pridikat, und

eine Operation, die die Elemente einer Menge als Liste aufzéhlt.

Damit lassen sich dann weitere Operationen, wie Vereinigung, Durchschnitt
und Mengendifferenz, Teilmengen-Pradikat usw. leicht definieren.

Mengen konnen als ein Typ Set a definiert werden, dessen Elemente min-
destens vergleichbar sein miissen (um doppelte Eintrige festzustellen). Fiir
effizientere Implementierungen von Mengen werden wir dann geordnete Ele-
menttypen brauchen. Die Schnittstelle des abstrakten Datentyps kénnte so
aussehen:

module Set (Set, -- abstract datatype
empty, -- Set a
isEmpty, -- Set a-> Bool

insert, delete, -— 0Ord a => a-> Set a-> Set a
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contains, -— 0Ord a => Set a—> a-> Bool
enumeration -- Set a-> [a]
) where
{-- properties ————————————————————————————————————
1sEmpty empty = True
1sEmpty (insert _ _) = False
z /=y =
insert = (insert y s) = insert y (insert = s)
insert = (insert ¢ s) = insert z s
delete © empty = empty
delete z (insert © s) =s
contains empty T = False
contains (insert = _) z = True  ———— }

7.1.1 Mengen als Listen

Die einfachste Implementierung von Mengen sind sicher die Listen. Doppel-
te Eintrdge werden beim Einfiigen durch Aufruf der vordefinierten Funktion
nub:: Eq a = [a] — [a] entfernt, die aus der Bibliothek List importiert wer-
den muss. Die anderen Mengenoperationen kénnen eins zu eins durch entspre-
chende Konstruktoren und vordefinierte Funktionen auf Listen implementiert
werden. Die Operation (\\) :: (Eq a) =[a]l — [a] — [a] implementiert
Listendifferenz; I3 \\ {3 entfernt also jeweils ein Vorkommen jedes Elements
von ¢y aus £;.!
Daher erfiillen alle Listen, die eine Menge darstellen, die Invariante

V¢ e Set a:nubl=1{ (7.1)
import List (intersperse, nub, (\\))
newtype Set a = Set [a]

empty :: Set a
empty = Set []

isEmpty :: Set a — Bool
isEmpty (Set xs) = null xs

insert :: Eq a = Set a — a — Set a
insert (Set xs) x = Set (nub (x: xs))

delete :: Eq a= Set a — a — Set a

1 Statt des Schliisselworts newtype kénnen wir hier data lesen; genaueres hierzu
steht in Abschnitt 7.3.2.
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delete (Set xs) x = Set (xs \\ [x])

contains :: Eq a = Set a— a— Bool
contains (Set xs) x = x ‘elem‘ xs

enumeration :: Set a— [a]
enumeration (Set xs) = xs

Diese Implementierung ist nicht effizient, denn insert, delete und contains
haben linearen Aufwand.

7.1.2 Mengen als geordnete Biume

Eine etwas bessere Implementierung wéren die geordneten Bdume, die wir in
Abschnitt 6.2 entwickelt haben.

Dazu importieren wir OrderedTree. Weil dieses Modul eine Ordnung auf
den Elementen braucht, miissen wir das auch fiir den Modul SetAsOrderedTree
fordern

module SetAsOrderedTree (Set, -- an abstract type
empty, -- Set a
isEmpty, -- Set a-> Bool
insert, delete, -- Ord a => a—> Set a—> Set a
contains, -— 0Ord a => Set a—-> a-> Bool
enumeration -- Set a-> [a]
) where

import qualified OrderedTree as T

Wir implementieren den Modul qualifiziert, so dass seine exportierten Namen
mit dem Modulnamen qualifiziert werden miissen, weil sonst Namenskonflikte
entstehen wiirden. Wir benennen OrderedTree in T um, damit die Namen
handlich bleiben.

Wir definieren Set wieder als newtype und kénnen danach die Operatio-
nen fiir geordnete Bdume eins zu eins iibernehmen:

newtype Ord a = Set a = Set (T.Tree a)
empty = Set T.empty

isEmpty (Set t) = T.isEmpty t

insert x (Set t) = Set (T.insert t x)
delete x (Set t) = Set (T.delete t x)

contains (Set t) x = T.contains t x
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enumeration (Set t) = T.enumeration t

instance (0Ord a,Show a) = Show (Set a) where

show t = "{" 44 concat (intersperse "," elements) ++ "}"
where elements :: [String]
elements = [show x | x < enumeration t]

Wir bilden eine Instanz von Show, damit Mengen “ziinftig” als Zeichenketten
dargestellt werden konnen.

Geordnete Bdume fiihren dazu, dass die Operationen insert, delete und
contains im Mittel den Aufwand O(logn) haben, ndmlich dann, wenn al-
le Knoten im Baum anndhernd gleich hohe Teilbdume haben. Werden die
Elemente aber in einer ungiinstigen Reihenfolge eingefiigt, kann der Baum zu
einer Liste degenerieren, in dem die linken bzw. rechten Teilbdume der Knoten
jeweils leer sind. (Das passiert, wenn die Elemente geordnet bzw. umgekehrt
geordnet eingefiigt werden.) Im schlechtesten Fall haben die Operationen dann
doch wieder linearen Aufwand. Im néchsten Abschnitt werden wir das weiter
verbessern.

7.1.3 AVL-Biume

Das Degenerieren von geordneten Baumen zu Listen kann verhindert werden,
wenn die Knoten des Baumes notigenfalls balanciert werden. Wir entwickeln
eine Implementierung von AVL-Bdumen, die nach Adelson-Velskii und Lan-
dis [AVL62] benannt sind. An der Schnittstelle &ndert sich — bis auf die Namen
des Moduls und des Typs nichts:

module AVLTree (AVLTree,

empty, -- AVLTree a

isEmpty, -- AVLTree a-> Bool

insert, delete, -— 0Ord a => a—> AVLTree a-> AVLTree a
contains, -— 0Ord a => a—> AVLTree a-> Bool
enumeration -— AVLTree a-> [a]

) where

Ein AVL-Baum ist ausgeglichen, wenn der Hohenunterschied zwischen
den zwei Unterbdumen eines Knotens hochstens eins betrégt und diese Un-
terbdume selbst auch ausgeglichen sind. Fiir alle Knoten n =Node [ a r in so
einem Baum gilt also die Invariante

balanced n <= | height | — height r| < 1 A balanced I A balanced r

Weil die Hohe eines Baums an vielen Stellen gebraucht wird, wird sie in jedem
Knoten abgespeichert.

data AVLTree a = Null
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| Node Int (AVLTree a) a (AVLTree a)
deriving Eq

Alle Operationen miissen Ausgeglichenheit als Invariante bewahren. Beim
Einfiigen und Loschen miissen dazu ggf. Unterbdume rotiert werden.

Zunéchst jedoch die weitgehend unverdnderten Operationen: die leere
Menge, Leerheits- und Enthaltenseins-Pradikat und die Funktion zur Aufzihlung
der Elemente.

empty :: AVLTree a
empty = Null

isEmpty :: AVLTree a — Bool
isEmpty Null = True
isEmpty _ = False

contains :: Ord a= AVLTree a — a— Bool
contains Null e = False
contains (Node _ 1 ar) e=—a—e¢e e < a && contains 1 e

e > a && contains r e

_ [
[
enumeration :: AVLTree a— [a]

enumeration Null =[]
enumeration (Node _ 1 a r) = enumeration 1 ++ [a] ++ enumeration r

Fiir die restlichen Operationen brauchen wir einige Hilfsfunktionen. Die Funk-
tion mkNode legt einen Knoten an und setzt seine Hohe mit der Funktion ht,
die die Hohe nicht rekursiv berechnet, sondern auf den in den Wurzelknoten
der Unterbdume gespeicherten Wert zugreift.

mkNode :: AVLTree a— a— AVLTree a— AVLTree a
mkNode 1 n r = Node h 1 n r where h = 1+ max (ht 1) (ht r)

ht :: AVLTree a— Int
ht Null =0
ht (Node h ) =nh

Abbildung 7.1 stellt eine Situation dar, in der ein Baum nicht ausgeglichen
ist. Das kann durch Loschen oder Einfiigen passieren. Dann muss die Ausge-
glichenheit durch Rotieren der Unterbdume wiederhergestellt werden.

Dafiir gibt es zwei Basisoperationen, Linksrotation und Rechtsrotation, die
in den Abbildungen 7.2 und 7.3 illustriert sind.

rotl :: AVLTree a— AVLTree a
rotl (Node _ xt y (Node _ yt x zt)) =
mkNode (mkNode xt y yt) x zt

rotr :: AVLTree a— AVLTree a
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Abb. 7.1. ein nicht ausgeglichener Baum
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Abb. 7.2. Linksrotation
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Abb. 7.3. Rechtsrotation

rotr (Node _ (Node _ xt y yt) x zt) =
mkNode xt y (mkNode yt x zt)

Die Funktionen rotl und rotr miissen dazu benutzt werden, Ausgegli-
chenheit sicherzustellen. Folgende Fille miissen unterschieden werden:

1. Der Unterbaum rechts auffen ist zu hoch. Dann hilft einfache Linksrota-
tion, siehe Abbildung 7.4.

2. Der Unterbaum rechts innen ist zu hoch oder gleich hoch wie der rechts
auflen. Dann muss der rechte Unterbaum durch Rechtsrotation ausgegli-



7.1. Mengen als abstrakte Datentypen 101

chen werden, bevor der Baum selber durch Linksrotation ausgeglichen
werden kann. siche Abbildung 7.5.

Die spiegelbildlichen Fille 3 und 4, in denen der linke Baum zu hoch ist,
konnen spiegelbildlich durch Rechtsrotation gelost werden, wobei vorher der
linke Unterbaum links rotiert werden muss, wenn dessen innerer Unterbaum
zu hoch war.

Wir brauchen noch zwei weitere Hilfsfunktionen, um die Ausgeglichen-
heit sicherzustellen: bias t berechnet die Balance eines Baumes t, und
mkAVL 1t x rt konstruiert neuen AVL-Baum mit Knoten x (unter der Vor-
aussetzung, dass der Hohenunterschied zwischen 1t und rt hochstens zwei
betrigt).

Dabei miissen folgende Fille unterschieden werden:

1. Rechter Teilbaum zu hoch:
a) Unterbaum rechts ist auflen zu hoch:bias< 0
b) Unterbaum rechts ist innen zu hoch: bias> 0
2. Linker Teilbaum zu hoch:
a) Unterbaum links ist innen zu hoch: bias> 0
b) Unterbaum links ist auflen zu hoch: bias< 0

bias :: AVLTree a— Int
bias (Node _ 1t _ rt) = ht 1t - ht rt
mkAVL :: AVLTree a— a— AVLTree a— AVLTree a
mkAVL 1t x rt
| hI+l< hr = if bias rt < 0
then rotl (mkNode 1t x rt)
else rotl (mkNode 1t x (rotr rt))
| hrtl< hl = if bias 1t > 0
then rotr (mkNode 1t x rt)
else rotr (mkNode (rotl 1t) x rt)
| otherwise = mkNode 1t x rt
where hl = ht 1t
hr = ht rt

Nun kénnen wir Einfligen und Léschen implementieren, wobei ggf. ausge-
glichen wird.

insert :: Ord a= a— AVLTree a— AVLTree a
insert a Null = mkNode Null a Null
insert x (Node n 1 a r)

| x < a= mkAVL (insert x 1) ar

| x=a=Nodenlar

| x> a=mkAVL 1 a (insert x r)

delete :: Ord a= a— AVLTree a— AVLTree a
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delete x Null = Null

delete x (Node h 1 y r)
| x < y = mkAVL (delete x 1) y r
| x=y=join 1 r
| x> y=mkAVL 1 y (delete x r)

Die Verwendung mkAVL garantiert die Invariante (Ausgeglichenheit).
Die Hilfsfunktion join fiigt zwei Baume ordnungserhaltend zusammen, wie
wir es schon bei geordneten Bdumen im vorigen Abschnitt gesehen haben.

join i1 AVLTree a— AVLTree a— AVLTree a
join 1t Null = 1t
join 1t yt = mkAVL 1t u nu where
(u, nu) = splitTree yt
splitTree :: AVLTree a— (a, AVLTree a)
splitTree (Node h Null a t) = (a, t)
splitTree (Node h 1t a rt) =
(u, mkAVL nu a rt) where
(u, nu) = splitTree 1t

Beispiel 7.1 (Strukturelle Rekursion iiber AVL-Bdumen). Auch iiber AVL-
Baumen kann die primitive Rekursion als Kombinator extRahiert werden:

foldAVL :: (Int— b— a— b— b)— b— AVLTree a— b
foldAVL f e Null = e
foldAVL f e (Node h 1 a r) =

f h (foldAVL f e 1) a (foldAVL f e r)

Das Aufzihlen der Menge kann dann als Inorder-Traversion (via fold) defi-
niert werden.

enum :: Ord a= AVLTree a— [a]
enum = foldAVL (\h t1 x t2— ti++ [x]++ t2) []

Das Enthaltensein- Pridikat kann ebenfalls mit fold definiert werden.

elem :: Ord a= a— AVLTree a— Bool
elem e = foldAVL (\h bl x b2— e — x || bl || b2) False

7.1.4 Mengen als AVL-Baume

Nun kénnen wir Mengen als AVL-Béume realisieren.

module SetAsAVLTree (Set, -- an abstract type
empty, -- => Set a
isEmpty, -- => Set a-> Bool
insert, delete, -- Ord a => a—> Set a—> Set a

contains, -— 0Ord a => Set a—-> a-> Bool
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enumeration, -- => Set a-> [a]
) where

import qualified AVLTree as A

Auch hier wird das Modul AVLTree qualifiziert importiert und umbenannt,
und Set als newtype definiert:

newtype Set a = Set (A.AVLTree a)

empty = Set A.empty

isEmpty (Set t) = A.isEmpty t

insert x (Set t) = Set (A.insert x t)
delete x (Set t) = Set (A.delete x t)
contains (Set t) x = A.contains t x

enumeration (Set t) = A.enumeration t

7.1.5 Reichhaltigere Mengen

Die Implementierungen von Mengen haben nur sehr wenige Operationen rea-
lisiert. Natiirlich méchte man Mengen vereinigen, schneiden, ihre Differenz
bilden.

Dies kann man immer noch tun. Es zeigt sich nadmlich, dass die bereits
implementierten Basis-Operationen ausreichen, um auch diese Mengenopera-
tionen zu definieren, als abgeleitete Operationen. Dazu importieren wir eines
der Module (SetAsAVLTree), die Mengen implementieren, in ein neues Modul
RichSet. Dazu spendieren wir noch eine FUnktion set, mit der Listen in Men-
gen konvertiert werden koénnen. (Da wir die Schnittstelle von SetAsAVLTree
nur erweitern wollen, “re-exportieren” wir die gesamte Exportliste des Mo-

duls.

module RichSet (set, -— :: 0Ord a = [a]-> Set a
union,
intersection,
difference, -= :: Ord a=> Set a—> Set a—> Set a

module SetAsAVLTree
) where

import SetAsAVLTree

Mithilfe der Operation enumeration kénnen die Mengen in Listen umgewan-
delt werden, und die Listenkombinatoren foldr, map und filter benutzt
werden, um die neuen Funktionen zu definieren.
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set :: Ord a = [a]— Set a
set = foldr insert empty

union, intersection, difference :: Ord a = Set a— Set a— Set a
union s = foldr ($) s o map insert o enumeration
difference s = foldr ($) s o map delete o enumeration

intersection s = foldr insert empty
o filter (contains s) o enumeration

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass die Operationen von RichSet nicht
von der konkreten Implementierung der Basisoperationen abhéingen. Wenn
man nur diese Basisoperationen neu implementiert, bekommt man “automa-
tisch” eine neue reichhaltige Implementierung von Mengen.

7.2 Abschlielende Bemerkungen

Auch die meisten Module in der HASKELL-Bibliothek definieren abstrakte
Datentypen. Das gilt auch fiir vordefinierte Zahlentypen, denn die interne
Darstellung der Zahlenwerte wird verborgen und wird allein iiber die auf ihnen
definierten Operationen definiert:

e Thre Konstruktoren sind einerseits die Zahlenliterale wie 42, 3.1415 und
12.4e-8, mit denen Zahlenwerte direkt hingeschrieben werden konnen,
andererseits vordefinierte Konstanten wie maxInt und pi.

e Selektoren gibt es nicht, weil die Datentypen atomar sind. (Bei Gleit-
punktzahlen kénnte man dariiber streiten; wirklich kann man fiir Werte
der Klasse Floating auf Komponenten wie die Mantisse zugreifen.)

e Inspektionsoperationen sind beispielsweise die Gleichheits- und Ordnungs-
relationen.

7.3 Haskells Eck

7.3.1 newtype-Definitionen

Ein abstrakter Datentyp darf nicht als Typsynonym (mit type) definiert wer-
den, weil Synonyme reine Abkiirzungen sind keine neuen Typen einfiithren,
deren Darstellung man verbergeb konnte. Algebraische Datentypen (definiert
mit data) fithren einen neuen Typ ein, dessen Werte mit Konstruktoren kon-
struiert werden und deshalb von allen anderen Datentypen unterschieden wer-
den konnen.
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Gerade abstrakte Datentypen moéchte man oft als neue Typen einfiihren,
ohne den Mehraufwand fiir die Anwendung der Konstruktoren zu haben.
Dalfiir gibt es eine weitere Art von Typdefinition:

newtype [ Context =|T oy ap = Kty ...ty, [ deriving (C4,...,C,) ]

Der Typ T ist ein neuer Typkonstruktor mit genau einem (Pseudo-) Wert-
konstruktor K. Die Werte von 7" miissen im Programm mit K “verpackt”
hingeschrieben werden — bei der Auswertung wird der Konstruktor K intern
aber nicht auf die Werte angewendet, also kein Knoten erzeugt.

7.3.2 Klassen-Instantiierung

Dieser Abschnitt gehort thematisch noch in das Kapitel 5. Dort haben wir
gesehen, wie wir die Operationen vordefinierter Typklassen fiir einen algebrai-
schen Datentyp mit “...deriving ...” automatisch ableiten lassen kénnen.

Hier wollen wir nachtragen, unter welchen Bedingungen Klasseneigenschaf-
ten automatisch abgeleitet werden kénnen, und wie man selbst einen Typ zur
Instanz einer Klasse machen kann.

Ableiten einer Klasseninstanz

Fiir einen algebraischen Datentyp

data Context = T o1 ---ap, = K3 Typu e Typl.,kl

| Ko Typpg - Typ i,
deriving (Cy,...,Cp)

kann eine Instanz fiir eine der vordefinierten Typklassen
C € {Eq, Ord, Enum, Bounded, Show, Read}

unter folgenden Bedingungen automatisch abgeleitet werden:

1. Es gibt einen Kontext Context’, so dass sich fiir alle Komponententypen
ableiten ldsst:

Context’ = CTyp, ;

2. Wenn C' = Bounded, muss T ein Produkttyp oder ein Aufzdhlungstyp
sein; d.h., n =1 oder k; =0 fiir 1 < j < n.

3. Wenn C = FEnum, muss T ein Aufzéhlungstyp sein; d.h., k; = 0 fiir
I<j<n.

4. Es darf keine explizite Instanzvereinbarung geben, die T' zu einer Instanz
von C' macht.
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Analoges gilt fiir eine newtype-Vereinbarung, die die allgemeine Form hat:

newtype Context =T a1 ---ar = K Typ, ... Typ,
deriving (C1,...,Cp)

Instantiierung einer Klasse

Alle algebraischen Typen kénnen zur Instanz einer Klasse gemacht werden,
indem sie explizit als Instanz vereinbart werden. Eine Instanzvereinbarung
hat die Form

instance Context = C' Typ where

function declaration

function declaration,,

Fiir die Instanz miissen wenigstens die fiir C' geforderten Funktionen defi-
niert werden; es konnen auch alle Funktionen der Klasse definiert werden.
Damit werden die default-Vereinbarung der Klasse im objektorientierten Sin-
ne uberschrieben. Eine Instanz hingt von einem Context ab, wenn der Typ
Typ parametrisiert ist und die Instantiierung nur gemacht werden kann (soll),
wenn die Parameter ihrerseits Instanzen von C' oder von anderen Klassen sind.

(Dies ist Fassung 2.7.04 von 4. Februar 2010.)
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8

Verzogerte Auswertung

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns noch einmal mit der Auswertungs-
rethenfolge in funktionalen Programmen. Grundsétzlich kénnen funktionale
Programme strikt, normalisierend oder verzogert ausgewertet werden. HAS-
KELL benutzt verzogerte Auswertung.

Wir werden deshalb die genauen Regeln fiir verzogerte Auswertung an-
sehen und untersuchen, welche praktischen Vorteile das fiirs Programmieren
hat. Unter anderem koénnen mit verzogerter Auswertung unendliche Daten-
strukturen und nicht abbrechende Rekursion benutzt werden. Als praktisches
Beispiel werde n wir Parser-Kombinatoren betrachten.

8.1 Auswertung

8.1.1 Strategien

Als Benutzer kénnen wir uns die Ausfiihrung eines funktionalen Programms
als die Auswertung eines Ausdrucks e vorstellen. Dazu werden auf alle Funk-
tionsaufrufe solange ihre Definitionen angewendet, bis der Ausdruck reduziert
ist, h. h., keine Funktionsaufrufe mehr enthilt, sondern nur noch Wertkon-
struktoren und vordefinierte einfache Werte (Zahlen, Zeichen, Wahrheitswer-
te). So ein Ausdruck wird als eine Normalform von e bezeichnet.

Sobald ein Ausdruck e mehr als nur einen Funktionaufruf enthilt, stellt
sich die Frage, in welcher Reihenfolge sie ausgewertet werden. Dazu gibt es
zwei wesentliche Strategien:

o Strikte Auswertung wertet immer die innerste Funktionsanwendung f a
aus (beziiglich der Klammerstruktur des Ausdrucks). Gibt es mehrere “in-
nerste” Anwendungen, wird meist die linkeste genommen. In diesem Fall
kann das Argument a von f keine Funktionsanwendungen mehr enthal-
ten; es ist also schon ausgewertet. Deshalb heifit diese Reihenfolge auch
call-by-value; ein anderer Name ist leftmost innermost evaluation.
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e Normalisierende Auswertung wertet immer die duf$erste Funktionsanwen-
dung aus, und wé#hlt von mehreren “duflersten” immer die linkeste. In
diesem Fall kann das Argumente a von f noch weitere Funktionsanwen-
dungen enthalten; die Funktion f erhilt sie unausgewertet. Deshalb heifit
diese Reihenfolge auch call-by-name; ein anderer Name ist leftmost inner-
most evaluation.

Wegen der Form der Funktionsdefinitionen ldsst sich zeigen, dass die Ergeb-
nisse der Auswertung fiir beide Strategien gleich sind, wenn alle Funktions-
anwendungen definiert sind, also terminieren.

Anders sieht es aus, wenn mindestens eine Funktionsanwendung in e nicht
terminiert, also den fiktiven Wert L liefert:

e Bei strikter Auswertung ist der Wert des gesamten Ausdrucks dann unde-
finiert, d. h., e < L.

e Normalisierende Auswertung liefert immer dann eine definierte Normal-
form, wenn das nur irgendwie moglich ist. (Deshalb heifit sie “normalisie-
rend”.)

Die Ubergabe von ausgewerteten Argumenten an Funktionen ist effizienter als
der von unausgewerteten Ausdriicken; die besseren Terminationseigenschaften
der normalisierenden Auswertung haben also ihren Preis.

Wir vergleichen die Auswertung eines Ausdrucks fiir die Funktion square x =
x * x mit den beiden Auswertungsstrategien:

square(square(9 — 3)) square(square(9 — 3))

~» square(square 6) ~» (square (9 — 3)) * (square (9 — 3))
~» square(6 * 6) ~ ((9—3) % (9 — 3)) * (square (9 — 3))
~ square 36 ~> (6% (9 — 3)) x (square (9 — 3))

~> 36 * 36 ~> (6 % 6) * (square (9 — 3))

~» 1296 ~» 36 * (square (9 — 3))

~ 36 ((9—3)%(9—3))
~» 36 % (6% (9—3))

~r 36 % (6% 6)

~ 36 * 36

~ 1296

Das Ubergeben unausgewerteter Ausdriicke fithrt in diesem Beispiel dazu,
dass Arbeit kopiert wird: Dann miissen insgesamt 4 Kopien des Teilausdrucks
9 — 3 ausgewertet werden. Dies ist vollkommen unnétig, denn es gilt ja refe-
rentielle Transparenz: Jede Auswertung von 9—3 und von square(9—3) liefert
das gleiche Ergebnis. Also reicht es aus, ihre Werte einmal auszurechnen und
diesen Wert danach zu benutzen. Dies kann man erreichen, wenn die Anwen-
dung von square das Argument nicht kopiert, sondern zwei Referenzen auf
das Argument macht. Der Ausdruck wird also als Graph dargestellt, in dem
gleiche Teilausdriicke mehrfach benutzt werden kénnen. (Auf englisch nennt
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man dies “sharing”.) Die Auswertung des Beispiels mit sharing sieht dann so
aus:

square * * * * 1296
ke b AL U
00

/ N\ / N\ /\

9 3 9 3 9 3

Diese Verfeinerung der normalisierenden Auswertung heifit verzdgerte Aus-
wertung (engl. lazy evaluation oder call-by-need evaluation). Thr liegt eine
Darstellung der Ausdriicke als Graphen, und der Funktionsgleichungen als
Graphersetzungsregeln zu Grunde. Die Definition von square muss man sich

also so vorstellen:
square *

Die verzogerte Auswertung ist auch normalisierend (liefert definierte Werte
wann immer moglich), vermeidet aber das Kopieren von Arbeit — allerdings
nicht immer. Auf jeden Fall wird ein Teilausdruck nur dann wirklich ausge-
wertet, wenn er benttigt wird, um das Ergebnis des Ausdrucks zu bestimmen.

8.1.2 Striktheit

Betrachten wir die — zugegeben: dumme — Funktion:
silly x y=1y
Bei der Auswertung des Ausdrucks

silly(square 3)(square 4) ~ square 4~ 4 x4 ~» 16

stellen wir fest:

e Das erste Argument von silly wird gar nicht ausgewertet.
e Das zweite Argument von silly wird erst im Funktionsrumpf ausgewer-
tet.

Was passiert, wenn eines der Argumente undefiniert ist?

e Weil das erste Argument nicht gebraucht wird, macht es nichts, wenn sein
Wert undefiniert ist.
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e Da das zweite Argument von silly gebraucht wird, wird sein Wert im-
mer dann berechnet, wenn das Ergebnis von silly gebraucht wird; ist es
undefiniert, wird auch der Wert von silly undefiniert sein.

Diese Beobachtung fiihrt zu einer Definition von Striktheit. Eine n-stellige
Funktion f ist strikt in ihrem i-ten Argument (1 < ¢ < n, wenn der Wert der
Funktion immer undefiniert ist, wenn dieses Argument undefiniert ist:

ai=J_:>fa1---ai_1 Qi Qit1 - Qp = L
Eine Funktion heifit einfach strikt, wenn sie in allen Argumenten strikt ist.
Beispiele fiir strikte (Argumente von) Funkionen in HASKELL sind:

e Die vordefinierte Addition “(4)” ist strikt, wie fast alle vordefinierte Funk-
tionen auf Zahlen.

e Die logische Konjunktion “(\&\&)” und die logische Disjunktion “(|[)”
sind jeweils nur in ihrem ersten Argument strikt, nicht aber in ihrem zwei-
ten.

False && (1/0 ==0) ~» False
e sillyist strikt im zweiten Argument und nicht-strikt im ersten Argument.
silly (1/0) 3~ 3

In HASKELL kann strikte Auswertung erzwungen werden. Die eingebaute
Funktion seq ist strikt in ihrem ersten Argument:

seq:a — b — b
seq = ... —-- Eingebaute Primitive

Damit ist die ebenfalls vordefinierte strikte Funktionsanwendung (\$!) defi-
niert:

($1) w (a— b) - a—b
f $! x = x ‘seq‘ f x

8.2 Daten-orientierte Programme

Funktionen werden héufig so definiert, dass sie eine Datenstruktur in mehreren
Schritten transformieren. Betrachten wir beispielsweise die Funktion, die die
Summe aller Kehrwerte einer Liste berechnet:

1

S| =

n
7=

Dies wird in drei Schritten berechnet:
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e Zuerst wird die Liste der Zahlen von 1 bis n aufgebaut, mit der vordefinier-
ten Funktion fromTo 1 n. (Syntaktisch verzuckert kann sie als “[1..n]”
geschrieben werden.)

e Dann wird mit dem Kombinator map (1/) die Liste der Kehrwerte gebil-
det.

e Schlieflich wird die Summe durch Falten mit (+) und 0 gebildet.

foldr op c [] =c

foldr op ¢ (h:t) = h ‘op¢ foldr op c t
map £ [1 =[]

map f (h:t) =f h : map f t

fromTo mn | m > n =[]

| otherwise = m : fromTo (succ m) n

reciprocalSum :: (Enum a,0rd a,Fractional a) = a — a
reciprocalSum n = foldr () 0 (map (1/) (fromTo 1 n))

Wenn wir die Auswertung verfolgen, stellen wir fest, dass weder die Liste
[1,2,...n] noch die Liste der Kehrwerte [%, %, e %] je aufgebaut wird, son-
dern immer nur jeweils das néchste Listenelement aufgezihlt, sein Kehrwert
gebildet und aufsummiert wird:

foldr (+) 0 (map (1/) (fromTo 1 n))
~» foldr (+) 0 (map (1/) (1 : fromTo (succ 1) n))
~» foldr (+) 0 (1 : map (1/) (fromTo (succ 1) n))
~ 1 +foldr (+) 0 (map (1/) (fromTo (succ 1) n))
~ 1 +foldr (4+) 0 (map (1/) (fromTo 2 n))
~ 1 +foldr (+) 0 (map (1/) (2 : fromTo (succ 2) n))
~» 1 +foldr (+) 0 (0.5 : map (1/) (fromTo (succ 2) n))
~ 1 +(0.5 +foldr (+) 0 (map (1/) (fromTo (succ 2) n)))
~1 4(0.5 +foldr (+) 0 (map (1/) (fromTo (3) n)))
51 4(0.5 +... +1/n)

Bei sequentiellen Transformationen von Listen oder anderen rekursiven Daten-
strukturen vermeidet die verzogerte Auswertung das Aufbauen von Zwischen-
ergebnissen. In diesem Beispiel ist es ungiinstig, dass foldr die Summen nach
rechts klammert, weil so erst alle Summenglieder berechnet werden miissen,
bevor die erste Addition angewendet werden kann. Wir sollten statt dessen
besser die vordefinierte Funktion foldl nehmen:

foldl 2 (b —a—b) —b— [al] — b
foldl f z [] = z
foldl f z (x:xs) = foldl f (f z x) xs

Dann séhe die Auswertung so aus:



114 8. Verzbgerte Auswertung

foldl (4) O (map (1/) (fromTo 1 n))
~» foldl (4+) 0 (map (1/) (1 : fromTo (succ 1) n))
~> foldl (+) 0 (1 : map (1/) (fromTo (succ 1) n))
~> foldl (4) (0+1) (map (1/) (fromTo (succ 1) n))
~> foldl (4) 1 (map (1/) (fromTo (succ 1) n))
~> foldl (4+) 1 (map (1/) (fromTo 2 n))
~» foldl (4+) 1 (map (1)) (2 : fromTo (succ 2) n))
~> foldl (+) 1(0.5 : map (1/) (fromTo (succ 2) n))
~> foldl (4) (1+0.5) (map (1/) (fromTo (succ 2) n)))
~> foldl (4) 1.5 (map (1/) (fromTo (succ 2) mn)))
~» foldl (4) 1.5 (map (1/) (fromTo (3) n)))

Knapper kann man reciprocalSum iibrigens mit einer Listenumschreibung
definieren:

reciprocalSum n = foldl (+) 0 [ 1/i | i« [1..n]]

Verzogerte Auswertung kann auch zu fast skurrilen Losungen fithren, wie
zur Definition des Minimums einer Liste durch Mergesort:

msort :: Ord a= [a]l— [al
msort Xxs
| length xs < 1 = xs
| otherwise = merge (msort front) (msort back) where
(front, back) = splitAt ((length xs) ‘div‘ 2) xs
merge :: Ord a= [a]l— [a]l— [a]
merge [] x=x
merge y [1 =y
merge (x:xs) (y:ys) | x< y = x: (merge xs (y:ys))
| otherwise = y:(merge (x:xs) ys)

min’ :: Ord a= [a]l— a
min’ xs = head (msort xs)

Die Beispielauswertung zeigt, dass die Liste gar nicht vollsténdig sortiert wird
— es wird wenig mehr getan als binédre Suche in der Liste:
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man’ [4,2,1,3]
~» head (msort [4,2,1,3])
<5 head (merge (msort [4,2]) (msort [1,3]))
5 head (merge (merge (msort [4]) (msort [21)) (msort [1,31))
<5 head (merge (merge [4] [2]) (msort [1,31))
~»head (merge (2:merge [4] [1) (msort [1,3]1))
~5 head (merge (2:merge [4] [1) (merge (msort [11) (msort [31)
5 head (merge (2:merge [4] [1) (merge [1] [31)
~> head (merge (2:merge [4] [1) (l:merge [1 [31)
~> head (1:merge (2:merge [4] [1) (merge [1 [3])

~ 1

8.3 Strome

Strome (engl. streams) sind unendliche Listen. In einer verzogert ausgewer-
teten Sprache konnen unendliche Listen definiert werden, weil nicht gleich
versucht wird, sie vollsténdig auszurechnen, sondern immer nur so weit, wie
es fiir das Resultat des Programms nétig ist. Die unendliche Liste [2,2,2,.. ]
von Zweien kann so definiert werden

twos = 2 : twos

Diese Liste konnte man in HASKELL auch mit dem Ausdruck enumFromBy 2 0
oder der dquivalenten Notation [2,2 ..] definieren.
Auch die Liste aller natiirlichen Zahlen kann definiert werden:

from :: Integral a = a — [a]
from n = n : from (ntl)

Die Funktion cycle bildet eine unendliche Verkettung ihres Arguments:

cycle = [a]l— [a]
cycle xs = xs ++ cycle xs

Weil Funktionsdefinitionen Graphersetzungsregeln sind, werden die unendli-
chen Listen twos und cycle xs intern durch endliche, aber zyklische Gra-
phen dargestellt. Die Auswertung von cycle terminiert also. (Das Ausgeben
als Zeichenkette aber nicht!)

Etwas interessantere Beispiele sind fiir unendliche Listen sind Primzahlen
und Fibonacci-Zahlen.

Beispiel 8.1 (Sieb des Erathostenes). Wir hatten das Sieb des Erathostenes
schon kennengelernt, um die Primzahlen in der Menge [1..n] zu berechnen.

Wenn wir die ersten n Primzahlen berechnen wollen, ist nicht einfach zu
bestimmen, bis wohin gesiebt werden muss. Dank verzégerter Auswertung
konnen wir das Sieb fiir die Berechnung aller Primzahlen definieren. Von
dieser unendlichen Liste nehmen wir nur die ersten n, und genau so viele
werden dann auch nur gesiebt.
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sieve :: [Integer] — [Integer]
sieve (p:ps) =
p: (sieve (filter (\n— n ‘mod‘ p /= 0) ps))

primes :: [Integer]
primes = sieve (from 2)

Es ist typisch fiir Funktionen auf Strémen, dass sie keine Rekursionsveranke-
rung haben, wie sieve in diesem Beispiel.

Beispiel 8.2 (Fibonacci-Zahlen). Diese Funktion aus der Kaninchenzucht soll-
te jeder Informatiker kennen:

fib :: Integer— Integer

fib 0 =1

fib1=1

fib n = fib (n-1)+ fib (n-2)

Diese Definition hat exponentiellen Aufwand, weil die letzte Gleichung zwei
rekursive Aufrufe enthilt. Leider kann nicht direkt ausgenutzt werden, dass
dabei viele schon vorher bestimmten Werte unniitz erneut berechnet werden.
(Eine allgemeine Technik fiir das Tabellieren solcher Funktionen, Memoisie-
rung, werden wir in Kapitel 13 kennenlernen.)

Wir kénnen die zuvor berechnete Teilergebnisse aber auch wiederverwen-
den, wenn wir den Strom fibs aller Fibonaccizahlen betrachten und geeignet
“aneinander legen”:

fibs 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
tail fibs 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Dann konnen wir die Funktion so definieren:

fibs :: [Integer]
fibs =1 : 1 : zipWith (+) fibs (tail fibs)

Der Aufwand ist nun linear, da die Liste fibs nur einmal ausgewertet wird.
Die n-te Fibonaccizahl kénnen wir dann mit der Indizierungsfunktion
(1) :[al] — Int — a auswihlen:

ffib :: Int— Integer
ffib = (fibs !'!)

Es soll nicht verschwiegen werden, dass verzogerte Auswertung auch ihre
Tiicken hat. Ein Beispiel sind Fehlermeldungen, wie bei der folgenden Funk-
tion:

remove :: Eq a = a — [a] — [al
remove x [] = error "remove unexisting ,element"
remove x (y:ys) = if x = y then ys else y : remove x ys
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Damit gibt es folgende Auswertung:
(remove 7 [1,2,3,4,5,6]) !! 5 5 5

Auch Fehlermeldungen werden verzogert. In diesem Fall muss remove nicht
vollstédndig ausgewertet werden, um den Zugriff auf das Listenelement auszu-
werten, und der Fehler wird nicht gemeldet.

8.4 Fallstudie: Parsieren

In diesem Abschnitt wollen wir mit einem gréfleren Beispiel zeigen, wie syste-
matisch Parsierer (im Folgenden auch oft Parser genannt) systematisch aus
einer Grammatik hergeleitet werden kénnen und dann — auch dank verzogerter
Auswertung — immer noch relativ effizient implementiert werden kénnen

8.4.1 Parsieren im Allgemeinen

Parsierer haben die Aufgabe, zu erkennen, ob ein Text geméf; den Regeln einer
Sprache aufgebaut ist, und einen Syntaxbaum des Textes zu erstellen, wenn
dies der Fall ist.

Die Regeln der Sprache werden iiblicherweise mit einer kontextfreie Gram-
matik definiert, die in erweiterter Backus-Naur-Form oder einer dhnlichen
Notation aufgeschrieben wird.

Beispiel 8.3 (Arithmetische Ausdriicke). Die Syntax arithmetischer Ausdricke
kann mit folgender kontextfreien Grammatik beschrieben werden.

E =T+F

| T-E

| T
T ::= FxT

| F/T

| F
F:=N]|(E)
N:=D|DN
D:=0]---]9

Darin sind E, T, F';, N, D Nichtterminalsymbole fiir Ausdriicke (engl. expres-
sion), Terme, Faktoren, Zahlenkonstanten (engl. number) und Ziffern (engl.
digit), und Terminalsymbolen “47, “=7 7 «/? «( «y» «qr “9”,

In den Regeln steht |7 fiir alternative syntaktische Formen; Hinterein-
anderschreiben von Nichtterminalen und Terminalen steht fiir sequenzielle
syntaktische Komposition.

Arithmetische Ausdriicke sollen als Baume der abstrakten Syntax vom Typ
Expr ausgegeben werden:



118 8. Verzbgerte Auswertung

data Expr — Plus Expr Expr

| Minus Expr Expr

| Times Expr Expr

| Div Expr Expr

| Number Int
deriving (Eq, Show)

Die Nichtterminale F, T' und F' der kontextfreien Syntax unterscheiden Aus-
driicke mit Operatoren verschiedenen Vorrangs; eine solche Unterscheidung
ist bei den Baumen der abstrakten Syntax unnotig.

8.4.2 Der Typ von Parsierfunktionen

Ein Parser wire im Prinzip eine Funktion von Text in Syntaxbdume. Aus
praktischen Griinden wird allerdings meistens ein Scanner benutzt, um den
Text zunéchst zu einer Sequenz von Lexemen (engl. token) zusammen zu
fassen, bevor der eigentliche Parser in Aktion tritt.

Welchen Typ hat also ein Parser? Der erste Versuch wire

type Parsel a b= [a] — b

Hierbei ist a der Typparameter fiir die Lexeme (bzw. Zeichen, wenn auf den
Scanner verzichtet wird), und b der Typ der Syntaxbiume. Betrachten wir
Auswertungen dieser Funktionen, wobei wir annehmen, number und bracket
seien Funktionen dieses Typs (mit a = b = String):

*

bracket "(234+4)" ~ "("

*

number "234+4" ~ "2'"oder "23"
bracket "23+4)" ~ 7?7

Ein Parser kann also mehrere Ergebnisse finden oder auch keines. Deshalb
ist es glinstiger, als Ergebnis eine Liste von Zerlegungen liefern zu lassen;
die leere Liste zeigt dann an, dass keine Zerlegung gefunden wurde. Dann
bleibt immer noch ein anderes Problem: Ein Parser erkennt nicht immer die
komplette Eingabe, sondern nur einen Teil davon (einen Prdfiz, weil wir von
links nach rechts parsieren). Da wir wissen miissen, was “iibrig geblieben” ist,
sollte jede Zerlegung also aus dem Syntaxbaum und dem nicht erkannten Teil
der Eingabe bestehen. Der allgemeine Typ eines Parsers ist also:

type Parse a b = [a] — [(b,[al)]

Dann liefert die Auswertung fiir die oben genannten Beispiele:

*

bracket "(23+4)" ~ [("(","234+4)")
number "23-+4" ,\*/> [(||2|| ,||3_|_4||) , (||23n’ ||+4||)]
bracket "23+4)" ~5 []

Die Parsierungen eines Ausdrucks konnte also fiir unser Beispiel so ausse-
hen.
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parse "3+4x5" ~» [ (3, "+4x5"),
(Plus 3 4, "x5"), (Plus 3 (Times 4 5), "")]

8.4.3 Kombination von Parsern

In diesem Abschnitt betrachten wir einige primitive Parser und einige Parser-
kombinatoren, mit denen aus Parsern neue Parser zusammengestellt werden
konnen.

Der primitive Parser none erkennt nichts:

none :: Parse a b
none = const []

Der primitive Parser succeed b erkennt alles als b:

succeed :: b— Parse a b
succeed b inp = [(b, inp)]

Die primitive Parser spot und token erkennen einzelne Symbole in einer Sym-
bolkette:

spot : (a— Bool)— Parse a a
spot p [] =0
spot p (x:xs) = if p x then [(x, xs)] else []

token :: Eq a= a— Parse a a
token t = spot (= t)

Die Parser none und succeed werden nicht mit spot implementiert, weil
spot nur fiir leere Eingabe nichts liefert, und nur fiir nicht-leere Eingabe ein
Ergebnis findet.

Jetzt betrachten wir allgemeine Kombinatoren fiir Parser. Seien p; und ps
Parser fiir Sprachen A bzw. B:

e Der Kombinator p;{|)p1 konstruiert einen Parser, der alternativ entweder
A oder B parsiert.

infixl 3 <|>
(<|>) :: Parse a b— Parse a b— Parse a b
(p1 <I>p2) i=pl i++p2i

e Der Kombinator p; > . > p; konstruiert einen Parser, der hintereinander
erst A und dann B parsiert. Dabei ist der Rest des ersten Parsers die
Eingabe fiir den zweiten

infixl 5 >.>

(>.>) :: Parse a b— Parse a c— Parse a (b, c¢)

(p1>>p2) i=[Wy, 2), r2) | (y, r1) <« pi1 i,
(z, r2) « p2 ri]
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e Mit dem Kombinator p;(x)f wird die Eingabe des Parsers zu einem Syn-
taxbaum weiterverarbeitet:

infix 4 <>
(<#>) :: Parse a b— (b— c¢)— Parse a c¢
(p <#> £) inp = [(f x, r) | (x, r)« p inp]

Mit “(x)” kann das Hintereinanderschalten von Parser so definiert werden,
dass das Ergebnis des ersten bzw. zweiten Parsers “vergessen” wird.

infixl 5 .>, >.

(.>) :: Parse a b— Parse a ¢c— Parse a c
(>.) :: Parse a b— Parse a c— Parse a b
pl .> p2 = pl >.> p2 <x> snd

pl >. p2 = pl >.> p2 <> fst

Mit den drei allgemeinen Kombinatoren und den speziellen Varianten des
Hintereinanderschaltens kénnen weitere Kmbinatoren fiir Parser definiert wer-
den: (z.B. Sequenzen A*, nicht-leere Sequenzen AT)

e Der Listen-Kombinator 1ist baut aus einem Parser fiir die Sprache A
einen fiir beliebige Sequenzen A*. Dabei wird die Definition von Sequenzen
als A* := AA* | e direkt umgesetzt:

list :: Parse a b— Parse a [b]
list p= p >.> list p <#> uncurry (:)
<|> succeed []

e Analog kann der Kombinator some zum Parsieren nicht leerer Listen AT
aus deren Definition als AT ::= AA* abgeleitet werden:

some :: Parse a b— Parse a [b]
some p = (p >.> list p) <+> uncurry (:)

(Zur Erinnerung: uncurry (:) (a,b) =a : b macht aus einer Funktion
mit zwei Parametern eine, die ein Paar von diesen Parametern erwartet.)
Mit den infix-Definitionen haben wir Vorrang und Assoziativitiat der Kom-
binatoren so definiert, dass wir beim Schreiben von Ausdriicken Klammern
sparen: >.> (5) vor (<*>) (4) vor <|> (3)

8.4.4 Christian Maeders Parser

type Parse2 a b = [a]l] — [(b, [all

Eine Liste von erfolgreichen Parsierungsteilschritten zu verwalten ist ineffizi-
ent, deshalb behiilt man immer nur das lingste Ergebnis (longest match).

Ein moglicher Misserfolg wird durch den Datentyp Maybe verwaltet. (“(Maybe b, [al])”
wire auch moglich)
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type Parse3 a b = [a] — Maybe (b, [al)

bracket "(23+4" — Just ("(", "23+4")
number "2344" — Just ("23", "44")
bracket "23+4)" — Nothing

Eine erfolgreiche Parsierung konnte so aussehen:
parse”3 + 4 x 5”7 ~» (Just(Plus 3(Times 4 5)),)

Man beachte, dass durch die Grammatikregeln
E:=T+F

Punktrechnung vor Strichrechnung gewihrleistet wird. “4*5” ist der ldngste
legale Term fiir das rechte Argument von “4”. (Allerdings werden mehrere
Summanden auch rechtsassoziativ geklammert, was der Linksassoziativitét
von Addition und Subtraktion widerspricht.)

In der Praxis ist “Parse” ein abstrakter Datentyp mit besserer Fehler- und
Positionsverwaltung, als durch “Maybe” moglich ist.

Auflerdem mochte man z.B. in einem Fehlerfall, bei dem kein Input konsu-
miert wird (wie der obige zweite, Aufruf von “bracket”), einen alternativen
Parser aufrufen kénnen:

data Parse a b = Parser (State a — Reply a b)
data State a = State [a] Int -- Position

data Reply a b = OkReply b (State a) Consumption
| FailReply Consumption String -- Fehlermeldung
data Consumption = NoInputConsumed | Consumed deriving (Eq, Ord)

Elementare Parser

Der primitive Parser, der nichts erkennt und mit einer Meldung fehlschlégt.

failP :: String — Parse a b
failP str = Parser ( \ _ — FailReply NoInputConsumed str)

Der primitive Parser, der nichts konsumiert aber seine Eingabe als erfolgrei-
ches Ergebnis ausgibt.

returnP :: b — Parse a b
returnP b = Parser ( \ s — 0OkReply b s NoInputConsumed)

Der primitive Parser, der das néchste Token konsumiert und als Ergebnis
ausgibt oder einen Fehler bei leerem Eingabestring meldet.
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anyToken :: Parse a a
anyToken = Parser ( \ (State 1 i) — case 1 of

[l — FailReply NoInputConsumed ("end of input at:," ++
show i)

h : t — OkReply h (State t (i+l1)) Consumed)

Der Kombinator (< |>) parsiert eine Eingabe mit seinem ersten Argument p;.
Nur wenn der erste Parser p; fehlschligt, ohne Input zu konsumieren, wird der
alternative Parser po aufgerufen. Der Anfang von p; muss verschieden sein von
dem von ps, weil p; sonst “stecken bleibt”, wenn eigentlich po erkannt werden
soll.

(<|>) :: Parse a b — Parse a b — Parse a b

Parser pl <|> Parser p2 = Parser ( \ s — case pl s of
FailReply NolInputConsumed _ — p2 s
r — r)

Der try-Parser versucht die Eingabe zu parsieren und, wenn das fehl-
schlagt, werden keine Tokens konsumiert, ach wenn der Fehler erst durch
das Parsieren von nachfolgenden Tokens festgestellt wurde. Der try-Parser
muss mit Bedacht eingesetzt werden, da er es zusammen mit dem Kombina-
tor (<|>) ermdglicht, dieselbe Eingabe mehrmals zu parsieren.

try :: Parse a b — Parse a b
try (Parser p) = Parser ( \ (State 1 i) —
case p (State 1 i) of
OkReply b s ¢ — UOkReply b s c
FailReply _ s — FailReply NoInputConsumed s)

Der Kombinator bindP konstruiert einen Parser, der zwei Parser nacheinander
anwendet, wobei der zweite Parser vom Ergebnis des ersten Parsers abhéngen
darf. (Die Funktion “max” ist durch die Instanz “Ord Consumption” bekannt.)

bindP :: Parse a b — (b — Parse a c¢) — Parse a ¢
Parser pl ‘bindP‘ f = Parser ( \ s —
case pl s of
OkReply b t conl —
let Parser p2=f b
in case p2 t of
OkReply c¢ u con2 — O0OkReply c¢ u (max conl con2)
FailReply con2 msg — FailReply (max conl con2) msg
FailReply conl e — FailReply conl e)

Durch eine Monad Instanz kann man statt bindP das Infixsymbol (>>=)
verwenden (und das “P” hinter return und fail weglassen).

instance Monad (Parse a) where
return b = returnP b
pl >= f = p1 ‘bindP‘ f
fail s = failP s
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Abgeleitete Parser

Die Abkiirzung (>>) von (>>=) ignoriert die Eingabe des ersten Parsers:

(>>) :: Parse a b — Parse a ¢ — Parse a ¢
pl > p2=p1 >= (\ _ — p2

1iftM verdndert das Ergebnis eines Parsers

1iftM :: (b — ¢) — Parse a b — Parse a c¢
liftM f p=p >»= (\ b — return (f b))

1iftM2 kombiniert die Ergebnisse von zwei unabhéngigen Parsern, die
nacheinander aufgerufen werden

1iftM2 :: (b - ¢ — d) — Parse a b — Parse a ¢ — Parse a d
1iftM2 f p1 p2=p1 >= (\ b — p2 >= (\ ¢ — return (f b ¢©)))

(>>), 1iftM, 1iftM miissen nicht explitit definiert werden, sondern sind
abgeleitete Funktionen aus der Monad-Instanz. Daraiiberhinaus sind diese
Kombinatoren mit do-Notation im Allgemeinen gar nicht notig:

LftM2 f p1p2 = do b+ py

C P2
return(f bc)

Eine weitere Abkiirzung “(<)” ignoriert das (erfolgreiche) Ergebnis des
zweiten Parsers. Man beachte, dass “(<)” nicht das Gleiche wie “(>>)” mit
vertauschten Argementen ist. In p; < py wird (wie bei p; > p2) erst p; und
dann py parsiert. Nur das Resultat ist das von p; (statt von ps).

(Im alten Skript wurden statt > und < > . und . > benutzt.)

infixl 1 << -- so wie >>
(<) :: Parse a b — Parse a ¢ — Parse a b
pl << p2 =1iftM2 (\ b _ — b) p1 p2

In do-Notation

p1 <p2=dob—p;

D2
return b

Weitere abgeleitete elementare Parser:

Der eof-Parser testet, ob die Eingabe leer ist. Falls ein Token von anyToken
konsumiert werden kann, schldgt der Parser fehl. Der try-Parser verhindert,
dass das Token konsumiert wird. Falls der anyToken-Parser fehlschligt, wird
keine Eingabe konsumiert und durch die zweite Alternative von (<|>) wird
eine erfolgreich Parsierung signalisiert.

eof :: Parse a ()
eof = try ((anyToken >> fail "no_end_ of_input") <|> return ())
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Der satisfy-Parser erkennt einzelne Tokens, die ein Préddikat erfiillen. Durch
den dufleren try-Parser wird ein unpassendes Zeichen nicht konsumiert.

satisfy :: Show a = (a — Bool) — Parse a a
satisfy p = try (anyToken >= (\ t —
if p t then return t
else fail ("unexpected token: " ++ show t)))

Der option-Parser versucht einen optionalen Teil zu parsieren. Schliagt die
Parsierung mit p fehlt wird der Defaultwert b zuriickgegeben

option :: b — Parse a b — Parse a b
option b p = p <|> return b

Der many-Parser versucht beliebig oft hintereinander mit p zu parsieren.
Achtung: p sollte dabei immer mindestens ein Token konsumieren, um eine
Endlos-Schleife zu vermeiden.

many :: Parse a b — Parse a [b]
many p = 1iftM2 (:) p (many p) <|> return []

Der many1-Parser ist wie der many-Parser parsiert aber p mindestens einmal

manyl :: Parse a b — Parse a [b]
manyl p = 1iftM2 (:) p (many p)

In do-Notation:

manyl p = do
h<-p
t <- many p
return (h : t)

7?7 Parser ausfithren. Es wird nur das Ergebnis extrahiert, ggf. sind noch
Eingabesymbole iibrig.

parse :: Parse a b — [a]l] — b

parse (Parser p) 1 = case p (State 1 1) of
OkReply b _ _ — b
FailReply _ s — error s

Parser mit Char als Tokens
type CharParser a = Parse Char a
Parser fiir Zahlen (ohne Vorzeichen)

number :: CharParser Int
number = 1iftM read (manyl (satisfy isDigit))

Ignorieren von nachfolgenden Leerzeichen:

lexeme :: CharParser a — CharParser a
lexeme p = p << many (satisfy isSpace)
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char :: Char — CharParser Char
char ¢ = satisfy (= c)

string :: String — CharParser String
string str = case str of
"" — return
¢ : r — 1iftM2 (:) (char c) (string r)

symbol :: String — CharParser String
symbol str = lexeme (string str)

Der Datentyp fiir Ausdriicke:

data Expr = Expr InfixOp Expr Expr | Number Int deriving Show

data InfixOp = Div | Mult | Plus | Minus deriving Show

Fiir eine effiziente Parsierung ist eine Linksfaktorisierung der Grammatik
notig. Dabei werden Regeln mit gemeinsamen Anféingen zusammen gefasst.

E:=T+E|T — E|T
T = F«T|F/T|F

F :=i|(E)
wird:

E =TS

S :u=+F|—Ele

T:=FG

G :=«T|/Tle

F =i|(E)

Fiir die verdnderte Grammatik wird der abstrakte Syntaxbaum wie folgt kon-
struiert. An den Parser fiir S (bzw G) wird das Expr-Ergebnis von T (bzw. F')
iibergeben. Zusammen mit einem Infixsymbol (abstrakt und als String) und
einem Expr-Parser wird der Rest parsiert und ein Infixergebnis konstruiert.

infixExpr :: InfixOp — Expr — String — CharParser Expr — CharParser Expr
infixExpr i e s p= 1liftM (Expr i e) (symbol s >> p)

Die Umsetzung der Regeln sieht dann so aus:
expr :: CharParser Expr

expr = term >>— opExpr

opExpr :: Expr — CharParser Expr -- S
opExpr t =
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infixExpr Plus t "4" expr

<|> infixExpr Minus t "-" expr

<|> return t

term :: CharParser Expr

term = factor >>= opTerm

opTerm :: Expr — CharParser Expr -- G

opTerm f =

infixExpr Mult f "x" term
<|> infixExpr Div £ "/" term
<|> return f

factor :: CharParser Expr
factor =
1iftM Number (lexeme number)
<|> (symbol "(" >> expr << symbol ")")

Aufruf mit Test, ob die Eingabe vollstdndig konsumiert wurde

parse (expr << eof) "(12 + 3) -4 /5 + 6 *x 7"

8.4.5 Der Kern des Parsers fiir Ausdriicke

Nun definieren wir den Parser fiir Ausdriicke mithilfe der Kombinatoren. Alle
Parser haben den Typ Parse Char Expr.

expression :: Parse Char Expr

expression = term >. token ’+’ >.> expression <x> uncurry Plus
<|> term >. token ’-’ >.> expression <x> uncurry Minus
<|> term

Beim sequenziellen Parsieren der Terme eines Ausdrucks werden die Operato-
ren “vergessen” und die Operanden mit den Konstruktoren Plus und Minus
des verkniipft. Da diese Konstruktoren zweistellig (“gecurryt”) sind, muss die
Funktion uncurry auf sie angewendet werden, bevor sie auf das von “>.>”
gelieferte Paar passen.

Der Parser fiir Terme sieht ganz analog aus:

term :: Parse Char Expr

term = factor >. token ’*’ >.> term <#> uncurry Times
<|> factor >. token ’/’ >.> term <#> uncurry Div
<|> factor

Beim Parsieren von Faktoren werden entweder Sequenzen von Ziffern als Zah-
len erkannt, oder ein geklammerter Ausdruck.
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factor :: Parse Char Expr

factor =
some (spot isDigit) <#> Number. read
<|> token ’(’ .> expression >. token ’)’

Die Hauptfunktion parse ruft expression auf, entfernt aber vorher alle
Zwischenrdume mit der vordefinierten Funktion isSpace. Sie stellt sicher,
dass die Eingabe vollstandig parsiert wird und genau ein Syntaxbaum geliefert
wird.

parse :: String— Expr
parse i = case filter (null. snd) (expression[c| c«1i, not(isSpace c¢)])
of [] — error "Wrong input."
[(e, 0] — e

— error "Ambiguous,input."

8.4.6 Nochmal Baumaufbau

Der oben definierte Parser hat noch einen kleinen Fehler: Die Bdume werden
nicht so aufgebaut, wie es der Assoziativitit der Operationen entspricht.

parse "9-4-3" ~» Minus (Number 9) (Minus (Number 4) (Number 3))

Solche Ausdriicke miissen links geklammert sein, denn sonst liefert die Auswer-
tung von Substraktion und Division nicht das erwartete Ergebnis. (Im obigen
Beispiel wiirde 9—(4—3) ~» 9—1 ~» 8 ausgewertet statt (9—4)—3 ~» 5—3 ~» 2.

Zunéchst formen wir die Regeln der Grammatik um, indem wir erweiterte
Backus-Naur-Form benutzen. Darin steht “{X}” fiir eine Sequenz von n > 0
Xen.

E:=T{+]|-) T} N:=D|DN
T:=F {(x|/) F} D:=0|---]9
F:=N|(E)

Die abstrakte Syntax bleibt dieselbe.
Nach den entsprechenden Anderung in expression und term sieht der
Parser dann so aus:

expression, term :: Parse Char Expr
expression = term >.> list( (token ’+’ <|> token ’-’)
>.> term ) <> leftExpr

term = factor >.> list( (token ’x’ <|> token ’/’)
>.> factor ) <#> leftExpr

leftExpr:: (Expr, [(Char,Expr)]) — Expr
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leftExpr (e, [] ) =e

leftExpr (e, (’+’, e’):es) = leftExpr (Plus e e’,es)
leftExpr (e,(’-’, e’):es) = leftExpr (Minus e e’,es)
leftExpr (e, (’x’, e’):es) = leftExpr (Times e e’,es)
leftExpr (e,(’/?, e’):es) = leftExpr (Div e e’,es)

Die Funktionen factor und parser bleiben, wie sie waren.

Abschliefend soll nicht verschwiegen werden, dass “industriell anwendba-
re” Parserkombinatoren noch etwas anders aussehen. Die Kombinatoren der
Bibliothek parseq' liefern immer nur die lingste der gefundenen Parsierungen
(aus Effizienzgriinden), und haben einen Ergebnistyp, der genauere Fehlermel-
dungen ermoglicht.

8.5 Haskells Eck

In HASKELL koénnen beliebige Folgen der Sonderzeichen
V#8%&s+. [ <>7O\" |-

als Operatorsymbole definiert werden, solange sie sich von den folgenden re-
servierten Operatorsymbolen unterscheiden:

reservedop:= .. |: |z |=|\||l|—|—=]@| " |=

Die Operatoren der vordefinierten Zahlentypen sind nicht reserviert, sondern
nur vordefiniert: Sie konnen neu definiert werden, wenn dies nicht zu Namens-
konflikten fithrt. (Namenskonflikte kann man vermeiden, indem man bestimm-
te Definitionen aus dem Prelude beim Import versteckt, oder den Prelude
qualifiziert importiert. Vergleiche Abschnitt 7.3.)

Die Moglichkeit der Infixschreibweise erhcht die Méchtigkeit einer Sprache
nicht. Trotzdem kann sie sinnvoll sein:

e Manche Operatoren wie “+” sind aus der Mathematik geldufig. Verwendet
man sie auch in Programmen (mit der gleichen Bedeutung!), macht dies
Programme lesbarer.

e Infix geschriebene Ausdriicke brauchen weniger Klammern, weil man sich
den verschiedenen Vorrang (Prizedenz) von Operatoren und ihre Assozia-
tivitdt zu Nutze machen kann.

Die Operationen in HASKELL kénnen Vorrdnge von 0 bis 10 haben, und sie
konnen links-assoziativ, rechts-assoziativ oder gar nicht assoziativ sein. Ein
Ausdruck “z @y @ 2”7 ist implizit geklammert als “(z @ y) & 2”7, wenn der
Operator @ links-assoziativ ist, bzw. als “c® (y® z)”, wenn er rechtsassoziativ
ist; ist @ nicht assoziativ, wire der Ausdruck syntaktisch fehlerhaft. Vorrang
und Assoziativitit wird mit einer Spezifikation der Form

! Tm Web unter: http://legacy.cs.uu.nl/daan/parsec.html.
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(infix | infix] | infixr )n ®

angegeben. Dabei ist 0 > n > 9 der Vorrang fiir den Operator &, und das “1”
bzw. “r” spezifizieren sie ggf. als links- bzw. rechts-assoziativ.

Von den vordefinierten Operationen hat die Funktionsanwendung als ein-
zige die hichste Prioritdt (10); sie ist linksassoziativ. Fiir die anderen gelten
folgende Vorriange und Assoziativitdten:

©

infixr
infixr
infixl

S, T, Rk

*, /, ‘quot®, ‘rem‘, ‘div‘, ‘mod‘
infixl
infixr
infix

bl
Do+ >.> >, >
==, [=, <, <=, >=, > <>
&& <|>

I
>>, >>=
$, $!, ‘seq

infixr
infixr
infixl

RN W oo N

¢

o

infixr

(Der Infix-Typkonstruktor “—”ist iibrigens rechtsassoziativ.) Rechts sind die
Prioritéten fiir die Parsing-Kombinatoren genannt.

Auch Wertkonstruktoren kénnen infix geschriebene Operatoren sein, wie
die vordefinierte Listenkonstruktion “:”. Die Namen von Wertkonstruktions-
Operatoren miissen mit einem Doppelpunkt beginnen. Eine alternative Defi-

nition fiir Ausdriicke kénnte also lauten:

data Expr’ = Expr’ :+: Expr’

| Expr’ :-: Expr’

| Expr’ :x: Expr’

| Expr’ :/: Expr’

| Number Int
deriving (Eq, Show)

(Dies ist Fassung 1.8.08 von 4. Februar 2010.)
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9

Ein-Ausgabe

Alle Funktionen in Haskell sind referentiell transparent: Die Anwendung ei-
ner Funktion F' auf ein Argument A liefert stets dasselbe Ergebnis, ist also
unabhéngig vom Zustand des Systems. Klassische Ein-Ausgabe benutzt Da-
teien eines Betriebssystems und ist deshalb immer zustandsabhéngig. Deshalb
kann Ein-Ausgabe — und jeder andere Zugriff auf das Betriebssystem — in einer
reinen funktionalen Sprache nicht so einfach realisiert werden.

In diesem Kapitel skizzieren wir zunéchst mogliche Realisierungen von
Ein-Ausgabe in funktionalen Sprachen und beschiftigen uns dann detailliert
mit Aktionen (Funktionen mit Seiteneffekten), die in Haskell fiir die Imple-
mentierung der Ein-Ausgabe und anderer Schnittstellen zum Betriebssystem
benutzt werden. Mit Aktionen ldsst es sich einerseits genau so programmie-
ren wie mit anderen Funktionen, andererseits bietet Haskell eine besondere
Schreibweise — die do-Notation — mit der Aktionen fast wie imperative oder
objektorientierte Programme geschrieben werden kénnen.

9.1 Zustadnde und Seiteneffekte

Ein-Ausgabe ist das wichtigste Konzept zur Kommunikation zwischen Pro-
grammen und ihrer Umgebung, den Systemen oder Plattformen auf denen sie
ausgefithrt werden. Alle real existierenden Systeme und Plattformen sind zu-
standsbasiert. Ihr Verhalten lédsst sich beschreiben als eine Folge von Befehlen
zum Andern dieses Zustands — gegeben durch das Dateisystem, die Werte in
den Registern und im Speicher der unterliegenden Hardware usw.

Befehle wie getLine (zum Lesen einer Zeile aus der Standard-Eingabe-
datei), putStr (zum Schreiben einer Zeichenkette ans Ende der Standard-
Ausgabedatei), aber auch getCurrentTime zum Bestimmen der aktuellen
Uhrzeit sind nicht referentiell transparent: Verschiedene Ausfithrungen der Be-
fehle konnen verschiedene Ergebnisse liefern, selbst fiir das gleiche Argument.
Das liegt daran, dass sie vom Systemzustand abhéngen, der fiir gewdhnlich
aber nicht explizit als Argument angegeben wird (und auch nicht explizit als
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— weiteres — Ergebnis, wenn ein Befehl den Zustand veréndert). Die Verdnde-
rung des Systemzustands ist ein Seiteneffekt; dies ist ein etwas irrefithrender
Name, denn oft sind die Seiteneffekte das einzig interessante an Befehlen.

In einer rein funktionalen, referentiell transparenten Sprache miissten Ein-
Ausgabe-Befehle als Funktionen vom Typ

getline :: State — (State, String)
putStrln :: a — State — State

definiert werden. Aber das alleine reicht nicht, denn Zusténde diirfen nur auf
bestimmte Weise veréndert werden:

e Zustandsverdnderungen miissen immer einer nach dem anderen vollzogen
werden, denn das System hat zu jeder Zeit genau einen Zustand. Bei der
Anwendung von Funktionen wie getLine muss der Zustandsparameter
also immer von einem zum né#chsten Aufruf durchgefddelt werden. Man
diirfte also nicht schreiben

(st’, x) = getLine st
st’’ = putStrln st x

weil damit der Zustand st in zwei verschiedene Folgezusténde iiberfiihrt
wiirde.

e Weil Zustandsverdnderungen in einer genau festgelegten Reihenfolge pas-
sieren sollen, taugt die verzogerte Auswertung fiir “Befehle” nicht, weil
dann unklar wére, wann — wenn {iberhaupt — eine Funktion ausgewertet
wird. Im Beispiel oben héngt es davon ab, wann die Ergebnisse (st’,x)
und st’’ benoétigt werden, welches zuerst berechnet wird.

Ein-Ausgabe (und dhnliche Operationen mit Seiteneffekten) wurden in
funktionalen Sprachen verschieden realisiert:

e Die Sprache ML ist nicht referentiell transparent. Also kénnen alle Funktio-
nen prinzipiell Seiteneffekte haben. Dies ist in vielen “frithen” funktionalen
Sprachen der Fall, auch in Lisp.

e FEinige Sprachen haben verzogert ausgewertete Listen, also Stréme (stre-
ams, vgl. 8.3) fiir die Ein-Ausgabe benutzt.

e Andere benutzen fortsetzungsbasierte Ein-Ausgabe, bei der jede E/A-
Funktion als zuséitzlichen Parameter die danach auszuwertende Funkti-
on erhélt, um sicherzustellen, dass die Operationen in einer festgelegten
Reihenfolge abgearbeitet werden.

e In der Sprache CLEAN werden Zustandswerte von “normalen” Werten un-
terschieden und durch die Typiiberpriifung sichergestellt, dass die oben
genannten Bedingungen gelten (Uniqueness Typing).

e In Haskell wird Ein-Ausgabe in einem abstrakten Datentypen gekapselt,
dessen Operationen die konsistente Benutzung der Operationen garantie-
ren. Diesem Datentyp liegt das kategorientheoretische Konzept der Mona-
den zu Grunde.
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9.2 Aktionen

In Haskell werden die reinen Funktionen strikt getrennt von den Funktio-
nen mit Seiteneffekten, die Aktionen genannt werden. Aktionen sind dadurch
ausgezeichnet, dass ihr Ergebniswert in den vordefinierten abstrakten Typ-
konstruktor I0 (fiir input-output) gekapselt ist.

Die Beispiele fiir Funktionen mit Seiteneffekten aus dem vorigen Abschnitt
werden also zu Aktionen mit folgenden Typen:

getLine ::I0 String

putStrLln ::String —I0 O
getCurrentTime ::I0 ClockTime
randomIO ::Random a =I0 a

Diese Aktionen sind ausnahmslos vordefiniert: getLine und putStr im stan-
dardméBig importierten Modul Prelude, bzw. getCurrentTime im Modul
Data.Time und randomIO im Modul System.Random. Den Typ IO () ver-
wenden wir — wie bei putStr — immer dann, wenn eine Aktion keinen Wert
liefert, sondern nur eine Zustandsverinderung bewirkt.!ebenfalls als () ge-
schrieben wird. In JAVA, C++ und C heifit der Einheitstyp void.

Im Folgenden werden wir uns zunéchst mit Aktionen fiir die Ein-Ausgabe
beschéftigen. Mit putStrLn kénnen wir eine sehr populédre Aktion definieren:

main :: I0 O
main = putStrLn "Hello World!"

Vergleichen wir dies mit einer Funktion, die wir schon vorher schreiben konn-
ten:

hello :: String
hello = "Hello World!"

Wir kénnen sowohl main als auch hello im hugs-Interpreter aufrufen:

EinAus> hello
"Hello World!"
EinAus> main
Hello World!

Die Funktion hello liefert ein Zeichenketten-Literal, also die Zeichenkette mit
den Anfithrungsstrichen, die Zeichenketten-Literale einschlielen; die Aktion
main druckt nur die Zeichenkette selbst.

Die vordefinierten Aktionen fiir Ein-Ausgabe miissen kombiniert werden,
wenn interaktive Programme realisiert werden sollen. Dazu gibt es eine Ope-
ration bind, die in Haskell als bindrer Operator (>>=) mit folgendem Typ
vordefiniert ist:

! Zur Erinnerung: Der Typ () wird Einheitstyp (engl. Unit) genannt, weil er einen
einzigen Wert enthélt, der in Haskell
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(>=) =I0a— (a— I0b) — I0 D

Der Aktionskombinator bind realisiert die Komposition von Aktionen, die der
Funktionskomposition entspricht: Fiir zwei Aktionen ¢ und d fiithrt ¢ >=b
zuerst die Aktion ¢ und dann die Aktion d aus, wobei der Ergebniswert von ¢
(vom Typ a) an den Parameter von d gebunden wird.?

Damit kénnen wir eine Aktion realisieren, die eine Zeile einliest und wieder
ausgibt:

echol :: I0 O
echol = getLine >>= putStrlLn

Manchmal ist eine Variante von bind niitzlich, in der die zweite Aktion kein
Ergebnis von der ersten benotigt — zum Beispiel weil es vom Typ () ist. Diese
Variante wird mit >> bezeichnet und ist so vordefiniert:

() 2 I10a— I0b — I0 Db
c>d=c>=\_ — d

Damit kénnen wir (die an sich vordefinierte) Aktion putStrLn definieren, das
wir oben schon benutzt haben:

putStrLln :: String — I0 ()
putStrln s = putStr s >> putStr "\n"

Aktionen koénnen aufgerufen werden wie Funktionen, auch rekursiv. Damit
kann die Eingabe beliebig oft geechot werden.

echo :: 10 ()
echo = echol >> echo

Wir koénnen auch eine reine Funktion auf das Ergebnis einer Aktion anwen-
den. Die Aktion ohce echot die eingegebenen Zeilen jeweils in umgekehrter
Reihenfolge:

ohce :: 10 ()
ohce = getLine >>= putStrLn o reverse >> ohce

Die Operationen (>>=) und (>>) sind linksassoziativ und binden schwécher
als alle Operationen auf Wahrheitswerten und Zahlen, damit Klammern ge-
spart werden. (Vergleiche Abschnitt 8.5.)

Manchmal wollen wir eine Aktion schreiben, die gar keinen Seiteneffekt
hat. Dafiir gibt es die vordefinierte Aktion return, die jeden Wert vom Typ
a zu einer Aktion macht, die einen Wert diesen Typs liefert.

return :: a — I0 a

Anwendungen dieser Operation werden wir bald kennen lernen. Jeder “rei-
ne” Wert kann (durch return) in eine Aktion verwandelt werden, aber nicht

2 Weil Aktionen den Befehlen (engl. commands) imperativer und objektorientierter
Sprachen entsprechen, bezeichnen wir Aktionen mit ¢ und d.
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umgekehrt. Jede Haskell-Funktion mit einem I0-Parameter hat auch ein I0-
Ergebnis. Es gilt also das Prinzip

einmal I0, immer 10!

Wer einmal das Paradies der reinen Funktionen verlassen hat, muss sich von
da an immer mit den Problemen der realen Welt auseinandersetzen.

9.3 Die do-Notation

In Haskell gibt es eine spezielle Schreibweise, in der Aktionen mit den Kom-
binatoren bind und return fast wie in imperativen Programmiersprachen ge-
schrieben werden kénnen. In der do-Notation werden Aktionen so geschrieben:

Au:=do [P, <] E;

[P, <] En
EnJrl

Hierbei sind (fiir 1 < ¢ < n) die P; Muster (pattern), die wegfallen kénnen. Die
FE; sind Aktionsausdriicke von einem Typ I0q; wenn das Muster P;_; fehlt
bzw. vom Typ von a;_1 — I0q; wenn P;_; vorhanden ist. Die Muster P;
haben den Typ «y; alle in ihnen auftretenden Variablen werden in der Anwei-
sung P; « E; definiert und kénnen in den nachfolgenden Ausdriicken F;,1 bis
E,+1 benutzt werden. Der letzte Ausdruck ist entweder ein Aktionsausdruck
vom Typ I0” ;41 oder ein anderer Ausdruck vom Typ ;1.

Die Anweisungen z; < F; dhneln den Wertzuweisungen in imperativen
Sprachen; allerdings kann jede “Variable” — die ja eigentlich Parameter von
FE;+1 sind — nur einmal ein Wert zugewiesen werden. Wenn ein Variablenna-
me mehrfach im do-Ausdruck auftritt, so bezeichnet er jeweils eine andere
Variable! Fiir die Anweisungen im do-Ausdruck gilt die Abseitsregel.

Betrachten wir, wie die vorher gezeigten Beispiele sich mit dieser Schreib-
weise ausdriicken lassen:

echol = getLine >= getLine >= do s « getLine
putStrLn As — putStrLn s putStrLn s
echo = echol >> do echol
echo echo
ohce = getLine >= do s « getLine
putStrLn o reverse >=> <= putStrLn (reverse s)
ohce ohce

Mit Rekursion und Fallunterscheidungen kénnen auch Dialoge gestaltet wer-
den:



136 9. Ein-Ausgabe

echo2 :: 10 O
echo2 = do str < getLine
if str /= "quit"
then do putStrLln str
echo2
else return ()

Wegen der Abseitsregel miissen then und else gegeniiber dem if eingeriickt
werden, damit sie als zueinander gehorig erkannt werden.

Grundsétzlich kénnen sowohl bind und return als auch do benutzt werden
— auch durcheinander. In den meisten Féllen ist die do-Notation iibersichtli-
cher.

9.4 Das Nim-Spiel

Wir wollen nun Ein-Ausgabe und weitere Aktionen benutzen, um die in Bei-
spiel 2.1 entwickelten Funktionen fiir das Nim-Spiel in ein interaktives Pro-
gramm einzubetten.

Die Benutzungsschnittstelle soll so aussehen:

1. Zu Anfang wird eine Anzahl von Hélzchen “ausgelost” (mit Zufallszahlen).

. Dann wird eine Eingabe des Spielers eingelesen.

3. Wenn nach dieser Eingabe nicht zu gewinnen ist, soll aufgegeben werden;
ansonsten werden Ho6lzchen gezogen.

4. Wenn nur noch ein Holzchen iibrig ist, hat der Spieler verloren.

[\]

Wir veréindern die Funktion wins aus Beispiel 2.1 so, dass sie Just n liefert,
wenn n ein gewinnender Zug ist, und Nothing sonst.

wins :: Int — Maybe Int
wins n = if m =— O then Nothing else Just m
where m = (n-1) ‘mod‘ 4

Ein Spiel mit n Holzchen kann mit folgender Aktion realisiert werden:

play :: Int — I0 O
play n =
do putStrLn ("Der_ Haufen enthalt,"++show nH+" Hélzchen.")
if n=—1 then putStrLn ("Ich habe gewonnen!")
else
do m + getInput
case wins (n-m) of
Nothing — putStrLn "Ich, gebe auf."
Just 1 — do putStrLn ("Ich nehme ,"++show I++" Hélzchen.")
play (n - m - 1)

Jetzt braucht nur noch die Benutzereingabe (getInput) implementiert zu
werden.
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getInput’ :: I0 Int
getInput’ =
do putStrLn "Wieviele H6lzchen nehmen, Sie?"
n + do s « getline
return (read s)
ifn<1]l n>3
then do putStrLn "Falsche Zahl!"
getInput’
else return n

Diese Losung ist noch unbefriedigend, weil falsche Eingabe (einer Zeichenket-
te, die keine Zahl darstellt) nicht abgefangen wird, sondern einfach (durch den
HASKELL-Interpreter) das Programm beendet wird. Dies kénnen wir durch ei-
ne Ausnahmebehandlung #hnlich der von JAVA beheben. Die Aktion

ioError :: I0Error — I0 a

wirft einen Ein-Ausgabefehler entspricht dem throw von JAvA. Die Aktion
readIO :: Read a = String — I0 a

meldet einen I0Error, statt das Programm abzubrechen. Dann kann mit der
Aktion

catch :: I0 a — (I0Error — I0 a) — I0 a

ein Ein-Ausgabefehler “gefangen” und behandelt werden.
Eine robuste Benutzereingabe fiir das Nim-Spiel konnte dann so aussehen:

getInput :: I0 Int
getInput =
do putStrLn "Wieviele H6lzchen nehmen, Sie?"
n <« catch (do s « getLine
readIO s )
(\_ — do putStrLn "Eingabefehler!"
getInput )
ifn<1 ]l n>3
then do putStrLn "Falsche Zahl!"
getInput
else return n

Die Hauptaktion begriifit den Spieler, “wiirfelt” die Anzahl der Holzchen aus
und startet das Spiel.
main :: I0 ()
main = do putStrLn "\nWillkommen, bei, Nim!\n"
n <« randomRIO (5,49)

play n
Die Aktion randomRIO ist im Modul Random vordefiniert. Zufallszahlen sind
Instanzen einer Klasse Random:
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class Random a where
randomIO : I0 a
randomRIO :: (a,a) — I0 a

Alle Basisdatentypen sind als Instanz dieser Klasse implementiert. Dabei lie-
fert randomIO eine beliebige Zahl z des Basisdatentyps, und randomRI0(u, o)
eine Zufallszahl u < 2z < o.

Hier noch ein abschlieBendes Beispiel zu Zufallswerten: Die Funktion
randStr liefert eine zufillige Zeichenkette mit bis zu 20 Zeichen:

randStr :: Int — I0 String
randStr n =
ifn <0
then return ""
else do ¢ « randomIO
if isAlpha c
then do cs « randStr (n-1)
return (c:cs)
else randStr n

main = do n + randomRIO (0,20)
s < randStr n
putStrln s

9.5 Ein- Ausgabe von Dateien

Programme miissen auch mehr als eine Datei fiir Ein-Ausgabe benutzen
konnen. Mit den folgenden vordefinierten Typen und Aktionen kénnen ganze
Textdateien (verzogert) gelesen und geschrieben werden:

type FilePath = String
readFile it FilePath — I0 String
writeFile, appendFile :: FilePath — String — I0 ()

Wir wollen ein Programm schreiben, dass die in einer Datei enthaltenen Zeilen,
Worter und Zeichen zihlt. Die erste Fassung lautet:

we :: String — I0 Q)
wc fn =
do file «— readFile fn
putStrLn("Die Datei,"++ fn ++"_enthdlt "+
show (length (lines file)) -+",Zeilen, "++
show (length (words file)) ++" Worter und "++
show (length file) +4 " Zeichen.")

Diese Fassung ist ineffizient, weil der komplette Datei-Inhalt im Speicher ge-
halten werden muss. Die folgende Fassung entspricht eher der “imperativen
Programmierweise”:
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wc’ :: String — I0 Q)
wc’ fn =
do file < readFile fn
let (1,w,c) = cnt (0,0,0) False (dropWhile (isSpace) file)
putStrLn("Die Datei,"++ fn " enthdlt "+
show 1 +H" Zeilen, "+
show w H"_ Worter_und ,"++
show ¢ ++ "_Zeichen.")
cnt :: (Int,Int,Int) — Bool — String — (Int,Int,Int)
ent (1,w,c) _ ] =(1,w,c)
cnt (1,w,c) blank (x:xs)
| isSpace x && not blank = cnt (1’,wl,ctl) True xs

| isSpace x && blank = cnt (1°,w ,ctl) True xs
| otherwise = cnt (1’,w ,ctl) False xs
where 1’ = if x = ’\n’

then 141 else 1

Die Funktion cnt “liest” den Inhalt der Datei einmal von vorne nach hinten,
so dass er nicht vollstindig im Speicher gehalten werden muss.

Dem Hauptprogramm soll die auszuwertende Datei auf der Kommandozei-
le tibergeben werden; dazu benutzen wir die Aktion getArgs :: I0 [String]
aus dem Modul System:

main :: I0 O
main = do args <« getArgs
if null args then error "Filepath missing!"
else wc’ (head args)

Die Eingabe des Dateinamens ist sicher noch nicht so robust, wie man sich
das wiinschen wiirde; fiir das Beispiel soll es geniigen.

Es gibt im Modul I0 der Standardbibliothek noch weitere Aktionen fiir
Ein-Ausgabe. Damit koénnen Dateien in verschiedenen FEingabe-Modi (read,
write, append oder readWrite, Puffer-Modi (ungepuffert, zeilenweise, block-
weise) oder Such-Modi (absolut, relativ, rickwdrts) bearbeitet werden. Die
Ein-Ausgabe wird {iber Handles verwaltet. Vergleiche [PJT02] zu weiteren
Details.

9.6 Kombination von Aktionen

Zusammen mit Fallunterscheidungen (if und case) und Rekursion unterstiitzen
die Kombinatoren bind und return (bzw. do) schon einen imperativen Pro-
grammierstil.

Weil Aktionen aber auch nur Funktionen (mit speziellem Ergebnistyp)
sind, konnen wir weitere Aktionskombinatoren definieren und so weitere Kon-
trollstrukturen besser definieren als in allen imperativen Programmierspra-
chen, die keine Funktionen hoherer Ordnung unterstiitzen.
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Mit dem vordefinierten Kombinator sequence kann man eine Liste von
Aktionen nacheinander ausfiihren:

sequence :: [I0 a] — I0 [al]

sequence [] = return []

sequence (c:cs) =do x « ¢
Xs < sequence cs
return (x:xs)

Als Spezialfall fiir Typ Aktionen ohne Ergebniswert dient sequence\_:

sequence_ :: [I0 ()] — I0 O
sequence_ [] = return ()
sequence_ (c:cs) = ¢ >> sequence_ cs

Hier sind nur die Seiteneffekte der Aktionen interessant.
Damit kénnen auch zwei map-Kombinatoren und ein filter-Kombinator
fiir Aktionen definiert werden:

mapM :: (a — I0 b) — [a] — I0 [b]
mapM f = sequence o map f

mapM_ :: (a — I0 ()) — [al — I0 O
mapM_ f = sequence_ o map f

filterM :: (a — I0 Bool) — [a] — I0 [a]
filterM p [] = return []
filterM p (x:xs) =do b « p x

ys < filterM p xs;

(Filter stammt aus dem Modul Monad, siche weiter unten.)
Auch liebgewordene Kontrollstrukturen wie Schleifen kénnen selbst defi-
niert werden:

while :: I0 Bool — I0 () — IO ()
while cond act =
do b < cond
if b then do act
while cond act
else return ()

forever :: I0 a — 10 a
forever ¢ = ¢ >> forever c

for :: (a, a — Bool, a — a — a) — (a — I0 )) — I0 Q)
for (start, cond, incr) cmd =
iter start where
iter s = if cond s then cmd s >> iter (next s) else return ()
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Dies wird wegen der méchtigeren Moglichkeit der Rekursion aber nur selten
gebraucht.

9.7 Monaden

SchlieBlich wollen wir nicht die ganze bittere Wahrheit iiber die Klasse 10 ver-
schweigen: I0 ist eine Instanz der Typ-Konstruktorklasse Monad. Im Gegensatz
zu einer einfachen Typklasse ist eine Typ-Konstruktorklasse mit einem Typ-
konstruktor parameterisiert, im Falle der Klasse Monad ist dies eine Variable
m fiir einen einstelligen Typkonstruktor. In Haskell gibt man deshalb die Art
(engl. kind) von m mit * — x an, wobei jeder Stern fiir einen nicht funktio-
nalen Typen steht.
Die Klasse Monad hat folgende Schnittstelle und Voreinstellungen:

class Monad m where
return :: a — m a
(> @::ma— (a—>mb) - mb

(>) tma—mb—mb

fail :: String — m a

m>>k = m>=\_ — k -- default definitions
fail s = error s

Der Typkonstruktor I0 ist eine Instanz von Monad; d. h., I0 a ist ein Beispiel
fiir die Typkonstruktor-Variable m :: x — x. Generall steht der Typ “m a” fiir
“Berechnungen” iiber Werten des Typs a — im Falle I0 sind dies Ein-Ausgabe-
Berechnungen.

Ein Monad ist eine Struktur aus der Kategorientheorie. Die Berechnungen
eines Monaden bilden eine Halbgruppe beziiglich der Operation (>@>), die
Kleisli-Komposition genannt wird und etwas abstrakter ist als bind:

(>@>) :: Monad m = (a — m b) —
(b - mc) —
(a — m ©)
(f>0 g) x=Ffx>=g

Das heifit: Die Kleisli-Komposition ist assoziativ und return ist ihr neutrales
Element:

return >@> f = f >@> return = f

f>@> (g > h) = (f>0 g) > h

Exkurs: Der Typkonstruktor [.] fiir Listen ist eine Instanz der Typkonstruk-
torklasse Monad.
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instance Monad [] where
return x = [x]
xs >>= f = concat (map f xs)
fail _ =[]
Der Kombinator bind hat in dieser Instanz den Typ (>>=) ::[a]l] —(a — [b]) — [b];
es ist also ein Kombinator, der mehrere (reine) Ergebnisse einer Berechnung
parallel (als Liste) verwaltet. In dieser Instanz treten keine Seiteneffekte auf.
Alternativ zu Listenumschreibungen mit mehreren Generatoren kann man
do benutzen:

doz «— ¥/
[(y) |z —ly—l]=  y—i
return (z,y)

Man kann also beispielsweise die Zahlen von 1 bis 99 so berechnen:

is :x [Int]

is=do x «— [0 .. 9]
y o [0 .. 9]
return (10 * x + y)

9.8 Haskells Eck

Haskell-Programme mit Aktionen konnen auch als stand-alone-Programme
ausgefithrt werden. Nehmen wir an, im Modul Hello.hs stiinde folgendes
Programm:

module Main where

main :: I0 O

main = putStrLn "Hello World!"

Dann kénnten wir dieses Programm von der Kommandozeile starten mit

hof@humboldt: > runhaskell Hello.hs
Hello World!

Wenn wir die Datei Hello. hs ausfithrbar (mit chmod u+x Hello.hs) machen
und in ihre erste Zeile einfligen

#!/user/bin/env runhaskell
konnen wir das Programm sogar so aufrufen:

hof@humboldt:~> ./Hello.hs
Hello World!

In diesem Fall weichen wir also von der sonst iiblichen Praxis ab, dass der
“Vorname” einer Datei (Hello) und ihr Modulname (Main) gleich sind. Statt
dessen konnten wir die Zeile “module Main where” gleich ganz weglassen.
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9.9 Zusammenfassung

In Haskell ist jedes (stand-alone) Hauptprogramm (main) eine Aktion. Ak-
tionen mit Seiteneffekten werden vom Laufzeitsystem interpretiert bzw. aus-
gefiihrt. Aktionen kann man mit (abstrakten) Shell-Skripts vergleichen, deren
Texte rein funktional per Zeichenverkettung erstellt wurde. Seiteneffekte wer-
den durch vordefinierte Aktionen bewirkt — und durch sonst nichts. Fiir den
Nachweis von Korrektheit sollte man I0 moglichst weit vom “eigentlichen”
Programm abtrennen.

Aktionen sind jedenfalls besser als imperative (oder Skript-) Sprachen, weil
sie eine strenge Typisierung, Polymorphie und Funktionen héherer Ordnung
anbieten.

Es gibt noch weitere IO-Bibliotheken, die hier nicht vorgestellt wurden:

e Parallelverarbeitung durch Threads (Control.Concurrent) oder Prozesse
(System.Posix)
e Graphische Benutzerschnittstellen (GUISs), etc.

(Dies ist Fassung 2.2 von 4. Februar 2010.)
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Zustand

In Haskell sind alle Funktionen transparent

e Zustand — Inspektion und Verédnderung
e Abstrakt: Monaden
e Beispiele: Knoten numerieren, Maybe, Listen, Parser, IO

10.1 Funktionen mit Seiteneffekten
Funktionen f :: a — b sind referentiell transparent
referentiell transparente Inspektion des Zustands:

type State = ...

f’ :: a — State — b

Zustandsverdnderungen verdndern den Zustand der Welt: State — State
referentiell transparente Verdnderung des Zustands:

f’’ . a — State — (State, b)

Zustandsverdnderungen geschehen sequentiell
Und wie sieht der Zustand aus? Zum Beispiel eine Liste

Beispiel 10.1 (Knoten in Bdumen ersetzen).

e numTree ::Eq t = Tree t —Tree Int
ersetzt Knoteninhalte durch Zahlen
(gleiche Knoteninhalte durch gleiche Zahlen)

ANAN
b C ~ 2 3
/\ /\
o a 3 1
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Zustand: eine Liste der bisher gefundenen Knoteninhalte
Diese Liste wird durch den Baum gereicht und verdndert
numberTree ::Eq a =Tree a —[a] — (Tree Int, [a]) transformiert
den Baum und verédndert den Zustand der Liste
e Numerierung nach Pra-Ordnung

Zustinde von Hand transformieren

numberNode’ :: Eq a = a — [a] — (Int,[a])
numberNode’ x t = case elemIndex x t of
Nothing — (length t, t++[x])
Just n — (a,t)

numberTree’ :: Eq a = Tree a — [al — (Tree Int, [al)
numberTree’ Leaf t (Leaf, t)
numberTree’ (Branch x 1 r) = (Branch n 1’ r’, t3)
where (n , t1) = numberNode’ x t
(1°, t2) = numberTree’ 1 ti
(r’, t3) = numberTree’ r t2

ot

numTree’ :: Eq t = Tree t — Tree Int
numTree’ t = fst (numberTree’ t [])

Hierbei werden sie Zustédnde explizit “durchgeschleift”. Geht es auch anders?
Jal

e Zustandstyp
data ST s a = ST(s — (a,s))
e Zustand unverdndert lassen

return :: a — ST s a
return x = ST (\s — (x,58))

e zwei Zustandsverdanderungen verbinden

bind :: STs a — (a— STsb) — ST s b
(ST m) >= f =8T $ \s — let (x,81) = m s

ST f> =f x
(y,s82) = £’ s1
in (y,s2)

e abstrakte Baumverdnderung
data ST s a = ST(s — (a,s))
numberNode :: EQ a = a — ST [a] Int

numberNode x = ST (\t — case elemIndex x t of
Nothing — (length t, t++[x])
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Just n — (m,t))

numberTree :: Eq a = Tree a — ST [a]l (Tree Int)
numberTree Leaf = return Leaf
numberTree (Branch x 1 r)
= numberNode x >= \n —
numberTree 1 >= \1’ —
numberTree r >= \r’ —
return (Branch n 1’ r’)

e Zustédnde reisen under cover

10.1.1 Monaden

return und bind sind Klassenmethoden
e cine Typkonstruktorklasse (m hat einen Parameter)

class Monad m where
(>=) @ forallab.ma— (a— mb) - mb
return :: a — m a

) :: forall ab. ma —-mb —mb
m>k=m>=\_ — k

fail : String — m a
fail s = error s

e Figenschaften von Monaden

return a >=k — k a
m >= return — m
m>= (\x - kx>=h) — (m>=%k) >=h

ST s ist eine Instanz von Monad

e instance Monad (ST s) where
-— (>>=) :: forall a b. ST s a
-— > (a ->8Tsb) ->8Tsb
(ST m) >= f = ST (\s — let (x,81) = m s
ST f° =f x
in £’ s1)

-— return :: a -> ST s a
return x = ST (\s — (x,s))

syntaktischer Zucker fiir return und (>>=) die do-Notation

147



148 10. Zustand

e die do-Notation fiir Monaden

do [Pl <—]E1 Ei > [: APy —>]

: [ :
[P, <] E, E, > [= AP, —]
return F, return F,

numberTree, syntaktisch verzuckert:

numberTree :: Eq a = Tree a — ST [a] (Tree Int)
numberTree Leaf = return Leaf
numberTree (Branch x t1 t2)
=do n < numberNode x
ntl < numberTree tl1
nt2 < numberTree t2
return (Branch n ntl nt2)

Zustéande reisen immer noch under cover
imperative Schreibweise

Weitere Instanzen von Monad

Maybe
Listen
Parser
Ein-Ausgabe

Die Instanz Monad Maybe

instance Monad Maybe where
-= (>>=) :: forall a b. Maybe a
--= => (a -> Maybe b) -> Maybe b

(Just x) >k = k x

Nothing >= k = Nothing
-- return :: a > ma

return = Just

fail s = Nothing

unify mit do

unify :: Type — Type — Maybe [(Int, Type)]
unify t1 t2 = case firstMatch t1 t2 of
Nothing — Nothing
Just [1 — Just []
Just s@((i, t) : _) — case unify (inst s t1) (inst s t2) of
Just subst — Just $ (i, inst subst t) : subst
Nothing — Nothing



10.1. Funktionen mit Seiteneffekten 149

unify’ :: Type — Type — Maybe [(Int, Type)]
unify’ t1 t2 = do s1 <« firstMatch t1 t2
if null s1 then return []
else do s2 « unify’ (inst sl t1) (inst sl t2)
return (head s1 : s2)

Die Instanz Monad []

instance Monad [] where
-= (>>=) :: forall a b. [a] -> (a -> [b]) -> [b]

m >= k = concat (map k m)
-— return :: a -> [a]

return x = [x]

fail s =[]

e Listen mit (>>=) und do

11 [x, ) | x« [1,2,3], y «<[’a’,’b’]]

12 =1[1,2,3] >= (\x — [’a’,’b’] >»= (\y — return (x,y)))

13 =do {x <« [1,2,3]; y «[’a’,’b’]; return (x,y)}
Parser, noch mal

e diesmal richtig
e Parsec (Daan Leeijen, Utrecht): Text.Parsec.Combinator

data Parse a b = Parser (State a — Reply a b)
data State a = State [a] Int -- Position

data Reply a b = OkReply b (State a) Consumption
| FailReply Consumption String h

data Consumption = NoInputConsumed | Consumed
deriving (Eq, Ord)

Instanz Monad (Parse a)

instance Monad (Parse a) where
-— (>>=) :: Parse a b -> (b -> Parse a c) -> Parse a c
Parser pl >= f = Parser ( \s — case pl s of
OkReply b t conl —
let Parser p2=f b
in case p2 t of
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OkReply c¢ u con2 — OkReply ¢ u (max conl con2)
FailReply con2 msg — FailReply (max conl con2) msg
FailReply conl e — FailReply conl e)

-- return :: b -> Parse a b
return b = Parser ( \ s — OkReply b s NoInputConsumed)

-- fazl :: String -> Parse a b
fail s = Parser ( \ _ — FailReply NoInputConsumed s)

Ausdrucks-Parser

data Expr = Expr InfixOp Expr Expr | Number Int deriving ...
data InfixOp = Div | Mult | Plus | Minus deriving ...

expr, term, factor :: CharParser Expr
expr = term >>= opExpr

opExpr, opTerm :: Expr — CharParser Expr -- S
opExpr t =
infixExpr Plus t "4" expr
<|> infixExpr Minus t "-" expr
<|> return t

term = factor >>= opTerm

opTerm f =

infixExpr Mult f "x" term
<|> infixExpr Div £ "/" term
<|> return f

factor =
1iftM Number (lexeme number)
<|> (symbol "(" >> expr << symbol ")")

infixExpr :: InfixOp — Expr — String — CharParser Expr
— CharParser Expr
infixExpr i e s p = 1liftM (Expr i e) (symbol s >> p)

Ein- Ausgabe
e Verdnderung der Welt (vulgo Systemzustand)
data I0 a= ... -- World -> (World,a)

instance Monad I0 where
= =...
return = ...
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fail s = ioError (userError s)

Die Welt wird man nicht mehr los
einmal I0, immer I0

Néchstes Mal

Felder (array)
Graphen

(Dies ist Fassung 2.0 von 4. Februar 2010.)
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Feld und Graph

Nachdem wir im letzten Kapitel untersucht haben, wie imperativer Kontroll-
fluss beim funktionalen Programmieren realisiert werden kann (mit Zustands-
Transformern und Monaden), wollen wir in diesem Kapitel Dattenstrukturen
betrachten, die weithin als “typisch imperativ” gelten:

e Felder (array)
e Graphen

Auch bei den Datentypen konnen die imperativen Konzepte gut modelliert
werden — sogar etwas allgemeiner und abstrakter — aber nur mit einem gewis-
sen Quverhead implementiert werden, was den Zeit- und Platzbedarf angeht.

11.1 Feld

Felder sind eine wichtige Datenstruktur in imperativen Sprachen — es war
die erste Datenstruktur iiberhaupt, die es schon in Sprachen wie Fortran
gabb, lange vor Strukturen (“struct”, “record”) oder gar rekursiven Struk-
turen. Das liegt auch daran, dass Felder sehr gut auf die Speicherstruktur
herkémmlicher Hardware abgebildet werden kénnen.

11.1.1 Felder in imperativen Sprachen
In der Sprache Ada konnen Felder so vereinbart werden:
x : array (lwb..upb) of T

Die Werte des Feldes x konnen als zusammenhéngende Speicherzellen allokiert
werden. Dabei entsteht nur geringer Overhead fiir Speicherplatz, besonders
wenn die Groflen der Werte des Elementtyps 7' und die Grenzen lw, upb des
Indexbereichs bekannt (“statisch”) sind.
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e Elemente werden zusammenhéngend gespeichert
(keine Zeiger, kein Speicher- Overhead))
Zugrift a[i] ist random in O(1)
Verédndern ali] < ali] + 1 ist destruktiv und kostenneutral

11.1.2 Felder in funktionalen Sprachen

e functional arrays
Zugrift O(logn), Verdndern O(logn), Zeiger-Overhead
gekapselte imperative Felder
gekapselte imperative Felder in Zustandsmonade
Was bleibt: Overhead fiir Abstraktion

ein abstrakter Datentyp

spezielle tabellierte Abbildungen Map a b:

—  Der Definitionsbereich a lésst sich auf einen Bereich [u..0] ganzer Zah-
len abbilden.

— In Haskell bedeutet das: Der Definitionsbereich muss indizierbar sein,
also eine Instanz der vordefinierten Klasse Ix:

class 0Ord a = Ix a where

range i (a,a) — [al
index i (a,a) — a — Int
inRange :: (a,a) — a — Bool
rangeSize : (a,a) — Int

— Die folgenden vordefinierten Typen sind Instanzen von Ix: Char, Int,
Integer, Tupel, Bool

—  Fiir Aufzéhlungstypen und Produkttypen kann eine Instanz abgeleitet
werden (“deriveing”).

e stark vereinfacht gegeniiber Haskell-Feldern
arr :: (Int,Int) — a — Array a

(1) :: Array a — Int— a
(//) :: Array a — (Int,a) — Array a

Implementierung von functional arrays

e Implementiert als anndhernd balancierte Baume
e Zugriff mit Division durch 2

data Array a = A (Int,Int) (Tree a) deriving (Show, Read)

data Tree a = Leaf | Branch a (Tree a) (Tree a) deriving (Show, Read)
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arr (1,u) v=A (1,u) (nodes size)
where size = if u-1+41 > 0 then u-I14+1 else error ".."
nodes n = if n = 0 then Leaf
else Branch v (nodes (m ‘div‘ 2))
(nodes (n ‘div‘ 2))

A (Q,u) t!'k=if 1 < k && k < u then t ‘at‘ (k-1+1)
else error "array, bounds error"

where Leaf ‘at‘ _ = error "wrong index"
Branch v t1 t2 ‘at‘ k
| k=1 =v
| even k = t1 ‘at‘’ (k ‘div‘ 2)

| otherwise = t2 ‘at‘ (k ‘div‘ 2)

A (1wt /) (k,v) =if 1 < k& k < u
then A (1,u) (upd t (k-I+1) v)
else error "array, bounds error"
where upd :: Tree a — Int— a— Tree a
upd Leaf k v =
if k= 1 then (Branch v Leaf Leaf)
else error "Tree.upd: illegal jindex"
upd (Branch w t1 t2) k v
| k=1 = Branch v t1 t2
| even k = Branch w (upd t1 (k ‘div‘ 2) v) t2
| otherwise = Branch w t1 (upd t2 (k ‘div‘ 2) v)

data (Ix a) = Array a b= ... -- Abstract

array @ (Ix a) = (a,a) — [(a,b)] — Array a b

D w (Ix a) = Array a b — a — b

bounds = (Ix a) = Array a b — (a,a)

indices @ (Ix a) = Array a b — [al

elems @ (Ix a) = Array a b — [b]

assocs  (Ix a) = Array a b — [(a,b)]

accumArray :: (Ix a) = (b —» ¢ — b) — b — (a,a) — [(a,0)]

— Array a b
Array a b — [(a,b)] — Array a b
(b - ¢ — b) — Array a b — [(a,0)]
— Array a b

) ¢ (Ix a)

accum ¢ (Ix a)

44U

e Instanz von Functor (fmap), Eq, Ord, Show, Read

Implementierung von Array

e Implementiert als imperative Felder
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o Zugriff O(1) (mit Overhead wegen Indexpriifung)
e Verdndern O(n) (1)

Beispiele

a’ = array (1, 4) [(3, ’c¢c’), (2, ’a’), (1, ’£), (4, ’e’)]
f n=array (0, n) [(i, i*i) | i « [0..n]]

m = array ((1, 1), (2, 3))
[, 7)), Gx)) | i« [1..2], j « [1..3]]

fibs n = a
where a = array (1,n) ((1, 1):(2, 1):
[(i, a'(i-1) + a!'(i-2)) | i « [3..n]])

11.2 Graph

endliche Menge von Knoten

Kanten verbinden Knoten (gerichtet/ungerichtet, mit Gewicht)
Knoten koénnen beliebig viele Vorgéanger haben

Zyklen und unverbundenen Komponenten sind méglich

Schnittstelle

mkGraph :: (Ix n,Num w) = Bool — (a,n) — [(n,n,w)] — (Graph n w)
adjacent :: (Ix n,Num w) = (Graph n w) — n — [n]

nodes :: (Ix n,Num w) = (Graph n w) — [n]

edgesU :: (Ix n,Num w) = (Graph n w) — [(n,n,w)]
edgesD :: (Ix n,Num w) = (Graph n w) — [(n,n,w)]
edgeln :: (Ix n,Num w) = (Graph n w) — (n,n) — Bool
weight :: (Ix n,Num w) = n — n — (Graph n w) — w

Graphen als Zeigerstrukturen
data Graph n w = Vertex n [((Graph n w),w)]

graphPTR = v1
where
vl = Vertex 1 [(v2,12),(v3,34),(v5,78)]
v2 = Vertex 2 [(v1,12),(v4,55),(v5,32)]
v3 = Vertex 3 [(v1,34),(v4,61),(v5,44)]
v4 = Vertex 4 [(v2,55),(v3,61),(v5,93)]
v = Vertex 5 [(v1,78),(v2,32),(v3,44), (v4,93)]

e Probleme: unzusammenhéngende Graphen, Zyklen
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Graphen als Adjazenzlisten

type Graph n w = Array n [(a,w)]

graphAL = array (1,5) [(1,[(2,12),(3,34),(5,78)]1),
(2,[0(1,12),(4,55),(5,32)1),
(3,[(1,34),(4,61),(5,44)1),
(4,[(2,55),(3,61),(5,93)1),
(5,[(1,78),(2,32),(3,44),(4,93)1D]

Operationen auf Graphen als Adjazenzlisten

mkGraph dir bnds es =
accumArray (\xs x — x:xs) [] bnds
([(x1,x2,w) | (x1,x2,w) < es] ++
if dir then []
else [(x2,(x1,w))|(x1,x2,w)—es,x1/=x2])

adjacent g v = map fst (g!v)

nodes g = indices g

edgeln g (x,y) = elem y (adjacent g x)

weight x y g =head [ ¢ | (a,0)—g!'x , a=y]

edgesD g = [(v1,v2,w) | vl nodes g , (v2,w) «g!vi]
edgesU g = [(v1,v2,w) | vl nodes g , (v2,w) «—g!vl , vl <

v2]

Graphen als Adjazenzmatritzen

type Graph n w = Array (n,n) (Maybe w)

graphAM = mkGraph True (1,5) [(1,2,10),(1,3,20),(2,4,30),(3,4,40),(4,5,50)]

Operationen auf Graphen als Adjazenzmatritzen

adjacent g vl = [ v2 | v2 «<nodes g, (g!(v1,v2)) /= Nothing]

nodes g = range (1,u) where ((1,_),(u,_)) = bounds g

edgeln g (x,y)= (g!(x,y)) /= Nothing

weight x y g = w where (Just w) = g!(x,y)
edgesD g = [(v1,v2,unwrap(g! (v1,v2)))

| v1 «nodes g, v2 < nodes g,
edgeln g (v1,v2)]
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where unwrap (Just w) = w

edgesU g = [(v1,v2,unwrap(g! (v1,v2)))
| vl <nodes g, v2 «— range (vl,u),
edgeln g (v1,v2)]
where (_,(u,_)) = bounds g
unwrap (Just w) = w

Adjazenzlisten versus Adjazenzmatritzen

Héngt von der Dichte des Graphen ab

Adjazenzlisten sind beser fiir diinn besetzte Graphen
Adjazenzmatritzen sind besser fiir dicht besetzte Graphen
Diinn besetzt: |E| < |V]log|V]|

Einige Graphalgorithmen

Tiefensuche

Breitensuche

topologisches Sortieren

minimale aufspannende Baume (Kruskal, Prim)

Topologisches Sortieren

e geordnete Graphen
Beispiel
g = mkGraph True (1,6) [(1,2,0),(1,3,0),(1,4,0),

(3’6’0)’(5’4’0)’(6:2’0):
(6,5,0)]

minimal aufspannende Biume

Kruskals Algorithmus

kruskal :: (Num w, Ix n, Ord w) = Graph n w — [(w,n,n)]
kruskal g = kruskal’ (fillPQ (edgesU g) emptyPQ)
(newTable [(x,x) | x< nodes gl)
1
where n = length (nodes g)
kruskal’ pq t mst 1

| i—=n = mst
| otherwise =
let e@(_,x,y) = frontPQ pq

prq’ = deP{ pq
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(updated,t’) = unionFind (x,y) t
in if updated

then kruskal’ pq’ t’(e:mst) (i+l)

else kruskal’ pq’ t mst i

minimal aufspannende Bidume

Prims Algorithmus

prim :: (Num w, Ix n, Ord w) = Graph n w — [(w,n,n)]
prim g = prim’ [n] ns []
where (n:ns) = nodes g
es = edgesU g
prim’> t [] mst = mst
prim’ t r mst

= let e@(c,u’,v’) = minimum [(c,u,v)|(u,v,c)«es,
elem u t, elem v rJ

in prim’ (v’:t) (delete v’ r) (e:mst)

Nichstes Mal

e Funktional, praktisch
e von Jasper van de Ven

(Dies ist Fassung 0.9 von 4. Februar 2010.)
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Beweise und Typen

Dieses Kapitel ist zweigeteilt. Als erstes wenden wir uns dem Thema zu, wie
wir Eigenschaften von funktionalen Programmen beweisen konnen. Aufwands-
abschétzungen werden wir erst spéter betrachten. Es zeigt sich, dass der syste-
matische Aufbau von Funktionen mit primitiver oder struktureller Rekursion
dazu fithrt, dass man ihre Eigenschaften ebenso systematisch mit vollstdndi-
ger, struktureller bzw. Fixpunkt-Induktion beweisen kann.

Als zweites beschiftigen wir uns damit, wie Typen in einer funktiona-
len Sprache behandelt werden, insbesondere, wie tiberpriift wird, ob ein Pro-
gramm den Typregeln geniigt. In modernen funktionalen Sprachen miissen
die Typen von Funktionen in den allermeisten Féllen nicht angegeben wer-
den, sondern konnen aus der Definition hergeleitet werden. Das bezeichnet
man als Typinferenz.

12.1 Formalisierung und Beweis

Wie kénnen wir verstehen, was eine Funktion tut? Auf diese Frage sind meh-
rere Antworten moglich:

e Test am Rechner: Wir konnen die Funktion fiir verschiedene Argumente
durch Auswertung in ghci bestimmen lassen.

o Test von Hand: Wir konnen das Gleiche auch von Hand auf Papier tun,
indem wir die Definition Schritt fiir Schritt anwenden. Das geht natiirlich
nur fiir einfachere Funktionen und sehr kleine Eingaben.

e Beweis: Wir konnen untersuchen, wie sich die Funktion im Allgemeinen
verhlt.

In diesem Kapitel werden wir versuchen, allgemeine Eigenschaften von Funk-
tionen nachzuweisen.
Betrachten wir ein sehr einfaches Beispiel:

length [] =0 (length.1)
length (x:xs) = 1 + length xs (length.2)
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Dann konnen wir die Linge einer gegebenen Liste wie [2, 3, 1] bestimmen:
length [2,3,1] ~ 1+ length [3,1]
~ 14 (1 + length [1])
~ 14 (1+ (1 + length ]]))
~ 14+ (1+(1+0))

~3 3

Wir kénnen die Gleichungen (length.1) und (length.2) auch als allgemeine
Beschreibungen des Verhaltens von length begreifen:

e (length.1) definiert die Linge der leeren Liste.
e (length.2) sagt aus, dass die Linge einer Liste (z : xs) gleich 1+length xs
ist, fir beliebige Werte x und xs.

Die zweite Gleichung definiert eine allgemeine Eigenschaft von length, die fiir
alle nicht leeren Listen gilt. Auf Basis der Gleichungen kénnen wir schlielen,
dass

length[z] =1 (length.3)

Wie geht das? Wir wissen, dass die Gleichung (length.2) fiir beliebige Listen
xs gilt, also auch fiir zs = [|. Also gilt:

length|z] = length(x : []) Def. von [z]
= 1+ length[] wegen (length.2)
=140 wegen (length.1)
=1

Wir lernen hieraus, dass Funktionsdefinitionen auf mindestens zwei verschie-
dene Arten gelesen werden kdnnen:

e Wir konnen sie als Vorschriften nehmen, wie bestimmte Ergebnisse zu
berechnen sind, wie length [2, 3, 1].

e Wir konnen sie als allgemeine Beschreibungen des Verhaltens der Funktion
verstehen.

Aus der allgemeinen Beschreibung konnen wir weitere Fakten herleiten. Ei-
nige — wie (length.3) — sind sehr einfach, andere kénnen komplexere Zu-
sammenhénge zwischen zwei oder mehr Funktionen beschreiben. Dazu spéter
mehr.

Eine andere Sichtweise des “Beweises” von (length.3) ist, dass wir sym-
bolische Auswertung betrieben haben: Wir haben die Definition angewendet,
aber nicht auf konkrete Zahlen, sondern auf eine Variable xz, einen Platzhalter
fiir beliebige Zahlen. Symbolische Auswertung ist fiir Beweise sehr niitzlich.

Abschlielend stellen wir fest, dass die Gleichungen einer Funktionsdefi-
nition “die Funktion selbst beschreiben”, was Beweise sehr erleichtert. Man
vergleiche nur einmal, wie man die oben gezeigten Eigenschaften fiir eine Im-
plementierung der Lingenfunktion in Sprachen wie JAVA oder C++ nachwei-
sen konnte!
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12.1.1 Definiertheit, Termination und Endlichkeit

Bevor wir uns weiter mit Beweisen beschéiftigen, miissen iiber zwei Aspekte
des Programmierens nachdenken, die wir bislang nur kurz gestreift haben.
Bei der Auswertung eines Ausdrucks kann zweierlei herauskommen:

e Die Auswertung hélt an und liefert eine Antwort.
e Die Auswertung kann immer weiter gehen, ohne je anzuhalten und eine
Antwort zu liefern.

Bei der Definition

fac:: Int — Int
fac 1 =1
fac n=n * fac (n-1)

gibt es beide Arten von Auswertungen:

fac 2~ 1% facl fac(=2) ~ (=2) * fac(—3)
~ 1% (1 % fac0) ~ (=2) % ((=3) * fac(—4))
M;*(uo) ~ (=2) % ((=3) x (=4 * fac(=5)))

Wenn die Auswertung nicht terminiert, betrachten wir ihr Ergebnis als un-
definiert, geschrieben “1”. Wenn wir Beweise fiihren, miissen wir uns oft auf
die Félle beschrinken, in denen die Auswertung definiert ist , weil andernfalls
viele vertraute Eigenschaften nicht mehr gelten. Zum Beispiel erwarten wir,
dass gilt:

0xE <=0
Das gilt aber nur, solange sie Auswertung von F definiert ist:
0% fac(=2)=0x L= 1#0

In den meisten Fallen reicht es aus, nur definierte Fille einer Auswertung zu
betrachten — es sei denn, eine Funktion wére undefiniert fiir Werte, die man
eigentlich definieren wollte.

Der zweite Aspekt ist die Endlichkeit der Werte. In HASKELL werden Funk-
tionen verzogert ausgewertet, so dass sehr wohl auch unendliche Werte defi-
niert werden konnen, wie die Liste der natiirlichen Zahlen

numbers = [1..] ~ [1,2,3,.. ]

Auch partiell definierte Listen konnen definiert werden. Im Folgenden be-
schranken wir uns zunéchst darauf, Eigenschaften nur fiir alle endlichen Werte
zu zeigen, z.B. fiir alle endlichen Listen.
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12.1.2 Rekursion und Induktion

Viele Funktionen sind mit Fallunterscheidung und Rekursion definiert. Die
Struktur der Definition folgt dabei oft der Struktur des Arguments der Funk-
tion f.

e Fiir mindestens einen Basisfall ist die Definition nicht rekursiv. Ist das
Argument eine natiirliche Zahl n, ist dies beispielsweise der Fall n = 0
oder n = 1. Ist das Argument eine Liste ¢, konnte dies der Fall ¢ = [] sein.
Wenn das Argument ein Baum ¢ ist, konnte dies der Fall t = Leaf sein.

e Die rekursiven Félle definieren den Wert von f fiir ein Argument, indem
sie rekursiv Werte von f fiir Argumente benutzen, die im gewissen Sinne
kleiner sind. So kann f n fiir eine natiirliche Zahl n > 0 mithilfe des Wertes
von f(n — 1) bestimmt werden (bzw. fiir fm fiir eine Zahle m < n).
Der Wert f(x : ¢) fiir eine nicht leere Liste kann mithilfe des Wertes
f(n—1) berechnet werden. Schlieflich kann der Wert von f(Branch t1 x t2)
fiir einen Knoten rekursiv mithilfe der Werte f ¢; und f to definiert werden.

In der Rekursion wird die Aufgabe also von einem grofleren auf ein kleinerer
Argument reduziert. Bei mehreren Argumenten gilt dies analog. Siehe auch
Tabelle 12.1.

Rekursion Verankerung Schritt

primitiv (iiber N) fo=... fn=...fln=1)...
iiber Listen fl=... flx:0)=...fL...

iiber Bdumen f Leaf = ...|f(Branch tixt2) = ... ft1...ft2...

Tabelle 12.1. Schemata fiir rekursive Funktionsdefinitionen

Wenn man eine Eigenschaft P fiir beliebige Argumente x einer Funktion
nachweisen will, tut man dies oft durch Induktion:

Als Induktionsanfang zeigt man P fiir die Basisfille.
Die Induktionsannahme besagt, dass P(a) fiir ein beliebiges Argument
gelten moge.

e Im Induktionsschritt muss dann gezeigt werden, dass aus der Induktions-
annahme P(a) folgt, dass P(a’) fiir ein grifleres Argument o’ gilt.

Bei der Induktion wird also vom Kleineren aufs Groflere geschlossen.

12.1.3 Beweis durch vollstindige Induktion

Wenn eine Eigenschaft fiir beliebige natiirliche Zahlen gezeigt werden soll,
benutzt man vollstindige Induktion. Zu zeigen ist also:

Fiir alle Zahlen n € N gilt P(n).
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Der Beweis gliedert sich so:

Als Induktionsanfang ist zu zeigen: P(0) (oder P(1)).
Im Induktionsschritt muss nachgewiesen werden, dass aus der Annahme,
dass P(n) fiir ein beliebiges n € N schon gilt, auch P(n + 1) folgt.

Lemma 12.1. Fiir beliebige Zahlen n € N gilt
fac n = ITX

K2

i=1%x--x(n—1)%n (12.1)
Beweis. (Durch vollstindige Induktion)

e Induktionsanfang: fac 1 =11}, = 1.
e Induktionsannahme: Fiir beliebige n > 1 gelte Gleichung 12.1.
o Induktionsschritt:

facln+1)=(n+1)* fac n Def. von fac
(n+1)«II" i  Ind.-Ann.
=(n+1)x1%---xn Def. von IT
1*---%xn+*(n+1) Komm. von (x)
ot Def. von IT

12.1.4 Beweis durch strukturelle Induktion

Bei zusammengesetzten Datentypen werden Beweise iiber den Aufbau der
Werte gefiithrt. Bei Listen ist zu zeigen:

Fiir alle Listen ¢ gilt P(¢)

Der Beweis gliedert sich so:

Als Induktionsanfang zeigen wir, dass P([]) gilt.
Dann zeigen wir im Induktionsschritt, dass unter der Annahme P({) gelte
fiir eine beliebige Liste, folgt dass P(z:¢) gilt, und zwar fiir beliebige z.

Als ein einfaches Beispiel betrachten wir die Verkettung und die Léinge
von Listen. Die Funktionen waren so definiert:

G+ o lal— [al— [al
[l ++ ys = ys
(x:x8) ++ ys = x: (xs++ ys)

length :: [a] — Int
length [] =0
length (x:xs) = 1 4+ length xs

Den folgenden Zusammenhang hatten wir in Abschnitt 3.1 schon behauptet.
Lemma 12.2. Fiir beliebige Listen ¢ und ¢ gilt:

length(€ 4++¢") = length £ + length (' (12.2)
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Beweis. Durch Induktion iiber ¢. Als Induktionsanfang nehmen wir an, dass
¢ =1]. (Die Liste ¢ ist beliebig.) Dann gilt:

length([) ++¢') = length ¢/ Def. von ++
=0+ length ¢ Def. von +
= length[] + length ¢’ Def. von length

Im Induktionsschritt nehmen wir an, zwei beliebige Listen ¢ und ¢ erfiill-
ten Gleichung 12.2. Dann gilt fiir alle Elemente x:

length((z : 0) ++¢') = length(z : (€4++¢'))  Def. von ++
=1+ length({++ 1) Def. von length
=1+ length £ + length ¢’ Induktionsannahme
= length(zx : £) + length ¢’ Def. von length

Ein weiteres Beispiel beweist einen Zusammenhang zwischen Verkettung
und Umdrehen von Listen. Die Umkehr von Listen ist so definiert:

rev @ [al — [a]
rev [] ]

rev (x:xs) = rev xs ++ [x]

Lemma 12.3. Fiir beliebige Listen ¢ und ¢ gilt:
rev(l ++0') = rev ' ++ rev d (12.3)
Beweis. Durch Induktion iiber ¢. Wieder ist £ = [] der Induktionsanfang:

rev([| ++¢') = rev Def. von ++
=revl ++[] Lemma 124
= rev ¢ ++ rev[] Def. von rev

Die Induktionsannahme ist, dass Gleichung 12.3 fiir beliebige Listen £ und ¢’
gelte. Dann ist der Induktionsschritt:

rev((x : &)+ £0') = rev(x : ((++ 1)) Def. von ++
= T@U(K—H—E’) [«] Def. von rev
= rev({’ ++ rev £) ++[z] Induktionsannahme
= rev({') ++(rev { ++[z]) Lemma 12.5
= rev({') ++(rev(z : £) Def. von rev

Eigenschaften von Funktionen auf Bidumen oder anderen rekursiven Daten-
typen konnen analog durch strukturelle Induktion iiber die Definition dieser
Datentypen gezeigt werden.
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Aufgabe

Zeigen Sie folgende Eigenschaften:

Lemma 12.4. [] ist das neutrale Element beziiglich der Listenverkettung (4+):
Veeal: [|++L=0="{04+]
Lemma 12.5. (++) ist assoziativ:

Vl1,4o,03 € [a] 2l (0 -|—|—£3) = (6 -|—|—£2) ++ {3

12.1.5 Fixpunktinduktion

Nicht bei allen Funktionen ist die Rekursion primitiv oder strukturell. Dann
kann man Eigenschaften durch Fizpunktinduktion iiber die Gleichungen der
Funktionsdefinition zeigen.

Wir nehmen an, die Funktion f sei mit einigen nicht rekursiven Gleichun-
gen und mindestens einer rekursiven Gleichung definiert:

fr=...fti.. ftn...

Dann ist zu zeigen: Fiir alle Argumente x gilt P(f x). Als Induktionsveranke-
rung zeigen wir P fiir alle nichtrekursive Gleichungen von f.

Als Induktionsannahme setzen wir P(ft;) fiir alle ¢;, 1 < ¢ < n voraus, die
kleiner sind als x. Im Induktionsschritt miissen wir dann zeigen, dass P(f x)
daraus folgt. Das heifit, wir zeigen, dass ein Rekursionsschritt P bewahrt. Das
muss fiir jede rekursive Gleichung von f gemacht werden.

Als Beispiel zeigen wir die Korrektheit folgender Definition von Quicksort:

gsort 0 [Int] — [Int]
gsort [] =[
gsort [x] = [x]

gsort (x:xs) = (gsort 1) ++ [x] ++ (gsort r)
where 1=[y | y « xs, y< x ]
r=[y |y« xs, y>x1]

Jeder Sortieralgorithmus permutiert die Elemente einer Liste, so dass sie ge-
ordnet sind.

Lemma 12.6. Fir alle Listen £ € [Int] gilt:
Perm(¢, gsort £) A\ Sorted(qsort £)
Hierbei sind die Pridikate Perm und Sorted so definiert:

Perm([z1, ..., 0], [Tiyy - oy 240, ]) = {01,y in} ={1,...,n}

Sorted([x1,...,xn]) :=V1<i<nex; <xiyr
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Beweis. Durch Induktion iiber /.
Als Induktionsverankerung betrachten wir die nicht rekursiven Gleichun-
gen und sehen, dass offensichtlich gilt:

Perm([], gsort[]) ASorted(gsort[]) und Perm([x], gsort[x]) A Sorted(qsort|x])

Im Induktionsschritt betrachten wir die Priadikate Perm und Sorted getrennt.
1. (Perm) Die Induktionsannahme ist

Perm(l, gsort 1) A Perm(r, gsort r)
Aus den Definitionen von [ und r folgt:
Perm(zs,l ++1)
Nach Induktionsannahme gilt:
Perm(l ++[x] ++r, gsort | ++[x] ++ gsort 1)
wegen folgender Vertraglichkeit von Perm mit ++

V€1,€2, /1,6/2 € [Int]
e Perm(ly,£]) N Perm(€a, 0y) = Perm({y ++ Lo, 0} ++ £5)

gilt dann

Perm(xs, gsort 14+ gsort r)
wegen der Transitivitat von Perm:

VA1, 09,03 € [Int] e Perm({y,02) A Perm(la,l3) = Perm({1,43)
2. (Sorted) Die Induktionsannahme ist:

Sorted(gsort 1) A Sorted(qsort r)

Dann gilt:

o Vycl:y<uz (nach Definition von 7).
o Vycgsortl:y<zx (wegen Perm(l, gsort 1)).
e Analog kann fiir r gezeigt werden: Vz € gsort r: z < z.

o Alsogilt: Vy € gsort I,z € qsort r:y<z <z

e Dann folgt Sorted(gsort I ++[z] ++ gsort r) aus der Induktionsannahme.

Fixpunktinduktion lédsst sich auf wechselseitig rekursive Funktionen erweitern.
In Tabelle 12.2 sind die verschiedenen Arten von Induktion noch einmal
gegeniibergestellt.
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vollstandig strukturell
Induktions-| (iiber N) |iiber Listen| iiber Badumen
-Anfang | P(0),P(1)| P([)) P(Leaf)
-Annahme P(n) P(¢) P(t1), P(t2)
-Schritt P(n)= | P{)= |P(t1)\P(t2) =
Pn+1) | P(x:¢) |P(Branch tixt2)

Tabelle 12.2. Induktionsschemata fiir Beweise

12.2 Typinferenz

Alle modernen funktionalen Sprachen sind getypt. Programme in diesen Spra-
chen miissen so geschrieben sein, dass Funktionen nur auf Argumente ange-
wendet werden, deren Typ mit dem der Funktion vertrdglich ist (engl. com-
patible). Die Typisierung ist streng: Das System von Typregeln kann nicht
“iiberlistet” werden wie in manchen imperativen Sprachen (z.B. in C4++).
Die Typisierung ist statisch: (Fast) alle Typregeln werden schon bei der Ana-
lyse des Programms iiberpriift, bevor es ausgefithrt wird.

Beim Programmieren haben wir praktisch erfahren, dass auch HASKELL
eine streng und statisch getypte Sprache ist. Dadurch ist es zwar nicht immer
einfach, ein Funktionen so zu definieren, dass ghci sie akzeptiert. Wenn dies
aber — endlich — gelungen ist, konnen wir sicher sein, dass unser Programm
keine Typfehler mehr enthélt. Das spart viele Tests, die in schwécher getypten
Sprachen notwendig wiren.

Auch wenn das Typsystem funktionaler Sprachen streng ist, so erlaubt es
doch, Typen sehr allgemein und flexibel anzugeben. Typen sind polymorph:
Sie konnen Typvariablen enthalten, die mit anderen Typen instantiiert wer-
den koénnen — auch mit polymorphen. Wenn Typvariablen mit beliebigen Ty-
pen instantiiert werden kénnen, sprechen wir von universeller Polymorphe. In
HASKELL koénnen polymorphe Typen noch préziser definiert werden. In einer
Typdefinition kann angegeben werden, dass bestimmte Typvariablen nur mit
Typen instantiiert werden diirfen, die bestimmte Eigenschaften haben. Dies
nennt sich eingeschrinkte Polymorphie (engl. bounded polymorphism). Die Ei-
genschaften betreffen das Vorhandensein von bestimmten Operationen auf den
instantiierenden Typen, die mit der Zugehorigkeit zu Typklassen spezifiziert
wird. Typen kénnen zu einer Instanz einer Typklasse gemacht werden, indem
die Operationen der Klasse fiir den Typen definiert werden; damit werden die
Operationen also iberladen.

Trotz dieser méchtigen Typkonzepte miissen die Typen von Funktionen
in den allermeisten Fillen nicht angegeben werden, sondern konnen aus der
Definition hergeleitet werden. Das bezeichnet man als Typinferenz. Aus me-
thodischen Griinden ist es aber sinnvoll, die Typen von Funktionen immer
explizit zu spezifizieren.



170 12. Beweise und Typen

Wir gehen in drei Schritten vor: Zuerst betrachten wir nur monomorphe
Typen, also ohne Typvariablen. Danach erweitern wir dies auf universelle
Polymorphie und beschreiben schliellich, wie dies zu gebundener Polymorphie
erweitert werden kann.

12.2.1 Monomorphe Typen

Typregeln miissen in einem funktionalen Programm an drei Stellen iiberpriift
werden: In Funktionsdefinitionen (Gleichungen), in den Mustern auf deren
linken Seiten, den Wichtern (engl. guards) und Ausdriicken auf deren rechten
Seiten.

Dabei sind im Einzelnen folgende Regeln zu beachten.

1. Eine Gleichung fiir eine Funktion hat eine linke Seite, in der die Funktion
auf k Muster angewendet wird, und n > 0 bewachte Ausdriicke als rechte
Seite. (“Unbewachte” Gleichungen sind dquivalent zu “otherwise = e;1”.)

fiti = >ty —t
fomi - mp | g1=er

| 9gn = €En

Dafiir gelten die folgenden Typregeln:

a) Alle Wichter g; miissen den Typ Bool haben.

b) Die Muster m; miissen mit den Typen t; vertriglich sein.

¢) Die Ausdriicke e; miissen den Typ ¢ haben.

2. Muster sind Variablen aus der Menge {_,z1,...} oder Anwendungen
kmq ---m, eines Konstruktors k auf n > 0 Muster.

Ein Muster m ist vertriglich mit einem Typ ¢, wenn es auf einige Elemente
seiner Wertemenge passt.

a) Eine Variable z; und die anonyme Variable vertragen sich mit jedem
Typ t. Eine Variable z; gilt dann in der Gleichung als mit dem Typ ¢
vereinbart. (Variablen werden immer implizit deklariert.)

b) Ein Muster kmy - - - m,, vertrigt sich mit ¢, wenn der Wertkonstruktor
k den Typ t1 — --- — t, — s hat, alle Muster m; vertrédglich mit ¢;
sind und s mit ¢ vertréiglich ist. (Die Menge K der Wertkonstruktoren
enthilt die Listenkonstruktoren “[]” und “(:)” und die Tupelkonstruk-
toren “(,...,)".)

3. Ausdriicke sind Literale fiir Zahlen (N), Zeichen (C) oder Zeichenket-
ten (S), Namen von Konstanten (wobei Funktionen als Konstanten von
funktionalen Typen o — 7 aufgefasst werden) und Variablen, oder An-
wendungen von Funktions-Ausdriicken auf Argument-Ausdriicke:

E:=N|C|S
| er || e
| 21|

| EE
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In Ausdriicken gelten folgende Typregeln:

a) Literale N fiir Zahlen, C fiir Zeichen und S fiir Zeichenketten haben
ihren immanenten Typ.

b) Konstanten ¢; haben den Typ, der sich aus ihrer Definition ergibt.

¢) Eine Funktionsanwendung fa hat den Typ ¢, wenn der Funktionsaus-
druck f einen Funktionstyp s — ¢ hat; der Typ s’ des Argumentaus-
drucks @ muss mit dem Argumenttyp s von f vertréiglich sein.

(In lokalen Definitionen “e where d; ...d,,” miissen fiir e die Regeln fiir

Ausdriicke und fiir die d; diejenigen fiir Definitionen gelten.)

Typiiberpriifung wird oft mit Inferenzregeln beschrieben. Man geht aus von
der Annahme, dass alle Typspezifikationen des Programms und der Bibliothek
in einer Menge A von Definitionen der Form (f,¢) enthalten sind. Mithilfe von
A kénnen dann die Typen in Ausdriicken mit zwei Regeln bestimmt werden:

e Jeder Name x hat den Typ, der in A eingetragen ist.

e Bei jeder Funktionsanwendung f a muss der Ausdruck f einen Funktions-
typ haben, dessen Argumenttyp mit dem von a vertréiglich ist; der Typ
der Anwendung ist dann der Resultattyp von f.

In Inferenzregeln wird dies so formuliert.

(x,t)e A (c,t) € A AF f:s—t,Ata:s
Abx:t Abc:t AbFfa:t

Fiir die Funktionsgleichungen muss man dann nur noch sicherstellen, dass alle
Wiéchter den Typ Bool haben und linke und rechte Seite der Gleichung den
gleichen Typ haben.

Beispiel 12.1 (Typisierung von sqSum). Die Funktion sqSum berechnet das
Quadrat der Summe seiner Argumente.

sgSum :: Double — Double — Double
sqSum a b= (") (() a b) 2

(Wir schreiben die Operationen als normale Funktionsanwendungen.) Die
Menge A soll (mindestens) folgende Definitionen enthalten:!

sgSum :: Double —Double — Double

G :: Double —Double — Double
(")  :: Double —Int — Double
2 :: Int

Mit den Inferenzregeln kénnen die Typen der Teilausdriicke in der Definition
bestimmt werden:

e sqgSum :: Double ->Double -> Double
= a :: Double und sqSum a :: Double -> Double.

! Die Typen von (4) und (") sind in HASKELL allgemeiner.
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e sgSum a :: Double -> Double
= b :: Double und sqSum a b :: Double.
e (+) :: Double -> Double -> Double
= a :: Double und (+) a :: Double -> Double.
e (+) a :: Double -> Double
= b :: Double und (+) a b :: Double.
e (°) :: Double -> Int -> Double
= (+) a b :: Doubleund (°) ((+) a b) :: Int -> Double.
e (°) ((#) ab) :: Int -> Double
=2 :: Intund (") ((+) a b) 2 :: Double.

Die Funktionsdefinition entspricht also den Typregeln, weil linke und rechte
Seite beide den Typ Double haben.

Weil in diesem Beispiel angenommen wurde, dass alle Typen monomorph sind,
ist die Uberpriifung einfach zu erledigen, indem die Funktionsanwendungen
bottum-up untersucht werden. Dabei muss fiir alle Teilausdriicke die Gleichheit
von Typen iiberpriift werden.

12.2.2 Universell polymorphe Typen

Die Typen in einer funktionalen Sprache kénnen polymorph sein, und also die
Typen von Ausdriicken auch. Wir beschrinken uns zun#chst auf universelle
Polymorphie. Dann kann die Vertriglichkeit von zwei Typen t und s nicht
mehr einfach durch Feststellen der Gleichheit bestimmt werden. Beide Typen
konnen ja Typvariablen enthalten; die Typen sind vertrédglich, wenn diese
Variablen durch Typen instantiiert werden koénnen, so dass ¢ und s gleich
werden.

Eine derartige Uberpriifung kann durch Unifikation der Typausdriicke er-
reicht werden. Allgemeine Unifikation ist eine Grundlage des logischen Pro-
grammieren. Hier betrachten wir nur die Unifikation von Typausdriicken.

Bei der Unifikation von zwei Typasdriicken ¢ und s geht man zun#chst da-
von aus, dass die Typvariablen in beiden Typausdriicken verschieden sind. Die
Unifikation versucht, einen Unifikator o zu finden, der allen Variablen Aus-
driicke zuordnet so dass to = so. Der Unifikator wird so bestimmt (rekursiv
iiber den Aufbau der Typen):

e FEiner der Ausdriicke ist eine Typvariable x, sagen wir ¢ = z. Dann definiert
x +— s einen Unifikator fiir ¢ und s.

e Andernfalls bestehen beide Typen aus einem Typkonstruktor, moglicher-
weise mit Typausdriicken als Parametern, sagen wir t = kt¢;...¢, und
s =k s1...5,. Dann muss gelten:
— Die Typkonstruktoren sind gleich: k = &'.
— Die entsprechenden Typparameter haben Unifikatoren o; so dass t;o0 =

S;0.
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— Die Unifikatoren oy, . .., 0, lassen sich zu einem konsistenten Unifikator
o vereinigen.
Andernfalls sind die Typausdriicke nicht unifizierbar.

Man kann zeigen, dass der so berechnete Unifikator — wenn er existiert — der
allgemeinste ist. Er schrénkt also die Polymorphie nur ein, wenn sonst ein
Typfehler auftreten wiirde. Fiir die polymorphe Typinferenz braucht man die
Typspezifikationen fiir die Funktionen nicht; es reicht, davon auszugehen, dass
alle Namen von Konstanten, Funktionen und Variablen zunéchst verschiedene
allgemeine Typen haben, die spéater durch die Unifikation instantiiert werden
koénnen.

Beispiel 12.2. Wir betrachten die Langenfunktion mit folgenden Gleichungen:

length [] =0
length (_:1) = () 1 (length 1)

Die Definitionen sind zunéchst:

(0,Int), (1, Int), ((+),Int — Int — Int),

A= {(lengthva)v([]7[6])7((:)7'7_’ V] = D), }

Wir bestimmen die Unifikatoren fiir beide Gleichungen:

[ : [a] = length [a] — 6.

0:Int = ¢ = Int und damit length [a] — Int.

O :y=0hl—=Dhl=1:1

(+) : Int —» Int —» Int Al:Int = (+)1: Int — Int.
(+)1:Int — Int = length [ : Int.

length | : Int = length : [y] — Int.

Der Typ von beiden Gleichungen ist also bis auf die Namen der Typvariablen,
die irrelevant sind, gleich.

Hier noch drei weitere Beispiele:

. Betrachten wir die Definition

flz,y) = (z,[d.y])

Aus der linken Seite lassen sich die Typen f : (a, ) — « sowie x : @ und
y : B herleiten. Die rechte Seite ist ein Tupel, dessen zweite Komponente
eine Aufzéhlung von Zeichen ist. Deshalb ist der Unifikator o definiert
als 8 — Char und v — (a,[Char]), und f hat den Typ (a,Char) —
(«, [Char]).

. Nun untersuchen wir die Funktionsdefinition

g(m, zs) = m + length zs

Aus der linken Seite lassen sich wieder die Typen g : («, 3) — 7 sowie
m : « und zs : O herleiten. Auf der rechten Seite wird length auf zs
angewendet; deshalb ist der Unifikator o definiert als 8 +— [4] sowie v —
Int und « — Int. Damit hat g den Typ (Int, [§]) — Int.
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3. Nun betrachten wir die Komposition der beiden Funktionen:
h=gof

wobei die Funktionskomposition (.) den Typ (y — 2) = (z —y) =z — 2
hat. Dann muss der Resultattyp (a, [Char]) von f und der Argumenttyp
(Int, [b]) von g zu (Int, [Char]) unifiziert wird. Die Funktion h hat also
den Typ (Int,[Char]) — Int.

12.2.3 Gebunden polymorphe Typen

In HASKELL gibt es nicht nur universell polymorphe Funktionen, sondern auch
solche, deren Typparameter einen Kontext voraussetzen: die Zugehorigkeit zu
einer Typklasse, und damit das Vorhandensein von bestimmten Operationen
auf diesem Typ.

Wir wollen informell anhand eines Beispiels erldutern, wie bei der Typinfe-
renz mit Kontexten umgegangen wird. Betrachten wir das contains-Préadikat:

contains [] = False

contains (x:xs) y = (x = y) || contains xs y

Der Typ von contains ist
Eqa = [a] = o — Bool

weil x und y verglichen werden, sodass der Typ « vergleichbar sein muss.
Nehmen wir an, wir wendeten die Funktion contains auf einen Ausdruck e
vom Typ Ord 8 = [[(]] an; e ist also eine Liste von Listen von Werten, die
geordnet sein miissen. Ohne Beriicksichtigung des Kontextes miisste contains
also mit dem Typ

[[8]] = [6] — Bool

instantiiert werden, und die Funktionsanwendung contains e hétte also den
Typ [8] — Bool. Jetzt miissen wir noch die Kontexte unifizieren. Dies ergibt
(Eq[B], Ord 3). Dieser Kontext muss nun iiberpriift und vereinfacht werden.

Kontexte diirfen sich nur auf Typvariable beziehen, weshalb wir die
Anforderung Fgq [3] eliminieren miissen. Das kann nur durch Instanzen-
Vereinbarungen geschehen. Da Listen mit “deriving (FEg,...)” vordefiniert
sind, gilt

instance Fqa = Eqlo] where ...

konnen wir die Anforderung Eq[3] vereinfachen zu Eqf. Der einfachere Kon-
text fiir contains ist also (Eq 3, Ord ). Das Eliminieren muss fortgesetzt
werden, bis keine Instanz-Vereinbarungen mehr anwendbar sind. Wenn dann
nicht alle Anforderungen auf Typvariable zuriickgefiithrt werden konnten, gibt
es eine Fehlermeldung. Wenn wir zum Beispiel geschrieben hitten “contains
[id]”, kdme folgende Fehlermeldung, weil id eine Funktion ist und damit
nicht Instanz von Eg:
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ERROR: a — a is not an instance of the class "EqQ"

In einem zweiten Schritt vereinfachen wir den Kontext weiter mithilfe der
Klassen-Vereinbarungen. Die Klasse Ord ist so definiert:

class Fga = Ord o where ...

Also sind Instanzen von Ord automatisch auch welche von Egq, und es bleibt
nur noch der Kontext

ord 3

itbrig. Auch dieser Vorgang wird so lange wiederholt, bis keine Vereinfachun-
gen mehr moglich sind. Die Funktion hat also den Typ:

contains E : Ord 3 = [[8]] — [6] — Bool

Aufgabe

Nehmen Sie an, die Funktion sqSum aus Beispiel 12.1 sei ohne Typspezifikation
definiert worden. Leiten Sie ihren allgemeinsten Typ ab.

(Dies ist Fassung 1.7.06 von 4. Februar 2010.)
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Aufwand

In diesem Kapitel wiederholen wir kurz einige Grundbegriffe der Komplexitét
von Programmen und gehen darauf ein, wie wir die Zeit- Und Speicherkom-
plexitéit von Funktionen bewerten. Wir wenden diese Mafle auf einige Funk-
tionen an und beschreiben einige Verfahren, mit denen Funktionen effizienter
gemacht werden kénnen. Ein wichtiges Verfahren ist die Uberfithrung einer
Funktionsdefinition in endrekursive Form. Auflierdem gehen wir auf Speicher-
lecks und einige weniger effiziente Konstruktionen funktionaler Sprachen ein,
wie iiberladene Funktionen und Listen.

13.1 Komplexitiat funktionaler Programme

13.1.1 Komplexitidtsgrade

Die Grundlagen der Komplexitdtsmafle — ndmlich die O- und ©-Notation —
sind sicherlich aus Praktische Informatik 1 und 2 bekannt.

Wir sagen, eine (Komplexitiits-) Funktion f sei vom Grad g wenn es posi-
tive ganze Zahlen m und d gibt, so dass fiir alle m > n gilt:

fn<d-(gn)
Wir unterscheiden folgende Grade g
n’ <logn < n' <nlogn<n? <nf<. <«2"< -

Dann sagen wir, die Funktion f sei (héchstens) vom Grade O(g); ist die Funk-
tion von keinem Grad ¢’ < g, sagen wir sie sei genau vom Grad ©(g).

13.1.2 Zihlen

Bei vielen Aufwandsabschéiitzungen werden wir zéhlen. Wir betrachtren einige
allgemeine Beispiele, die uns im Weiteren wieder begegnen werden:
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1.

13. Aufwand

Wie oft miissen wir eine Liste in gleich lange Stiicke teilen, bis die Stiicke
die Ldnge 1 haben? Wenn die Liste n Elemente enthélt, enthalten ihre
Stiicke nach der ersten Teilung 5, nach der zweiten % und nach der p-ten
Teilung -3 Elemente. Die Lénge ist kleiner oder gleich 1, wenn

2 >n > 207!
Wenn wir den Logarithmus bilden, erhalten wir

p=loggn>p—1

Also ist der Aufwand fiir das Aufteilen einer Liste der Linge n gleich
O(logy n).

Wieviele Knoten enthdlt ein balancierter Baum der Tiefe n? Auf Tiefe 1
hat so ein Baum einen Knoten, auf Tiefe 2 hat er zwei Knoten, und auf
Tiefe k hat er 2°~! Knoten. In der Summe iiber alle b Tiefen ergibt das

14244442071 =20 1

Die GroBe eines balancierten Baumes ist also ©(2°) in Abhingigkeit seiner
Tiefe b; umgekehrt hat ein balancierte Baum mit n Knoten also die Tiefe
log, n. Bei nicht balancierten Bdumen kann die Tiefe ein Extremfall linear
von der Anzahl der Knoten abhéingen.

Die Summe aller Zahlen von 1 bis n ist

Zi:1+2+~-~+n:g(n+1)
i=1

und hat damit die GroBenordnung ©(n?), wichst also quadratisch.

13.1.3 Berechnungsaufwand fiir Funktionen

Wie konnen wir den Berechnungsaufwand einer Funktion messen? Wir kénnen
beispielsweise entsprechende Diagnosen unseres HASKELL-Systems benutzen.
Gibt man im ghci-Interpreter den Befehl “:set +s” ein, so gibt er nach jeder
Auswertung die Zeile aus:

({x) seconds, (m) bytes)

Diese Zahlen sagen leider nicht besonders viel, weil in diese Zeiten auch viele
Aktionen der ghci-Laufzeitumgebung einflieSen. Sonst liee sich folgender
Dialog schwer erkléren:

Hugs.Base> 1

1

(0.

04 secs, 2273592 bytes)
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Leider gibt es keine direkte Moglichkeit, sich genau die Anzahl der Reduktio-
nen einer Funktion anzeigen zu lasssen; das geht auch nicht fiir die von dieser
Funktion angelegten Knoten. Allerdings kann man im Debugger Haltepunkte
setzen und auch eine Geschichte der Programmausfiihrung ausgeben lassen.
Wenn wir den Aufwand einer Funktion “symbolisch” abschéitzen — also auf
Papier durch Inspektion der Funktionsdefinitionen, bieten sich drei Mafle an:

1. Den Zeitaufwand messen wir, indem wir die Funktionsanwendungen zéhlen,
die fiir die Berechnung eines Ergebnisses gebraucht werden.

2. Als Speicheraufwand ermitteln wir vorwiegend den maximal bendtigten
Speicherplatz auf dem Stapel (stack). Den ermitteln wir, indem wir die
maximale Grofle des ausgewerteten Ausdrucks zéhlen.

3. Ein anderer Speicheraufwand ist der totale Speicheraufwand, bei dem man
den in allen Schritten gebrauchten Speicherplatz aufsummiert. Dies ist die
Anzahl der Zellen (Knoten), die ghci ausgibt und misst den Speicherver-
brauch auf der Halde (heap).

Der Zeitaufwand wird immer als eine Funktion ermittelt, die von der Grofie
ihrer Eingabe abhéngt. Oft ist es dabei interessant, den schlimmsten, den
durchschnittlichen und den schlechtesten Fall zu unterscheiden. Einige Bei-
spiele sollen dies erldutern:

1. Die Auswertung der Fakultitsfunktion mit der Definition

fac 1 =1
fac n = n * fac (n-1)

geschieht wie folgt:
facn ~ nx fac(n — 1)
ok ((n—1) %% (2% (1%1))---)
~nk((n—1) %% (2%1)---)
~nx((n—1) - %x2--+)
~ n!
Die Berechnung benétigt n + 1 Aufrufe von fac und n Multiplikationen,
und ihr groBiter Ausdruck ist eine Multiplikation mit n + 1 Operanden.

Also ist sie linear (O(n')).
2. Einfiigendes Sortieren ist folgendermaflen definiert:

iSort [] =[]
iSort (x:xs) = ins x (iSort xs)

ins x [] = [x]
ins x (y:ys) | x< y = x:y:ys
| otherwise = y:ins x ys
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Eine allgemeine Auswertung ist

iSortlay, az, ..., an_1,an| ~ ins ai(iSortjaz, ..., an—1,an))
~ insai(ins az(- - ((ins an—1 insayf])) - -))

Dann wird n mal ins ausgewertet. Eine allgemeine Auswertung hat die
Form

insalai,as,...,an-1,0n)

Fiir den Aufwand kann man drei Fille unterscheiden:

a) Im besten Fall, wenn a < a; ist, braucht man einen Schritt.

b) Im schlechtesten Fall, wenn a > a,, ist, braucht man n Schritte.

c) Im Mittel braucht man 4 Schritte.

Fiir das Sortieren als Ganzes heifit das:

a) Im besten Fall, braucht jedes ins einen Schritt, und iSort ist O(nt).

b) Im schlechtesten Fall, werden die Einfiige-Operationen 142+ - -4+n—1
Schritte brauchen, so dass das Sortieren O(n?) Schritte braucht.

¢) Im Mittel brauchen die Einfiige-Operationen %—|—%—|—- . '—I—"T_l Schritte,
was insgesamt auch O(n?) Schritte ergibt.

Also hat iSort meistens quadratischen Aufwand, aber linearen Aufwand

im Fall, wo die Liste schon annihernd sortiert ist.

13.2 Endrekursion

Bestimmte Formen der Rekursion brauchen Speicherplatz, weil erst bei Ab-
bruch der Rekursion der in der Rekursion aufgebaute Ausdruck ausgewertet
werden kann. Wir hatten das oben bei der Fakultdtsfunktion gesehen. In ihrer
Definition taucht der rekursive Ausdruck geschachtelt auf, in “n* fac(n—1)".

Dagegen nennen wir eine Funktion endrekursiv, wenn keiner ihrer rekur-
siven Aufrufe in einem geschachtelten Ausdruck steht. D.h., “iiber” dem re-
kursiven Aufruf stehen nur Fallunterscheidungen wie if, case oder Wichter
(guards, “1”). So eine Rekursion entspricht Schleifen in imperativen Program-
men. Sie kann mit Schleifen iibersetzt werden.

Oft kann eine Funktion in endrekursive Form gebracht werden, so auch die
Fakultat:

fac’ :: Int— Int
fac’ n= facOn 1
where facO n a = if n =— 0 then a
else facO (n-1) (nxa)

Die endrekursive Funktion fac0 akkumuliert das Ergebnis in einem zweiten
Argument a. Betrachten wir die Auswertung:
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facn ~ facO(n — 1)1

~ facO(n —1)(n*1)

~ facO(n —2)((n—1)*n*1)

~ fac00(1*2x---x(n—1)*xn=*1)

~1%2% ok (n—1)*nx1l

~ 2%k (n—1)xnx*1

~ nl
Auch hier ist der maximale Ausdruck von der Gréfie O(n'); dies liegt an der
verzogerten Auswertung, denn erst nach der Anwendung von “fac00---” ist
klar, dass der Wert von a gebraucht wird und ausgewertet werden muss. Um
den Nutzen aus der endrekursiven Fassung ziehen, muss man das zweite Argu-

ment strikt auswerten lassen. Das geht mit der strikten Funktionsanwendung

u($!)n:1

(\$!") : (a— b)— a— b

f $! x=x ‘seq‘ f x

Diese Fassung der Fakultéit lautet:
fac’ :: Int— Int

fac’ n= facOn 1

where facO n a= if n=— 0 then a
else facO (n-1) $!(m*a)

Betrachten der Auswertung zeigt, dass fac’ einen konstanten Speicherbedarf
hat.

facn ~ facO(n — 1)1

~ facO(n — 1)(n)

~ facO(n — 2)(n? —n)
~ facO 0(n!)

~ nl

Die Funktion rev’ zum Umdrehen einer Liste ist nicht endrekursiv:

rev’ : [al— [al
rev’ [] =[]

rev’ (x:xs) = rev’ xs ++ [x]

! Die eingebaute Funktion seq :: a-> b-> b wertet zuniichst das erste Argument
aus.
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In der Rekursion wird auch noch hinten an eine Liste angehéngt. Deshalb ist
der Speicheraufwand linear, und der Zeitaufwand sogar quadratisch.

Die endrekursive Fassung akkumuliert die Ergebnisliste in einem zweiten
Argument; sie hat konstanten Speicheraufwand und auch nur linearen Zeit-
aufwand.

rev :: [a]l]— [al
rev xs = rev0O xs [] where
rev0 [] ys = ys
rev0 (x:xs) ys = rev0O xs (x:ys)

13.2.1 Uberfiihrung in Endrekursion

Eine Funktion f’: S — T kann immer in Endrekursion iiberfiihrt werden,
wenn ihre Definition folgende Form hat:

'z =if Bz then H z else o(f'(Kx))(FE z)

Dabei ist K: S — S die Funktion, die das Argument von f in der Rekursion
“verkleinert”, ¢: T'— T — T eine bindre Operation, in der der rekursive Auf-
ruf von f geschachtelt ist, und E x ein weiterer Bestandteil des geschachtelten
Ausdrucks. Wenn ¢ assoziativ ist und e : T" als neutrales Element hat, sieht
die die endrekursive Form f: S — T so aus:

fx=gxe where gaxy=if Bz then p(H x)y
else g(K z)(p(E z)y)
Wir wollen das an der Langenfunktion von Listen ausprobieren:

length’ :: [a]— Int
length’ xs = if (null xs) then O
else 14 length’ (tail xs)

Zuordnung der Variablen:

K(z) — tail B(x) — null z
E(x)— 1 H(z)— 0
p(z,y) — x+y e— 0

Es gilt: p(z,e) = 2+ 0 = x (0 ist neutrales Element.) Damit ergibt sich
endrekursive Variante:

length :: [a] — Int
length xs = len xs O where
len xs y = if (null xs) then O -- was: 0+ 0O
else len (tail xs) (14 y)

Im then-Teil nutzen wir aus, dass ¢(H x)y =0+ 0 = 0 ist.
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13.2.2 Endrekursion bei Aktionen

Auch bei Aktionen kann man diese Art der Rekursion entdecken bzw. sie
herstellen.

Eine Aktion ist endrekursiv, wenn nach dem rekursiven Aufruf keine wei-
teren Aktionen folgen. Die Aktion getLines’ ist nicht endrekursiv:

getLines’ :: I0 String
getLines’ = do str«< getLine
if null str then return ""
else do rest« getLines’
return (strit rest)

Wieder wird die Struktur umgebaut, so dass das Ergebnis in einem Argument
akkumuliert wird:

getLines :: 10 String
getLines = getit "" where
getit res = do str« getline
if null str then return res
else getit (rest+ str)

13.2.3 Fortgeschrittene Endrekursion

Die Ergebnisse einer Funktion kénnen auch einen “Abschluss” (engl. closure)
akkumuliert werden. Abschliisse sind partiell instantiierte Funktionen.
Als Beispiel betrachten wir die Klasse Show:

class Show a where
show :: a— String

Nur show hiitte quadratischen Aufwand (O(n?)), weil Instanzen von show
fiir zusammengesetzte Typen mit Komponenten vy, ..., v, typischerweise als
Verkettungen

show a1 ++ - - - ++ show a,

definiert werden. Deshalb gibt es zusiitzlich die Funktion showsPrec? , die
die Zeichenkette erst aufbaut, wenn sie ausgewertet wird. Das hat linearen
Aufwand (O(n)).

showsPrec :: Int— a— String— String
show x = showsPrec 0 x ""

Damit kénnen wir zum Beispiel eine Instanz von Show fiir Mengen definieren,
die als Listen dargestellt werden:

data Set a = Set [a]l -- Mengen als Listen

2 Der erste Parameter (vom Typ Int) sorgt fiir das richtige Setzen von Klammern.
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instance Show a=> Show (Set a) where
showsPrec i (Set elems) =
\r— r+ "{" + concat (intersperse ", "
(map show elems)) + "}"

Besser noch ist folgende Implementierung:

instance Show a=> Show (Set a) where
showsPrec i (Set elems) — showElems elems where

showElems [] = {3+
showElems (x:xs) = (’{’ :) o shows x o showl xs
where showl [] =C} )
showl (x:xs) = (°,” :) o shows x o showl xs

13.3 Striktheit

Wir haben schon beim Beispiel der Fakultéitsfunktion gesehen, dass strikte
Auswertung den Platzaufwand fiir endrekursive Funktionen verringern kann.
Dies gilt auch fiir Kombinatoren. Ein interessantes Beispiel dazu sind Faltun-
gen (von Listen). Wir haben bisher meistens die Rechtsfaltung £foldr benutzt:

foldr @ (a—=b—=b) - b— [a]l =D
foldr op z [] = z
foldr op z (x:xs) = op x (foldr op z xs)

Jedoch ist foldr ist nicht endrekursiv. Die Variante foldl faltet eine Liste
von links und ist endrekursiv:

foldl : (a - b — a) — a — [b] — a
foldl op z [] =z
foldl op z (x:xs) = foldl op (op z x) xs

foldl’ : (a — b — a) — a — [b] — a
foldl’ op z [] =2z
foldl’ op z (x:xs) = foldl’ op ((op $! z) $!x) xs

Wenn die Operation op assoziativ ist, kann man leicht die eine durch die
andere Faltung ersetzen. Die Variante foldl ist nicht nur endrekursiv, sondern
wertet die Operation op auch strikt aus.

Welche von den folgenden Versionen von faculty ist die effizienteste?

faculty, faculty’, faculty’’ :: Integer — Integer
faculty n = foldr (%) 1 [1..n]
faculty’ n = foldl (%) 1 [1..n]
faculty’’ n = foldl’ (%) 1 [1..n]
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Alle drei Fassungen haben linearen Zeitaufwand, aber nur die letzte hat kon-

stanten Speicheraufwand (ggii. linearem Speicheraufwand der anderen beiden

Versionen). Das liegt daran, dass die zu faltende Operation ohnehin strikt ist.
Welche Fassung der vordefinierten Funktion and wére die giinstigste?

and, and’, and’’ :: [bool]— Bool
and = foldr (&&) True
and’ = foldl (&&) True
and’’ = foldl’ (&&) True

Die Konjunktion (&&) ist nur im ersten Argument strikt, so dass hier die erste
Fassung am giinstigsten ist, denn so muss nicht die ganze Liste durchlaufen
werden, wie dies bei foldl der Fall wére.

Dies sind die Vor- und Nachteile der verschiedenen Faltungen:

foldr ist nicht endrekursiv, traversiert aber nicht immer die ganze Liste.
foldl endrekursiv, traversiert aber immer die ganze Liste.

foldl’ hat konstanten Platzaufwand, traversiert aber immer die ganze
Liste.

Wann sollte also welches fold genommen werden? Die Faustregel lautet so:

e Strikte Funktionen auf “endlichen” Listen sollten mit foldl’ gefaltet wer-
den.

e Wenn nicht immer die ganze Liste benotigt wird, sollte foldr benutzt
werden, also wenn die binidre Operation “@®” nicht strikt in ihrem zweiten
Argument ist.

13.4 Gemeinsame Teilausdriicke

In den allermeisten Implementierungen der allermeisten funktionalen Spra-
chen werden Ausdriicke nicht als Bidume (Terme), sondern als Termgraphen
dargestellt. Damit soll vermieden werden, dass gleiche Teilausdriicke mehr-
mals dargestellt werden.

Betrachten wir die Funktion square:

square :: Int — Int
square X = X + X

Bei der Auswertung von square E fithrt dies dazu, dass ihr Argument F
(bzw. der Termgraph, der F darstellt) bei der Anwendung der Definition nicht
kopiert wird, sondern fiir die Argumente von “+” werden zwei Verweise auf ein
und denselben Termgraphen eingefiigt. Man sagt auf gut Deutsch, die beiden
Auftreten von E wiirden “geshart” (von engl. to share, “sich in etwas teilen”).
Wegen der referentiellen Transparenz ist dies semantisch unbedenklich. Das
Argument F wird nie mehr als einmal ausgewertet.

Auch etwas subtilere Formen von gleichen Teilausdriicken werden von gu-
ten Implementierungen erkannt:
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f :: Int— Int
f x = (H)* (x+H1)

Die Glasgower Implementierung (ghc bzw. ghci) wird den gemeinsamen Tei-
lausdruck x + 1 erkennen; bei ghci ist das nicht so sicher.

Man kann Sharing von Teilausdriicken auch explizit erreichen, indem man
mit where oder let Teilausdriicke benennt und ihre Namen an verschiedenen
Stellen benutzt:

£’ :: Int— Int
f’ x =y * y where y = x+1

Auch ein Teilmuster auf der linken Seite einer Funktionsdefinition kann
auf ihrer rechten Seite wiederbenutzt werden, wenn man es explizit benennt:

isSorted :: Ord a = [a] — Bool

isSorted [] = True
isSorted [_] = True
isSorted (x:xs0@(y:ys)) | x<y = True

| otherwise = isSorted xs

Das Muster “n@p” vergleicht (“matcht”) das Muster p und bindet den Wert
an den Namen n, damit er auf der rechten Seite der Gleichung benutzt werden
kann. Schriebe man auf der rechten Seite statt xs den Ausdruck y:ys, hinge es
von der Giite der Implementierung ab, ob dieser als gemeinsamer Teilausdruck
erkannt wiirde. Im optimistischen Fall wiirde kein Speicherplatz auf der Halde
bendtigt, sonst linear viel.

13.5 Listen und Felder

Felder (engl. array) sind der wichtigste zusammengesetzte Datentyp impera-
tiver Sprachen. Abstrakt gesehen sind sie Abbildung von einer Indexmenge in
Elementwerte. Thre Léange ist durch die Grofle der Indexmenge festgelegt. In
imperativen Sprachen werden Felder als zusammenhéngende Speicherzellen
angelegt. Deshalb hat sowohl der lesende Zugriff auf das i-te Element eines
Feldes als auch das Ersetzen dieses Elementes einen konstanten Zeitaufwand.
Bei Feldern wird das selektive Uberschreiben ausgenutzt — dies ist einer der
Griinde, weshalb sie so effizient sind.

Listen sind der wichtigste zusammengesetzte Datentyp funktionaler Spra-
chen. Abstrakt gesehen sind sie beliebig lange Sequenzen oder Worter iiber
Elementwerten. Ihre Lange ist beliebig und beliebig verdnderbar. Listen wer-
den als verkettete Knoten aus einem Kopf und einem Schwanz dargestellt.
Deshalb hat der Zugriff auf das i-te Element einer Liste durchschnittlich li-
nearen Zeitaufwand. Auch das Ersetzen eines Elementes hat durchschnittlich
linearen Zeitaufwand; dariiber hinaus hat es auch noch linearen Platzbedarf,
weil wegen der referentiellen Transparenz alle vor dem ersetzten Element ste-
henden Kettenglieder kopiert werden miissen.
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Auch wenn Listen prinzipiell dhnlich benutzt werden konnen wie Felder,
muss man immer beachten, dass “beliebige” Zugriffe auf Listenelemente teuer
sind. Wegen der referentiellen Transparenz konnen Felder in einer funktiona-
len Sprache nicht genau so realisiert werden wie etwa in JAVA. Wollte man
Felder auch in HASKELL als zusammenhéngende Speicherzellen darstellen,
miisste fiir jede Anderung einer Zelle ein komplettes Feld neu angelegt werden,
mit linearem Speicheraufwand auf der Halde! Deshalb muss man einen Kom-
promiss mit akzeptabler Zugriffszeit und akzeptablem Speicheraufwand bei
Anderungen finden. Der Modul Array aus der HASKELL-Standardbibliothek
stellt funktionale Felder mit folgender Basis-Schnittstelle zur Verfiigung;:

data Ix a= Array a b -- abstract

array @ (Ix a) = (a,a) — [(a,b)] — Array a b
listArray :: (Ix a) = (a,a) — [b] — Array a b

D w (Ix a) = Array a b — a — b

0] i (Ix a) = Array a b — [(a,b)] — Array a b

Als Indexbereich kénnen Wertepaare geeigneter Typen angegeben werden,
die zur Klasse Ix gehoren miissen. Die Basisdatentypen Int, Integer, Char,
Bool, Aufzdhlungstypen sind Instanzen von Ix; auflerdem auch alle Tupel
iiber Indextypen, womit mehrdimensionale Felder realisiert werden kénnen.

13.5.1 Einfache funktionale Felder

Wir wollen exemplarisch einen einfachen Modul fiir funktionale Felder im-
plementieren. Dabei werden die Felder durch annidhernd balancierte binére
Béume dargestellt, die eine Indexmenge {1,...,n} haben. Der Zugriffspfad
auf ein Element wird im Index kodiert, wie in Abbildung 13.1 illustriert wird.

Soo s

Abb. 13.1. Ein funktionales Feld als balancierter Baum

Die Schnittstelle des Moduls sieht so aus:

module FArray(
Array, -- abstract
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(), -- :: Array a-> Int-> Maybe a,
upd, -- :: Array a-> Int-> a-> Array a,
remv, -- :: Array a-> Int-> Array a

) where

Der Basisdatentyp ist ein bindrer Baum:

data Tree a = Leaf | Node a (Tree a) (Tree a)
deriving (Show, Read)
type Array a = Tree a

Die Darstellung verlangt als Invariante:, dass die Indexmenge des Feldes zu-
sammenhéangt.
Der lesende Zugriff (1) durchliuft den Baum:

(1) :: Tree a — Int— Maybe a

Leaf ! _ = Nothing
(Node v t1 t2) ! k

| k=1 = Just v

| even k =t1 ! (k ‘div‘ 2)

| otherwise = t2 ' (k ‘div‘ 2)

Das selektive Verdndern eines Elementes geschieht analog. In dieser verein-
fachten Variante des Moduls kann das Feld immer nur um ein Element erwei-
tert werden.

upd :: Tree a — Int— a— Tree a
upd Leaf k v =
if k= 1 then (Node v Leaf Leaf)
else error "Tree.upd:illegal index"
upd (Node w t1 t2) k v

| k=1 = Node v t1 t2
| even k = Node w (upd t1 (k ‘div‘¢ 2) v) t2
| otherwise = Node w t1 (upd t2 (k ‘div‘ 2) v)

Mit remv kann immer nur ein kompletter Teilbaum entfernt werden.

remv :: Tree a— Int— Tree a

remv Leaf _ = Leaf
remv (Node w t1 t2) k
| k=1 = Leaf
| even k = Node w (remv t1 (k ‘div‘ 2)) t2

| otherwise = Node w t1 (remv t2 (k ‘div‘ 2))

Bei remv wird die Invariante nicht gepriift. Diesem Mangel kann einfach ab-
geholfen werden, wenn der Typ wie folgt erweitert wird:

type Array a = (Tree a, Int)

In Tabelle 13.1 stellen wir die Eigenschaften von Listen, imperativen und
funktionalen Feldern noch einmal zusammen.
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Eigenschaft Listen Felder
funktional|imperativ
Konzept Sequenzen / Worter Abbildungen
abstrakte Definition a® It — «
Zugriff an ali a(i)
Zeitaufwand O(n) O(logn) | O(1)
Andern a//l(i,e)]| a(i) = e
Zeit- /Speicheraufwand O(n) O(logn) | O(1)

Tabelle 13.1. Eigenschaften von Listen und Feldern

(Dies ist Fassung 1.10.10 von 4. Februar 2010.)
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Riickblick und Ausblick

In diesem Kapitel wollen wir noch einmal riickblickend das Wesentliche der
vorangegangenen Kapitel zusammenfassen, auf mogliche Vertiefungen des
hierin behandelten Stoffes hinweisen und einen Ausblick in die Zukunft des
Programmierens mit deklarativen, regelbasierten Sprachen wagen.

14.1 Logik-Programmieren

Das Wesen der Logik-Programmierung ldsst sich so zusammenfassen:

e Ein logisches Programm definiert ein “Universum”, indem es Fakten und
Regeln dafiir angibt. In dem Universum gilt das — und nur das — was die
Regeln definieren (closed world assumption).

e Fakten und Regeln definieren Prddikate iber Termen; das sind Konstruk-
torausdrucke, die baumartige Werte mit Variablen (“Lochern”) darstellen,
die in dem definierten Universum existieren.

e Die Ausfithrung eines logischen Programms beantwortet eine Anfrage,
in der nachgefragt wird, ob ein oder mehrere Préadikate fiir bestimmte
Parameter-Terme gelten. Wenn die Terme Variablen enthalten, wird durch
Resolution mit den Regeln und Unifikation der darin enthaltenenen ato-
maren Formeln ein Beispiel fiir Belegungen dieser Variablen angegeben,
fiir die die Pradikate gelten.

e Durch backtracking konnen auch weitere Beispiele fiir Variablenbelegungen
aufgezéhlt werden.

Nur in Logik-Programmen kann man auf diese Weise mit Termen und Varia-
blen rechnen und mittels backtracking Ergebnisse aufzéhlen lassen.

14.1.1 Einsatzfelder des Logik-Programmierens

Die Eigenheiten des Logik-Programmierens legen Anwedneungen nahe, in de-
nen nichtdeterministisch mit Pradikaten und Relationen gerechnet wird. Ei-
nige sollen hier erwéhnt werden:
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e Jede Datenbank definiert Daten und Realationen darauf und kann in-
sofern mit den Fakten und Regeln einer logischen Programmiersprache
modelliert werden. Diese ANalogie ist schon die Terminologie des Logik-
Programmierens verankert (Datenbasis, Anfragen). Wegen der Moglichkeit
des logischen Schlielens gilt das auch fiir deduktive Datenbanken.

e Der Nichtdeterminismus er méglicht es auch, wissensbasierte Systeme, und
andere Systeme der kiinstliche Intelligenz zu realisieren.

e Auflerdem eignen sich logische Sprachen auch dazu, die Analyse natirlicher
Sprachen zu implementieren, die ja auch ein Teilgebiet der kiinstlichen
Intelligenz ist. Dies war auch eine wichtige Motivation fiir den Entwurf
von PROLOG durch Alain Colmerauer [Col78].

e Die Fakten und Regeln eines logischen Programms sind Terme iiber logi-
schen Konnektoren. Insofern lassen sie sich als Objekte eines logischen Pro-
gramms darstellen, mit dem man dann logische Programme selbst trans-
formieren kann. In anderen Worten, logische Sprachen erlauben es, Objekt-
sprache und Metasprache zu verschmelzen. In PROLOG gibt es dazu die
vordefinierten Pridikate asserta/1 assertz/1 und retract/1, mit de-
nen als Terme konstruierte Regeln und Fakten zur Datenbasis hinzugefiigt
bzw. aus ihr entfernt werden kénnen. (Weil in PROLOG die Reihenfolge der
Regeln immens wichtig ist, gibt es zwei Moglichkeiten des Hinzufiigens:
asserta fligt vorne und assertz hinten an die Datenbasis an.)

In [NM95] werden diese Einsatzfelder genauer beschrieben.

14.1.2 Bemerkungen zu Prolog

PROLOG ist nicht nur die ilteste, sondern auch immer noch die mit Abstand
am meisten verbreitete logische Programmiersprache.

Eine Stérke von PROLOG ist sicher die Einfachheit der Sprache: Es gibt
wenig mehr zu lernen als die Syntax der Pridikatenlogik (mit anderen Kon-
nektoren) und eine Bibliothek von vordefinierten Priadikaten.

Gerade im Vergleich zu “klassischen Programmiersprachen” wie HASKELL
und auch JAVA fallen aber auch einige Schwéchen auf:

o Typisierung fehlt vollstindig. Jeder geklammerte Ausdruck iiber Atomen
und Variablen ist ein Term. Deshalb hat man keinerlei Sicherheit vor Tipp-
fehlern: “willi” und “willy” sind einfach zwei verschiedene Atome, auch
wenn es sich bei einem von Beiden vielleicht um einen Schreibfehler han-
delt. Dementsprechend sind Listen heterogen: Sie konnen durcheinander
Zahlen, Zeichen und andere Listen enthalten.

e Alle Berechnungen in PROLOG miissen als Pridikate definiert werden, auch
wenn in einigen Féllen “einfach nur” Funktionen, also deterministische
Pridikate, bei denen die Parameter immer als Eingaben (instanbziierte
Terme) oder immer als Resultate (uninstanziierte Variablen) benutzt wer-
den. Alle Funktoren sind reine Daten-Konstruktoren.
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Programme, die sich selbst mit assert und retract modifizieren kdnnen,
sind zwar sehr méchtig, aber zu méchtig, als das man iiber ihr Verhalten
allgemeine Eigenschaften nachweisen konnte.

Backtracking ist ineffizient, auch wenn dies fiir bestimmte Anwendungen
so wichtig sein mag, dass man dies gerne in Kauf nimmt — weil einfacher
programmiert werden kann.

14.1.3 Logisches Programmieren nach Prolog

An mehreren Stellen ist PROLOG weiterentwickelt worden, um einige der oben
genannten Schwéchen zu beseitigen. Hier sollen nur einige genannt werden.

Die Sprache MERCURY, entwickelt in den den Neunzigern and der Uni-
versity of Melbourne [HCSJ96], fithrt eine Typisierung fiir Terme ein. Au-
Berdem konnen Modes fiir Pradikate angegeben werden. Damit kann man
angeben, welche Parameter eines Pridikates Eingabewerte sind, die bei
Aufrufen bereits instantiiert sind, und welche Resultate sind, fiir die ty-
pischerweise uninstantiierte Variablen angegeben werden, deren Belegung
das “Ergebnis” des Pradikats liefern soll.

Die Sprache CURRY, entwickelt an der CAU Kiel [Cur06], kombiniert funk-
tionales und logisches Programmieren, wobei der funktionale Anteil stark
an Haskell erinnert. Es gibt also polymorphe Datentypen und Funktionen
hoherer Ordnung. Zusétzlich kénnen auch nichtdeterministische Pridikate
definiert und dhnlich wie in PROLOG Anfragen gestellt werden.

Die Sprache Oz und die dazu gehérende Entwicklungsumgebung Mozart
wurden am DFKI in Saarbriicken entwickelt [Moz06]. Diese Sprache kom-
biniert noch mehr Programmierstile: logisches, funktionales, objektoriuen-
tiertes und nebenléufiges Programmieren, im Grunde also alle bekannten
Stile. In der Sprache 0z kénnen auch constraints behandelt werden, al-
so mit Gleichheiten und Ungleichheiten auf Zahloen gerechnet werden. In
0z konnen alle Programmierstile benutzt und kombiniert werden, wie im

Lehrbuch [VRHO04] vorgefiihrt wird.

14.2 Funktionales Programmieren

Der Kern des funktionalen Programmierens sieht so aus:

Ein funktionales Programm definiert mathematische Funktionen (im all-
gemeinen: partielle), die Einagbewerten eindeutige Resultate zuordnen.
Die Funktionen werden mit rekursive Gleichungen spezifiziert.

Bei der Ausfiithrung eines funktionalen Programms wird ein Ausdruck aus-
gewertet, indem die Gleichungen auf ihn angewendet werden, solange das
moglich ist.
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e Die einfache Struktur macht es leicht, Beweise iiber Termination und Kor-
rektheit funktionaler Programme zu fithren, durch strukturelle und Fix-
punktinduktion.

Dies ist allen funktionalen Programmiersprachen der Fall. Die meisten mo-
dernen funktionale Sprachen, also auch HASKELL, bieten zusétzlich folgende
Konzepte:

e Werte werden als algebraische Datentypen konstruiert, die parametrisiert
sein koénnen.

e Alle Ausdriicke und Funktionsdefinitionen sind statisch getypt, so dass die
Wohlgeformtheit eines Programms bei der Ubersetzung festgestellt werden
kann.

e Funktionen kénnen polymorph definiert werden, so dass sie auf einer Viel-
zahl von dhnlichen Typen aus gleiche Weise arbeiten.

e Funktionen sind Werte erster Klasse, die als Parameter und Ergebnisse an-
derer Funktionen benutzt werden diirfen. Mit solchen Funktionen hoherer
Ordnung konnen sehr méchtige Kombinatoren definiert werden, die benut-
zerdefinierte Kontrollstrukturen realisieren.

e Abstrakte Datentypen und Module werden unterstiitzt.

HASKELL und einige andere Sprachen haben noch einige weitergehenden Ei-
genschaften:

e Die verzigerte Auswertung erlaubt den Umgang mit unendliche Daten-
strukturen und 6ffnet damit neue Wege, Funktionen zu definieren.

o Uberladene Funktionen, d.h., die Benutzung eines Namens fiir mehrere,
verschiedene Funktionsdefinitionen, kann in HASKELL durch Typklassen
realisiert werden (auch fiir Literale wie Zahlen).

e Zustandsbehaftete Berechnungen, die beispielsweise auf die unterliegende
Plattform zugreifen, werden gekapselt; in HASKELL geschieht das durch
den abstrakten Datentyp IO.

Alle diese Eigenschaften haben wir kennengelernt. Sie werden vom Standard
von HASKELL unterstiitzt.

14.2.1 Haskell

Obwohl vieles in diesem Text auf die Sprache HASKELL zugeschnitten war,
haben die Zeit und der Platz nicht gereicht, alle Konzepte von HASKELL zu
behandeln:

e Die Felder (array) aus zustandsorientierten Sprachen speichern Elemen-
te innerhalb eines zusammenhéngenden Indexbereiches in einem ebenfalls
zusammenhéngenden Speicherbereich ab. Der lesende und schreibende Zu-
griff auf ein Feldelement hat konstanten Aufwand. Deshalb ist diese Da-
tenstruktur in imperativen und objektorientierten Sprachen so wichtig
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und beliebt. Die Effizienz beruht aber entscheidend auf der Tatsache, das
schreibender Zugriff auf Felder selektiv ist.

Das wiederspricht dem Prinzip der referentiellen Transparenz. Deshalb
konnen Felder nicht einfach auf funktionale Sprachen iibertragen wer-
den. In HASKELL sind Felder endliche Abbildungen, die z.B. als balancierte
Baume dargestellt werden kénnen.

Fortgeschrittene Konzepte von HASKELL

Felder (array) siehe Kapitel “Effizienz”
Nebenliufigkeit (concurrent HASKELL)
—  Threads in Haskell:
forkIO :: I0 () -> IO ThreadID
killThread :: ThreadID -> I0 ()
— Zusétzliche Primitive zur Synchronisation
— Erleichtert Programmierung reaktiver Systeme
Schnittstelle zu C

Grafische Benutzungsschnittstellen fiir HASKELL

HTE

— Verkapselung von Tcl/Tk in Haskell

— Nebenldufig mit Events

— Entwickelt an der AG BKB (Dissertation E. Karlsen)
— Machtig, abstrakte Schnittstelle, mittelprachtige Grafik
GTk+HS

— Verkapselung von GTk+ in Haskell

— Zustandsbasiert mit call-backs

—  Entwickelt an der UNSW (M. Chakravarty)

— Neueres Toolkit, dstethischer, nicht ganz so méchtig

Bewertung von HASKELL

Stérken

— Abstraktion durch
Polymorphie und Typsystem
algebraische Datentypen
Funktionen hoherer Ordnung

— Flexible Syntax

— Ausgereifter Compiler

— Bibliothek

Schwichen

—  Komplexitit

—  Dokumentation

— Noch viel im Fluf3

Andere funktionale Sprachen
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e Lisp (COMMON LISP, SCHEME)
— dynamische Typisierung, Seiteneffekte
e Mu [Pau9l] (Edinburgh, CAML, O’CAML)
— Polymorphie, Module, kontrollierte Seiteneffekte
e MirRANDA (Kent, Turner) [Tur86]
—  Mutter von HASKELL
e CLEAN (RU Nijmegen) [BvEvLP87]
—  Stiefschwester von HASKELL
— effiziente Implementierung, grafische Benutzungsschnittstelle

Einsatzfelder funktionaler Sprachen

e ComMON Lisp
— kiinstliche Intelligenz (fragt Diedrich Wolter)
e ERLANG (Firma Ericsson)
— Telekommunikation
e ML
— Theorembeweiser
e HASKELL
— CaAsr-Entwicklungsumgebung

Grafische Benutzerschnittstellen

o HTE

— Verkapselung von Tcl/Tk in Haskell

— Nebenldufig mit Events

—  Entwickelt an der AG BKB (Dissertation E. Karlsen)

— Machtig, abstrakte Schnittstelle, mittelprachtige Grafik
o GTk+HS

—  Verkapselung von GTk+ in Haskell

— Zustandsbasiert mit call-backs

—  Entwickelt an der UNSW (M. Chakravarty)

— Neueres Toolkit, dstethischer, nicht ganz so méchtig

Warum funktionale Programmierung lernen?

e Abstraktion

— Denken in Algorithmen, nicht in Programmiersprachen
e FP konzentriert sich auf wesentlichen Elemente moderner Programmie-
rung:

— Typisierung und Spezifikation
— Datenabstraktion
— Modularisierung und Dekomposition
e Blick iiber den Tellerrand — Blick in die Zukunft
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—  Studium # Programmierkurs— was kommt in 10 Jahren?

Hat es sich gelohnt?

(Dies ist Fassung 1.12.01 von 4. Februar 2010.)
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A

Haskell for Fun

In diesem Kapitel versuchen wir die Sprache HASKELL systematisch zu be-
schreiben. Wir konzentrieren uns dabei auf das Wesentliche (fiir diese Lehr-
veranstaltung) und vernachlédssigen manche Besonderheiten. Dies geschieht in
der Hoffnung, dass dies besser versténdlich ist als die vollstdndige Beschrei-
bung [PJ*02], die in allen Fragen konsultiert werden sollte, die dieser Anhang
offen oder unklar lisst.

A.0.1 Konventionen fiir die Beschreibung der Syntax

In den folgenden Abschnitten benutzen wir folgende Konventionen fiir die
Beschreibung von Programmtexten:

e “Programmteil ::== Form” definiert die textuelle Form eines Programm-
teils.
Senkrechte Striche “|” trennen alternative Formen eines Programms.
Von eckigen Klammern “[- - -]” umschlossene Programmteile sind optional,
d.h., sie diirfen fehlen.

o Ausdriicke wie “Import;;...; Import,” beschreiben Aufzéhlungen, wobei

die Indizes k,m,n,l die Anzahl moglicher Elemente in Folgen angeben;
wenn nichts anderes gefordert wird, gilt dabei k,m,n,l > 0; fiir den Fall
k = 0 kann das Trennzeichen (in diesem Beispiel “;”) fehlen.

Y ist eine Menge von Bezeichnern fiir Variablen wie z, y und f.

O ist eine Menge von Bezeichnern fiir Operatoren wie @, ® usw.

Y ist eine Menge von Typvariablen wie «, 8 usw.

KC ist eine Menge von ( Wert-) Konstruktoren wie K.

T ist eine Menge von Typkonstruktoren wie T'.

C ist eine Menge von Klassenbezeichnern wie C.

X ist irgendein Bezeichner fiir eine Variable, einen Wert- oder Typkon-
stuktor oder eine Klasse.

M ist eine Menge von Modulbezeichnern wie M.

xny #0.
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e TNC=0.
e KN(TUC)NM #40.

A.1 Programme und Module

Ein Programm besteht aus einem Modul und all den Modulen, die dieses
Modul direkt oder indirekt importiert. Die Module des Vorspanns (Prelude)
beschreiben die vordefinierten Datentypen mit ihren Funktionen und werden
implizit von jedem Modul importiert.

Jedes Modul namens M wird in eine Datei mit Namen M .hs oder M .1hs
geschrieben. Es hat folgende Form:

[ module M [ (Xy,...,X,,)] where |
{Import;...; Import,; Top-Declaration,;...; Top-Declaration,,}

Die Moduliiberschrift (header) definiert seinen Namen M und die vom ihm
exportierten Vereinbarungen; sie kann entfallen, wenn der Modul nicht von
anderen importiert werden soll. Der Rumpf (body) des Moduls kann ande-
rer Module importieren und eine Menge von Vereinbarungen (declaration)
enthalten, von denen diejenigen exportiert werden, deren Namen in seiner
Exportschnittstelle (Ezport,, ..., Ezport,,) genannt werden.

Die FExporte Xi,...,X,, bezeichnen Variablen, Tykkonstruktoren und
Klassen, die in den Vereinbarungen des Moduls eingefiihrt oder aus anderen
Modulen importiert wurden. Ein Typkonstruktor T eines Datentyps (nicht
eines Typsynonyms) wird ohne die von T' definierten Wertkonstruktoren ex-
portiert. Die von einer Typklasse C' spezifizierten Variablen werden ebenfalls
nicht mit exportiert.

A.1.1 Importe

Ein Import hat folgende Form
import [ qualified | M [ as L] [[ hiding ](X1,..., X,)]

und macht alle von M exportierten Namen von Vereinbarungen sichtbar (visi-
ble). Mit “(X1,...,X,)” werden nur die exportierten Bezeichner X1, ..., X,
importiert, mit “hiding (X1,...,X,)” alle exportierten Bezeichner aufler
X1, X5

Analog zum Export wird ein Typkonstruktor ohne die fiir ihn definierten
Wertkonstruktoren importiert, und eine Typklasse C' ohne die fiir sie Spezifi-
zioerten Variablen. !

Mit dem Zusatz “as L” wird M lokal in I umbenannt, und der Zusatz
“qualified” erzwingt, dass jeder importierte Namen X; qualifiziert benutzt
wird, d.h. als “M.X;” bzw. “L.X;”.

! Ein Operator @ muss mit der Schreibweise “(®)” zu einem Bezeichner gemacht
werden, um exportiert oder importiert werden zu kénnen.
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A.1.2 Vereinbarungen

Eine Vereinbarung definiert eines der folgenden Dinge:

1. ein Typsynonym

einen Datentyp

eine Typklasse

eine Instanz einer Typklasse

den Wert einer Variablen

die Typsignatur von Variablen

die Prioritdt und Assoziativitit von Operatoren

N otk W

Die Vereinbarungen 1-4 kénnen nur global im Rumpf eines Moduls getroffen
werden (top declaration); die Arten 5-7 konnen auch lokal in den Vereinba-
rungen von Klassen, Instanzen und Werten vorkommen.

Globale Vereinbarungen werden im néchsten Abschnitt beschrieben; die
anderen in Abschnitt A.3.

A.2 Typen und Klassen

Mit Typsynonymen und algebraischen Datenbtypen werden Wertemengen ei-
nes Programms vereinbart.

Typklassen spezifizieren Anforderungen an Typen, und Instanziierungen
definieren, wie Datentypen die Anforderungen einer Typklasse erfiillen. Ty-
pklassen und Instanziierungen werden hier beschrieben, weil sie in der HAS-
KELL-Bibliothek oft benutzt werden; in einfacheren Programmen werden sie
kaum gebraucht .

A.2.1 Typsynonyme
Eine Typsynonymdefinition
type Tay---ap =t

fithrt den Bezeichner T als Abkiirzung (mit k£ > 0 voneinander verschiedenen
Typvariablen ag,...,a) fiir den Typausdruck ¢ ein. Bei jeder Benutzung
T ty---t; des Typsononyms mit Typausdriicken ¢; (1 < ¢ < k) ist es eine
Abkiirzung fiir den Typausdruck [y /t1 - - - g /tg].2

2 Hier bezeichnet t[ai /t;] die Substitution von allen Auftreten von «; in ¢ durch ¢;.
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A.2.2 Datentypen

Eine algebraische Datentyp-Definition

data [(Cy f1, -+ ,Ck Br) =]
Tay-op=Kitiq...t1m,

| Kntia...tim, [deriving (Cy,...,C))]

definiert einen neuen algebraischen Datentyp T mit k& > 0 verschiedenen Typ-
variablen und n > 1 Wertkonstruktoren K;: t;1 — -+ —= tjm, — T a1 ag,
die jeweils m; Komponenten vom Typ ¢; ; haben (1 < j < m;).

T ist ein Aufzihlungstyp wenn m; = 0 fir 1 < 4 < n. (Dann sollte auch
k = h = 0 gelten.) T ist ein Produkttyp wenn n = 1 gilt. Sonst ist T ein
Summentyp.

Ein Typkonstruktor T' benutzt einen Typkonstruktor T/, wenn 7" in einem
der Typausdriicke ¢; ; benutzt wird, oder wenn ein Typkonstruktor T, der
in irgendeinem ¢; ; auftaucht, 77 benutzt. Ein Typkonstruktor T ist rekursiv,
wenn er sich selbst benutzt. Rekursive Typen sollten Summentypen sein.

Mit dem Kontext (Cy 81, - -+, Ck Or) kann verlangt werden, dass die Typ-
variablen §; € {au,...,ax} Instanzen der Typklassen C; sind (1 < j < h),
siehe Abschnitt A.2.5.

Ist der Zusatz “deriving (C1,...,C;)” angegeben, werden automatisch
die Operationen abgeleitet, die T' zu einer Instanz der Typklassen {C4,...,C;} C
{Eq, Ord, Enum, Bounded, Show, Read, } machen.?

A.2.3 Typklassen

Die Vereinbarung einer Typklasse hat die Form

class [ (Cia, -+ ,Cra)=]Ca

| where {Declarationy; ... ; Declaration,,} |

Sie fiithrt die Typlasse C ein und spezifiziert Operationen, die fiir alle In-
stanzen von C' verfiigbar sein miissen. Diese Spezifikation muss die Sigantur
der Operationen festlegen und kann dariiber hinaus auch fiir einige Operatio-
nen definieren, wie sie aus anderen Operationen der Klasse abgeleitet werden
konnen.

3 Instanzen von Enum kénnen nur fiir Aufzihlungstypen hergeleitet werden; Instan-
zen fiir Bounded kénnen nur fiir Aufzdhlungstypen und Produkttypen hergeleitet
werden.
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A.2.4 Instanzen von Typklassen

Eine Instanziierung hat die Form

instance [(Ci a1, -+ ,Crar) =]Ct

| where {Declarationy; . ..; Declaration,,} |

Sie macht den Typ t zu einer Instanz der Klasse C, wenn die im Typausdruck
t enthaltenen Typvariablen «; Instanzen der Klassen C; sind.

A.2.5 Kontexte
A.2.6 Typausdriicke

Typausdriicke ist entweder eine Typvariable, oder die Anwendung eines Typ-
konstruktors auf k > 0 Typausdriicke.

ac€Y TeTg ty,... tp, €T, k>0 teT

aeT Tt1---tp €T (t)eT
k>1
0T (D (=€ (;.--,) € Tin
N——
k

Der eingebaute Typkonstruktor (->) fiir Funktionsrdume kann infix benutzt
werden, und die vordefinierten Typkonstruktoren ([]1) fiir Listen und (,...,)
fiir Tupel kénnen um ihre Typparameter herum geschrieben werden.

t1—>t2—>t35t1—>(t2—>t3) t1—>t25(—>)t1t2

=Dt Gryeeoste)=(Goony)ty ooty

Tabelle A.1 gibt den Vorrang und die Assoziativitét der vordefinierten Ope-
ratoren an.

A.3 Variablen

In HASKELL werden alle Namen, die Werte bezeichnen, seien dies konstante
Daten, Funktionen oder infix geschriebene Operationen, Variablen genannt.
Dies kommt daher, dass diese Namen frei vom Programmierer gewéhlt wer-
den konnen. Ist ein Name allerdings vereinbart, ist seine Bedeutung un-
verdnderlich, solange die Vereinbarung gilt — ganz anders als Variablen in
anderen Programmiersprachen.

Funktionen, Signaturen von Funktionen und die Prioritdt und Assozia-
tivitdt von Infix-Operatoren kénnen nicht nur global in Modulen vereinbart
werden, sondern auch in den Riimpfen von Klassen und Instanziierungen und
lokal in Funktionsvereinbarungen.
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Oy Assoziativitét
Vorrang links nicht rechts
0 $, 8!, ‘seq’
1 >>,>>=
2 I
3 &&
::7/ =
4 <, <=,>,>=,
‘elem‘, ‘notElem*

5 L+t
6 +, —
7 *, /,

‘div’, ‘mod°,

‘rem‘, ‘quot’
8 57 ke
9 1!

Tabelle A.1. Vorrang und Assoziativitdt von vordefinierten Operatoren

A.3.1 Funktionen

Eine Funktionsdefinition kann verschiedene Formen haben.* Hiufig wird eine
Funktion f mit mehreren Gleichungen folgender Form definiert:

fP--P,=E

[where {Declarations; . ..; Declaration,}]

In der Gleichung wird der Fall betrachtet, in dem die aktuellen Parameter von
f nach dem Mustern Pi,..., P, aufgebaut sind. Mit where konnen Hilfs-
definitionen eingefithrt werden, die auf der rechten Seite der Gleichung, im
Ausdruck F, benutzt werden kénnen.

Eine Gleichung kann auch bedingt sein:

fP--P| G =E
| G2 =F
| Gy =E
| otherwise = Ej41
[where {Declarationy; . ..; Declaration,, }

In diesem Fall wird zusétzlich iiberpriift, of die Parameter der Funktion f
einen der Wichter (guards), gegeben als Boole’sche Ausdriicke Gy, ..., Gy,

4 Definitionen von Werten, die keine Funktionen sind, werden nicht gesondert be-
handelt. Fiir ihre Definition gilt n = 0.
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erfiillen. Es wird der erste Ausdruck E; ausgewéhlt, dessen Wichter G; den
Wert True ergibt.

Besonders in lokalen Definitionen (nach where oder let) kann eine weitere
Form der Funktionsgleichung praktisch sein;

P=F
[where {Declaration,; .. .; Declaration,, }]

Hier bildet ein Muster P die linke Seite. Wenn der Ausdruck E immer Werte
der Form p liefert, kann so das Ergebnis der Hilfsdeinition in Komponenten
zerlegt werden. Beispielsweise werden mit der Definition “(x,y) = E” gleich
auf die Elemente = und y eines Paares (z,y) selektiert.

A.3.2 Signaturen
Eine Signaturspezifikation definiert den Typ von Variablen.

Z1y..., &y 2 [ Context = | Type

A.3.3 Prioritidt und Assoziativitit von Operatoren
Eine sogenannte “Fixity”-Vereinbarung hat die Form
(infix] | infixr | infix) [k] ®1,..., D,

Sie definiert, dass die Operatoren @1, . .., @, infix mit dem Vorrang (priority)
0 < k < 9 benutzt werden kénnen und entweder linksassoziativ (infixl) oder
rechtsassoziativ (infixr) oder nicht assoziativ (infix) ist.

Wir teilen die Ausdriicke E in Ausdriicke der Prioritidten ¢ = 1...10 ein.

E,E €Ei11,0€0), E€E,E€E1,86€0! EcE1,E€E;,®ecOl

EeE 4

E@E €k, EoLE ek, EdE €k,

A.4 Ausdriicke

Ausdriicke berechnen Werte durch geschachtelte Anwendung von Funktionen
auf Argumente.

re€eY KeK el FAeE FecE

xeRE KeE [eE FAcE (E)€E

P,...P,eP, F€E D+,...D, €D, EeE

AP,---P, - EcE let{Dy;...;D,in Ec€E
E€R,P,...,P,eP,E,...,E, €E E,E\,E, €E
case F of {P, — E1;...; P, —» Ex} € E if E then FE; else F; € E

EcE;
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A.4.1 Muster

Muster (pattern) sind eingeschrénkte Ausdriicke iiber (Wert-) Konstruktoren.
reV lelL KeK,P,...,.P,eP PecP z€V PeP
xeP _eP [eP KP - P eP (P)eP QP e P

Das Muster “x @ P” passt auf dieselben Werte wie das Muster P, bindet

diesen Wert aber zusétzlich an die Variable .
Muster von Listen und Tupeln kénnen eine besondere Schreibweise haben.

le1,...,ex] =e1:- e ]

(e1,..yex)=(,...,)e1 - eg

Allgemeine Vereinfachungen

Diese Beschreibung vereinfacht einige Programmteile und l&sst manche Kon-
zepte ganz aus. Hier sollen sie der Vollstandigkeit halber genannt werden.

e Die Infixform von Funktionen und Wert-Konstruktoren wird meistens
nicht gesondert beschrieben.

e An vielen Stellen kénnen bei geklammerten Listen (E4,..., Ex) fiir den
Fall £ = 1 die Klammern weggelassen werden.

Feinere Exporte

Die Wertkonstruktoren eines algebraischen Datentypkonstruktors 7" kénnen
mit der Schreibweise “T'(..)” eportiert werden. Schreibt man “T'(K3, ..., K,)”,
werden nur die genannten Konstruktoren exportiert.

Auch die Variablen einer Typklasse C' kénnen mit der Schreibweise “C(..)”
eportiert werden. Mit “C(x1,...,2,)” werden nur die genannten Variablen
exportiert.

Schreibt man “module M”, werden alle Dinge eines Moduls exportiert.
Ist M ein importiertes Modul, sind dies alle von M exportierten Dinge; ist M
der Name des gerade definierten Moduls, sind dies alle in ihm vereinbarten
Dinge, jedoch ohne die der von ihm importierten Module.

Feinere Importe

Auch beim Import konnen alle Wertkonstruktoren eines algebraischen Daten-
typkonstruktors 7" mit der Schreibweise “T’(..)” imortiert werden, und aus-
gewiihlte Wertkonstruktoren mit “T'(K71,..., K,)”; auch alle Variablen einer
Typklasse C' koénnen mit “C/(..)” imortiert werden, bzw. ausgewiihlte Varia-
blen mit “C(z1,...,z,)".

Feinere Datentypen

Konstruktoren mit Feldnamen
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strikte Konstruktoren
Konstruktor-Operatoren
Konstruktor-Klassen

— qtycls ( tyvar atypel ... atypen ) (nj=1)

Neue Typen (newtype)

newtype [ Context =|T oy ap = Kty ...t, [ deriving (C4,...,C,) ]

Numerische Default-Typen

default (73,...,73,)(n >=0)
Vereinfachungen der syntaktischen Beschreibung:

Einsetzen von selten gebrauchten Regeln
Prioritdten in Ausdriicken usw.
Optionale Qualifizierung von Namen

A.5 Die Struktur des Programmtextes

Programme sind Texte, also Zeichenketten, die in Dateien abgespeichert wer-
den konnen. Wie gewohnliche Texte bestehen Programme aus Wortern, Satz-
zeichen und Zwischenrdumen. Diese Textbausteine werden Lereme genannt.
Die Lexeme von HASKELL sind:

e Worter sind einerseits Namen, die fiir Dinge im Programm eingefiihrt wer-
den (siehe Abschnitt A.5.1), andererseits Literale, die Werte von Zahlen,
Zeichen und Zeichenketten angeben (siehe Abschnitt A.5.2).

e Als Satzzeichen dienen neun Spezialzeichen (), ; []‘{} und die reservier-
ten Namen aus Abschnitt A.5.1.

e Zwischenraum (whitespace) besteht aus den Layoutzeichen Leerzeichen,
Tabulator (horizontal und vertikal), Zeilenende (line feed), Wagenriicklauf
(carriage return) und Seitenende (form feed). Mehr zur Rolle von Layout in
HASKELL steht in Abschnitt A.5.4. Auch Kommentare, die das Programm
dokumentieren, sind nur “Zwischenraum”, weil sie fiir die Bedeutung des
Programms nicht &ndern. (siche Abschnitt A.5.3).
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A.5.1 Namen

Viele Dinge in einem Programm koénnen benannt werden. In HASKELL sind
das Module, Klassen, Typen, (Wert-) Konstruktoren und Werte. Es gibt zwei
Arten von Namen, mit jeweils zwei Unterarten:

Bezeichner beginnen mit einem Buchstaben und kénnen weitere Buch-
staben, Ziffern, Unterstriche “_” und Striche “’” enthalten. (Allgemeiner
als in der Mathematik {iblich diirfen die Striche nicht nur am Ende eines
Bezeichners auftreten; “a’’b’c” ist also ein giiltiger Bezeichner.) Es gibt
zwei Arten von Bezeichnern:

—  Konstruktorbezeichner beginnen mit einem Grofibuchstaben. Sie wer-
den als Namen fiir Wertkonstruktoren, Typkonstruktoren, Typklassen
und Module verwendet.

—  Variablenbezeichner beginnen mit einem Kleinbuchstaben. Sie benen-
nen Werte oder Platzhalter — fiir Typen in Typdefinitionen bzw. fiir
Werte in Wertvereinbarungen und Ausdriicken.

Folgende 21 Variablenbezeichner sind als Schliisselwdrter reserviert:

case class data default deriving do
else if import in infix infixl
infixr instance Ilet module newtype of
then type where _

Sie konnen nicht als normale Variablenbezeichner verwendet werden.
Symbole bestehen aus den folgenden 20 Sonderzeichen:

P # $%Y & x+ ./ <=>72@\ " | -~

Symbole bezeichnen zweistellige Funktionen, die in Infixschreibweise be-
nutzt werden. Sie werden auch Operatoren genannt.
— Symbole, die mit dem Doppelpunkt “:” beginnen, bezeichnen Wert-
Konstruktor-Operationen.®
— Symbole, die mit einem anderen Zeichen als “:” beginnen, bezeichnen
Operationen.
— Die folgenden 11 Symbole sind reserviert:
Lo =\ | <= > e ~ =
Viele weitere Operatoren sind in der Bibliothek vordefiniert.

Qualifikation. Namen konnen an manchen Stellen mit dem Namen des Moduls
qualifiziert werden, der sie einfiihrt (oder importiert). So bezeichnet “M.x”
eine Variable z aus dem Modul M. Dies dient dazu, gleiche Namen, die in
verschiedenen Modulen eingefiihrt wurden, zu unterscheiden.

5 Ein einzelner Doppelpunkt ist reserviert fiir den Konstruktor (nicht-leerer) Listen,

dem wichtigsten Typen in HASKELL.
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Symbole als Bezeichner und umgekehrt. An manchen Stellen moéchte man
einen Operator wie “+” als einen Bezeichner verwenden, z. B. in der Export-
liste eines Moduls. Dann muss man es in Klammern einschlieBen: “(+)”.6
(section). Umgekehrt kann der Wunsch aufkommen, den Bezeichner einer
zweistelligen Funktion, wie die ganzzahlige Division div, als Infix-Operator
zu schreiben. Dies kann man tun, wenn man den Funktionsbezeichner in “ab-
fallende Hochkommata” (¢, accent grave) einfasst: 12 ‘div‘ 4.

Mehrfache Benutzung von Konstruktorbezeichnern. Konstruktorbezeichner kénnen
im selben Modul gleichzeitig verschiedene Dinge benennen: In einem Modul
Stack koénne ein Datentyp Stack mit einem Wertkonstruktor Stack eingefiihrt
werden. Der Kontext macht bei jeder Benutzung des Namens klar, ob das Mo-

dul, der Datentyp oder der Wertkonstruktor gemeint ist.

A.5.2 Literale

Literale bezeichnen die Werte vordefinierter Typen:

e Numerische Literale bezeichnen ganze oder gebrochene Zahlen; sie beste-
hen aus Ziffern und koénnen einen Dezimalpunkt und einen mit “e” oder
“E” eingeleiteten Exponentteil haben.

e Zeichen-Literale bezeichnen Werte des Typs Char; sie werden in einzel-
ne Hochkommata “’” eingeschlossen. Dazu gibt es noch Moglichkeiten,
Zeichen als oktale oder hexadezimale Zahlen anzugeben.

e Zeichenketten-Literale bezeichnen Werte des Typs String; sie werden in
doppelte Anfithrungszeichen “"” eingeschlossen.

A.5.3 Kommentare

Kommentare sollen das Programm dokumentieren soll, werden aber ansonsten
iiberlesen.
In HASKELL gibt es zwei Arten von Kommentaren:

o zeilenweise Kommentare stehen zwischen von -- und dem néchsten Zei-
lenende.

e mehrzeilige Kommentare werden zwischen {- und -} eingeschlossen. Dies
Kommentare konnen auch geschachtelt werden.

Ein Beispiel zeigt beide Formen:

{- Fakultaetsfunktion fuer ganze Zahlen

(c) 2009 Berthold Hoffmann -}
fac :: Int — Int -- Signatur
facn | n < O = error "fac: ,n<O0"
| n=1 =1

| otherwise = n x fac (n-1)

6 In HASKELL heifit so etwas ein Abschnitt (section).
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Daneben gibt es noch eine alternative, literarische Sicht auf Program-
me, im Sinne des von Donald E. Knuth propagierten Literate Program-
ming [Knu84]:" In Literate Haskell (normalerweise in Dateien mit der En-
dung .1lhs statt .hs versehen) werden nicht die Kommentaranteile markiert,
sondern umgekehrt der Programmtezt. Alles andere ist Literatur. (Ahm7 Kom-
mentar.)

Hier gibt es wiederum zwei Moglichkeiten. Man kann alle Programmzeilen
mit > in der ersten Spalte kennzeichnen:

Fakultaetsfunktion fuer ganze Zahlen
(¢) 2009 Berthold Hoffmann

>fac :: Int — Int -- Signatur
>facn | n< O = error "fac: n<0"

> | n=0 =1

> | otherwise = n * fac (n-1)

Das Beispiel zeigt: Die mit -- eingeleiteten Zeilenkommentare gehen trotzdem
noch.

Oder die Programmstiicke werden zwischen \begin{code} und \end\{codel,
wobei \end{code} in der ersten Spalte beginnen muss:

Fakultaetsfunktion fuer ganze Zahlen
(¢) 2009 Berthold Hoffmann

\begin{code}
fac’ :: Int — Int -- Signatur
fac’ n | n< O = error "fac: n<0"
| n=0 =1
| otherwise = n * fac’ (m-1)
\end{code}

Das ist besonders praktisch zur Benutzung mit ETEX, weil man dann die Do-
kumentation eines Programms mit ETEX setzen kann und die gleiche Quell-
datei auch {ibersetzen kann. Dazu muss man ghci beispielsweise nur mit der
Option +1 {iberreden, auch Dateien mit der Endung .tex als literate Haskell
zu verstehen.®

" Dort heiBt es auf Seite 97: I must confess that there may also be a bit of malice
in my choice of a title. During the 1970s I was coerced like everybody else into
adopting the ideas of structured programming, because I couldn’t bear to be found
guilty of writing unstructured programs. Now I have a chance to get even. By
coining the phrase ‘“literate programming,” I am imposing a moral commitment
on everyone who hears the term; surely nobody wants to admit writing an illiterate
program.

Der vorliegende Text ist so formatiert, dass seine Kapitel literarische Skripte sind
— nicht jedoch dieser Anhang!

oo
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A.5.4 Layout

in einem HASKELL-Programm konnen an vielen Stellen Layoutzeichen ein-
gefiigt werden, aber im Gegensatz zu anderen Sprachen (auch JAvA) ist das
Layout nicht immer egal.

In HASKELL gilt die Abseitsregel (offside rule). Fiir eine Funktionsdefini-
tion

fx1 x2...x, =E

gilt: Alles, was gegeniiber f in den folgenden Zeilen eingeriickt ist, gehort noch
zur Definition von f. Erst mit der néchsten Zeile, die in der gleichen Spalte
wie f beginnt, fangt eine neue Definition an.

f x = hier faengts an
und hier gehts weiter
immer weiter
g v z = und hier faengt was neues an

Das gilt auch bei verschachtelten Definitionen.

Diese Regel ist vielleicht zunéchst gewohnungsbediirftig. Sie ist trotzdem
sinnvoll, weil man so durch Einriickungen gruppieren und sequenzialisieren
kann, wozu in anderen Sprachen wie JAvA Klammerungen mit “{” und “}”
und Trennzeichen “;” bendtigt werden. (In HASKELL kénnen diese Zeichen
in genau der gleichen Funktion benutzt werden, wenn sonst die Abseitsregel
verletzt wire; wir werden das aber kaum brauchen. Allerdings erscheinen sie
manchmal in Fehlermeldungen, wenn die Abseitsregel verletzt wurde.)

anz

g
Zahl —
\

/ gebrochen

Literal ——— Zeichen
Zeichenkette
Wort
Modul
Typ

/ \Klasse
Name Wert
\

Symbol Variable <\¥§g

Abb. A.1. Namen und Literale in HASKELL
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A.6 Lexikon

Ein HASKELL-Programm ist eine Folge von Zeichen. Wir beriicksichtigen hier
nur den ACsII-Zeichensatz. Fiir Programme, die in Unicode verfasst werden,
sind die vergroflern sich die Mengen der Zeichen, die als Zwischenriume,
(Klein- und Grof-) Buchstaben, Ziffern und Symbole benutzt werden kénnen.

A.6.1 Namen

Namen bezeichnen die Dinge (entities) eines Programms, wie Typen, Funk-
tionen, Werte usw. Einige Namen sind fiir einen festgelegten Zweck als so-
genannte “Schliisselworter” reserviert; andere bezeichnen Dinge, die in der
Bibliothek vordefiniert sind und in jedem Programm benutzt werden kénnen.
Abgesehen von den Schliisselwortern kann jeder Name in einer Vereinbarung
(declaration) eines Programm frei als Bezeichnung fiir ein Ding eingefiihrt
werden. Dann sagt man, der Name sei an das Ding gebunden. Die Bindung
eines Namens an ein Ding kann frithere Bindungen des Namens an andere Din-
ge unsichtbar machen (diberdecken). Namen kénnen auch gleichzeitig mehrere
Dinge bezeichnen; solche Namen heiflen dberladen (overloaded). Dann muss
bei jeder Benutzung des Namens aus dem Kontext ersichtlich ist, welche der
Dinge hier bezeichnet werden soll.

Namen konnen mit dem Namen des Moduls qualifiziert werden, in dem
sie definiert wurden: M.n bezeichnet dann das Ding, die im Modul M an
den Namen n gebunden wurde. Damit kénnen Namenskonflikte vermieden
werden, wenn Module die gleichen Namen binden.

An ihrer dufleren Form unterscheidet HASKELL zwei verschiedene Arten
von Namen mit zwei bzw. drei Unterarten, die an sechs verschiedene Arten
von Dinge gebunden werden kénnen:

1. Ein Bezeichner (identifier, kurz id) beginnt mit einem Buchstaben, kann
weitere Buchstaben, Ziffern und Unterstriche (“.”) enthalten und mit
Apostrophs “/” beendet werden.

a) Variablen-Bezeichner beginnen mit einem Kleinbuchstaben; sie kénnen
(Wert-) Variablen und Typvariablen bezeichnen.

b) Konstruktor-Bezeichner beginnen mit einem Grofbuchstaben; sie kénnen
(Wert-) Konstruktoren, Typkonstruktoren, Klassen und Module be-
zeichnen.

2. Symbole bestehen aus den Sonderzeichen
P#$&x+ . /<=>72e\ " | -~

a) Die Symbole “=>” “[]1” und “(,...,)” (mit k¥ > 0 Kommata) bezeich-
nen die vordefinierten Typ-Konstruktoren fiir Funktionsrdume, Listen
und Tupel (mit k£ + 1 Komponenten), die in Typausdriicken in Infix-
bzw. Mixfix-Notation benutzt werden kénnen (siehe Seite 216).
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b) Symbole, die nicht mit einem Doppelpunkt beginnen, kénnen zweistel-
lige Funktionen bezeichnen, die als Infix-Operationen benutzt werden
sollen.

¢) Symbole, die mit einem Doppelpunkt “” beginnen, kénnen zwei-
stellige (Wert-) Konstruktoren bezeichnen, die als Infix-Konstruktor-
Operationen benutzt werden sollen.

A.6.2 Literale
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Syntaktischer Zucker in Haskell

Funktionsdefinitionen

Bedingte Gleichungen entsprechen bedingten Ausdriicken.

fp| Cl ZEl fp:if Cl then E1
| Co = F, else if Cy then F,
| Ch, =F else if C), then Ej
| otherwise = Ejq1 else Ej1

Mehrere Gleichungen mit Mustern entsprechen einer Gleichung mit einer Fall-
unterscheidung.

fpi=E f x = case z of
: B p1 — B

for = Eg B ;
pr — B

Elementweise Definitionen von Funktionen entsprechen einer Funktionsdefini-
tion mit einem Lambda-Ausdruck.

fr=F = f=XM—>F

Ausdriicke

Bedingte Ausdriicke sind Fallunterscheidungen iiber Wahrheitswerten.

if C case C of
then F; = True — F;
else FE False — FEy

Hilfsdefinitionen mit let und where entsprechen einander.
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let D, E
: where D
Dk B .
in E Dy,

Operatoren kénnen wie Funktionen benutzt werden und umgekehrt

Ei®E, = (®) FEiE;
E\'f'Ey = fE B
Listenumschreibungen sind Kombinationen der Funktionen map und filter.
[T|z—GC] = map(\x—T)(filter \&z — C)G)
Listenausdriicke mit Ellipsen entsprechen vordefinierten Aufzihlungsfunktionen.
[u.] = fromu
[u..o] = fromTouo
[u,n..] = fromByu(n—u)
[u,n..o] = fromByTou(n—u)o

Listenausdriicke sind geschachtelte Aufrufe des Listenkonstruktors.
le1,..ex] = e - tep ]
Zeichenkettenliterale sind Listen von Einzelzeichen.

2

[21,./21] = B1 -z

Typ-Ausdriicke

Die Typkonstruktoren fiir Funnktionsrdume, Listen und Tupel kénnen infix
bzw. mixfix benutzt werden.

t—s = (—=)ts
L) = (Dt
(tl,...,tk) = ((,...,)tl...tg
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TEXnischer Zucker in Haskell

In den Programmschnipseln dieses Buches werden mathematische Sonderzei-
chen und griechische Buchstaben fiir einige der vordefinierten Operationssym-
bole bzw. fiir Typvariablen verwendet.

Die Sonderzeichen werden iibrigens mit dem ETEX-Paket 1stlisting ein-
gefiigt, genauso wie die besondere Schreibweisen fiir Schliisselworter, Kom-
mentare und lokale Varaiblen von Funktionsdefinitionen. In den TEX-Dateien
nur Schnipsel steht also ganz “normaler” HASKELL-Text, der mit dem Fil-
ter “unlit” als lauffihiges HASKELL-Programm aus den Texten extrahiert
werden kann.
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Das Glasgower Haskell-System

D.0.3 Code in TEX
e Umgebung code

e Auskommentieren von Programmteilen, die nicht im formatierten Text
erscheinen sollen.

D.0.4 Das ETEX-Paket 1stlisting
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Glossar

Bedingung Ein Ausdruck der einen Wahrheitswert liefert.

Currying

Datentyp Allgemein eine Wertemenge mit Operationen darauf
Abstrakter _
Algebraischer _

partielle Parametrisierung :

Typvariable (o, f, ...) Platzhalter fiir einen Typausdruck.

Variable (genauer: Wertvariable): getypter Platzhalter fiir einen (unverinderlichen)
Wert

Wert : Element eines Datentyps

(Dies ist Fassung A.A.001 von 4. Februar 2010.)
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