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1 DIENSTAG, 25.04.06

1 Dienstag, 25.04.06

1.1 Semantik
1.1.1 Relationale Strukturen

Recall: Relationen: n-stelligne Relationen auf Menge X ist Teilmenge R C X™ (Kreuz-
produkt iiber X.

2 stellige Relation (z,y) € R < xRy
R reflexiv wenn Vo € X : zRx
R transitiv wenn Vz,y, 2z € X.xRy AyRz — =Rz

a Menge von Mengen, dann ist (a = {z|VA € a.x € A}
Beispiel: nZ = {n - k|k € Z}

(W{(ZnZ) U {n}n € N>1} = P}

Na={z|FA € ax € A}

Definition: Eine Relationale Struktur § = (W, Ry, Ra, ...) besteht aus

e Einer Menge W von Welten/Zustédnden/Punkten/Zeitpunkten/Situationen/Knoten/. . .

e Einer Familie von n; stelligen Relationen R; auf W

1.1.2 Beispiele:

Ordungen: (W, R) R ist binér
R irreflexiv & Vz.—~zRx
R antisymmetrisch < Vo, y. xRy A\yRr — x =y

R ist partielle Ordnung gdw. R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch.

R ist totale Ordnung gdw. R partielle Ordnung und Vz,y.zRy V yRx.

R ist strikte partelle Ordnung gdw. R irreflexiv und transitiv ist.

R ist strikte totale Ordnung gdw. R strikte partielle Ordnung und Vz, y.x RyVyRxVx =y
(Trichotomie).

Beispiele siehe Buch

Baume:

Definition: R ist binédre Relation
Transitive Abschluf R von R
RT ={R|R CW x W,transitiv, R C R'}
Reflexiv Transitiver Abschluft R* von R
R* = ({R|R C W x W,reflexiv, transitiv, R C R’}



2 DIENSTAG, 02.05.06

Satz: R™ ist die kleinste transitive Relation in der R enthalten ist. Es gilt:

Rt ={(x,y)|InTxg, ..., tpni1. 20 = ANTpy1 =y AVi=0,... na;Rr; 1}
R* = {(z,y)|3In3xo, ..., cnx0 =2 N2y =y AVi=0,...,(n —1).2;Rx;11}
=RTUA; A={(z,z)|x € W}

Ein Baum ist eine relationale Struktur mit:
(i) Es existiert eine eindeutige Wurzel r € W mit Vo € WrRtx
(Jedes Kind stammt in endl. vielen Schritten von r ab.)

(ii) Alle Knoten ausser der Wurzel haben eindeutige Vorgénger.
D.h. fiir alle x # r existiert ein eind. y mit yRzx.

(iii) R ist azyklisch. D.h. Vz.—zR*z.

2 Dienstag, 02.05.06

2.1 Kripke Semantik der Modallogik

Modale Basissprache nur mit [, {.
Grammatik ¢ ::= p € ®(prop.Var)|L|—¢|p; A wo| Oy

mit

T:E—!J_

eV =a(mp A1)

=Y =V
pe=Pi=(@—=Y)ANEW =)
Q=0

Definition: Ein (Kripke) Rahmen (fiir die modale Basissprache) ist eine relationale Struk-
tur § = (W, R) mit R ist bindr (R C W x W)

Ein Krupke Modell der modalen Basissprache 9t = (§F, V') besteht aus einem Rahmen
§ und einer Validation V, d.h. einer Abbildung V : ® — PB(w) (P Potenzmenge)

V(p) : Menge aller Welten in denen p Wahr ist.
M = (§,V) basiert auf Rahmen § (§ ist der unterliegenede Rahmen)

2.2 Erfulltheit von Formeln
2.2.1 Welten:

M= (3 V)= (W R),V)

M, w = ¢ rekursiv definiert:
M, w = p gdw. w € V(p)
M, w kL



2.3 Rahmen 3 MONTAG, 08.05.06

M, w =~ gdw. M, w ¥ @
M, w = o1 Az gdw. M, w = o1 und M, w = oo
M, w = Op gdw. Yo € WwRv = M, w = ¢

2.2.2 Modelle

ME=peVYwe WM w =@

2.3 Rahmen
SEeeVW.E V) Ee

Sonderfall: Falls {v|wRv} = {}, gilt stets M, w = Oy sogar M, w = L
Daraus foglt: M, o = OL = {v|wRv} = {}

M w = G gdw. M, w = —O-ep

S M w FE O

& a(YowRv = Mw E# ¢

& a(YvwRv = M w E ¢

< Jv.o(wRv — Mv E o

< vwRvAMv E @

LA. gilt nicht Oy — Qg
&T impliziert dass es Nachfolger gibt.

3 Montag, 08.05.06

3.1 Erfulltheit in Rahmen

Satz: Die Formel K : Op — (d(p — ¢) — Og) ist in allen Rahmen erfiillt.
Beweis: Sei § = (W, R) Rahmen und 9t = (§, V') ein Modell, w € W

Zu zeigen: Mw = K

Sei M, w = Op, M, w | Op — q).

Zu Zeigen w = Og

v e W, wRv.zu Zeigen : v = q
(nV)0 Ep v b p— g, alsov = g

Typisches Axiom: (4) $Op — Op
Andere Schreibweise: Clp — CCp

m

m



3.1 Erfiilltheit in Rahmen 3 MONTAG, 08.05.06

§ F O-—0-p—-0O-p
§ F ~O0-p — -O-p
§ F O-p—0O0-p

§ = Og¢ — 0O0q

Satz: § = 4 & Rtransitiv

Beweis: <

Sei R transitiv, M = (§, V) Modell w € W.

Zu Zeigen: M, w =4

Sei also w = OOp Zu Zeigen w = $p

Es existiert v € W mit wRv,v | {p, also existiert v € W mit vRu,u = p. Da R
transitiv ist, gilt wRu.

Beweis:=

Sei § | 4. Zu Zeigen: R transitiv, seien w, v, u € W mit wRv, vRu, zu Zeigen wRu.
Setze V(p) = {u}

(N.V) gilt (§,V),w 4

Es gilt w E $Op da wRv, v | $p, da vRu,u = p. Mit w = 4 folgt w = $p

Also existiert s mit wRs, s = p — s = u, also wRu.

Formel Dual Eigenschaft
K - S.0.
4:50p — Op | Op — OOp | transitiv S.0.
T:p— $p Op —p reflexiv Ubung
B:p—-0O0p | OUp — p | symmetrie Ubung
D:Op — Op | Op — $p | linkstotal Yw3v.wRv
Op — Op $p — Op rechtseindeutig | Yw, v, v.wRv, wRu = v = u
5:0p — OOp | O0Op — Op | euklidisch Yw, v, u.wRv, wRu = vRu
R symm=-(R transitiv < R euklid.)

Satz: § = (W, R) =5 < R euklid.

Beweis <= Sei MM = (§, V) Modell, w € W, ZZ : M, w |= 5. Sei also w = $p.Z7Z - w =
Hop

Sei also v € W, wRv, ZZ : v |= {p.

NV exististiert u mit wRu, u = p. Da R euklidisch vRu.

Beweis =: Sei wRv, wRu, ZZ : vRu.

Sei V(p) = {u}.

Es gilt w = $p (da wRu, u |= p) also mit (5) w = OOp. Wegen wRwv folgt v |= $p, also
exisitert s mit vRs, s = p, also s = u, also vRu.



4 DIENSTAG, 09.05.06

4 Dienstag, 09.05.06

4.1 Logische Folgerung

Recall FOL: & ¢ < (YOI = ¢ = M = o)

Hier: Drei Erfiilltheitsbegriffe, daraus folgen drei Folgerungsbegriffe.
Notation: ... = ®,® Menge von Formeln, heifit ... |= ¢ fiir alle ¢ € @

4.1.1 Welten: (Lokale Konsequenz / Folgerung) =

= e VMwINwEP=MwEy

Bsp.: 1) {Op,0¢} = O(p A q)
Denn: Sei M, w = {Op,0q}, 27 : w = D0O(p A q)
Sei also wRv, dann v = p,v = ¢, also v = (p A q)

2) {p} A Op
Denn: s1Rse und V(p) = {s1}

3) {p — O} Firq — g
Denn: s1Rse mit V(p) = {s1,s2},V(q) = {s1}

4.1.2 Modelle: (Globale Konsequenz / Folgerung) =,

Q=) VMM E= =M=y
Allgemein: ¢ = ¢ = @ =, ¢

Bsp.: 1) {Op,0q} =, O(p A q)
Denn: Sieche Allgemein

2) {p} =4 Op

Denn: Préamisse sagt: in allen Welten ist p wahr.
Demnach ist auch in allen nachfolgewelten Box p wahr:
Sei M = p, ZZ - M = Op.

Sei also M = (W, R),V),we W, ZZ : w = Op

Sei also wRv, ZZ :vEpdaMEp

3) {p — Op} ¥y a— Oq
Denn: s1Rsg, saRs1, V(p) = {s1,52},V(q) = {s1}



4.2 Modales Schliefsen 4 DIENSTAG, 09.05.06

4.1.3 Rahmen: (Rahmen Konsequenz / Folgerung) =,

Ol SVEFED =0

Allgemein: ¢ =, & @ =, ¢

Bsp.: 1) {Op,Oq¢} = O(p A q)
Denn: Siehe Allgemein

2) {p} = Op
Denn: Siehe Allgemein

3) {p — Ov} =g 0 — G4
Denn: Sei § = (p — ¢p). Sei M = (F,V), w eine Welt,

77: M w = q — $q.
Wiéhle Valuation V' mit V'(p) = V(g). dann
(& V), w = (p— Op), also (§,V),w |= (¢ — ¢q)

Hier: Folgerung = = lokale Folgerung |,

O ¢ e ¢ e pgiltig & V8, V,w.(F,V),w F ¢
Einschrankung der Modelle/Rahmen — mehr Folgerungen / Giiltigkeiten.

z.B. Einschrankung auf transitive Rahmen: |=4qns.
Allgemein: F' Klasse von Rahmen: & krp ¢ < V§ €
FYV,u.(3 V)0 @ = (5, V),0 - 0.

Bi{oop} Iztrans <>p
{OOp} ¥ Op

4.2 Modales SchlieRen

Konnen wir logische Folgerungen durch einen syntaktischen Mechanismus einfangen?

Definition:Ein k-Beweis ist eine Liste von Formeln, von denen jede entweder ein Axiom,
oder aus vorangehenden Formeln durch Anwendung einer Regel erhalten wird.

Axione: (1) Alle aussagenlogischen Tautologien.
(K) Op — O(p — q) — Ug
(Dual) $p <« —=O-p

Regeln: Modus Ponens (mp) ot @

P
Substitution: ﬁ wenn ¢ aus ¢ durch Substitution, d.h. ersetzen der prop Variable
durch bel. Formel.
%)

Generalisierung (nec): &

Jede in einem k-Beweis vorkommende Formel ¢ heifit k-beweisbar (Fy ¢)
Schreibe ® Fy @ fiir dpq, ..., 00 EP. Fr o1 Ao A, — O



5 MONTAG, 15.05.06

Satz: (Korrektheit) ® Fy ¢ = & =9

Beweis: Es reicht by o = ¢
Zeige die Axiome sind giiltig und die Regeln bewahren die Giiltigkeit. (siehe Oben).

5 Montag, 15.05.06

5.1 Zu 1b)

R ={(z,y)|3n > 0,2¢,...,2p.00 = 2,2, = y,Vi =0,...,n — L.a;Rr;41 }
77: R* = R

C Zeige R’ trans, refl, R C R’
D Zeige xR'y = xR*y mit R* trans, refl.

5.2 Beispiele zu K-Beweisen

() = D0(p = ¢) = (Op — ¥)

D(TAUT) (B — (A — C)) — (A — (B — C)
(SUBST) B :=Op; A :=0¢; C:=0(p A )
2)K — K’

3)(AXIOM)K

4)(MP2,3)K

10



6 DIENSTAG, 16.05.06

(OpAQOq) - O(pAg)=Up— (Og—0O(pAqg))
Dp—(¢g—(pNq) (TAUT)

2 (p —(¢— (pNq)) (GEN)

w

)
)
) K
4)K'subst p:=p,q:=(q¢— (pAq))

Op—(¢— @A) — Op—D0(g— (pAg)))
5 0p—0(q— (pAqg)  (MP4,2)
)

6) K' subst p:=q,q:= (p N\ q)

O(g— (pAgq) — (g —0O(pAq)
NA—-B)—(B—C)—(A—=C)) (TAUT)
8)7Subst A:=0p,B:=0(q — (pAq)),C :=(0g— O(pAq))
Op—=0g—(@nrqg))— O@—(pArg)) — Og—DOlpAqg)) — (Op— Og —DOlpAqg)))
9)(O(g— (pAq) = (Bg—L(pArg)) — Op— (Og—0OpAg)) (MP5,8)
10) (Op — (Og — O(Aq))) (MP6,9)

6 Dienstag, 16.05.06

6.1 Modelltheorie

Kripke Modell Mt = ((W, R), V)
Wann verhalten sich zwei Modelle (Welten, Zusténde) gleich?

Konstruktion auf Modellen (Zusammenbauen von Modelen, Vereinfachen v. Modellen)

6.1.1 Aquivalenz

Def: (WELTEN:) Seine 9t und 9 Modelle, w € W,w' € W' heifen dquivalent, wenn
fiir jede modale Formel ¢ gilt:

M w =@ gdw. M w' @
(MODELLE:) 9t und 9t heifsen dquivalent wenn fiir jede modale Formel ¢ gilt:

M p gdw. M = ¢
d.H. [Global Aquivalent| (fiir alle w € W9, w = ) gdw.(fiir alle w’ € W I, v’ |= ¢)

6.1.2 Disjunkte Vereinigungen

Formale Def.: Gegeben zwei Modelle M = (W, R),V); 9 = (W', R'),V') mit W N

11



6.1 Modelltheorie 6 DIENSTAG, 16.05.06

W’ = {}, dann heift die Vereinigung MU' gegeben durch (W U W', RU R, V) mit
Vip) =V(p)uV'(p)

Satz Erfiilltheit ist invariant unter disjunkter Vereinigung. D.h.

fiir w € WO, w E ¢ gdw. MU', w = ¢
fiir w' € WM, w' E ¢ gdw. MU', w = ¢

D.h. eine Welt w € W ist zu w € W U W' dquivalent und analog fiir w’ € W

Indunktion tiber natiirliche Zahlen

Natiirlche Zahlen = kleinste Menge N mit

e 0N

eneN=n+1eN

Induktionsprinzip:

Sei P eine Eignschaft von nat. Zahl
Angenommen

1. P(0)

2. P(n) = P(n+1)

Dann haben wir Vo € N.P(z)

Induktion iiber modallogischen Formeln

@ = Llple1 V o] | O
Induktionsprinzip:
Sei P eine Eigenschaft von Formeln.

Angenommen:

1. P(1l) [Induktionsanfang]

P(p) fiir alle prop Var. p [Induktionsanfang)|

~ W

P(p) = P(=p)

- P
- P
- P(g1) und P(p2) = P(p1 V ¢2)
- P(y)

- Pp) = P(0p)

ot

Je vor dem Pfeil: [Induktionsanfang|; Danach [Induktionsende]
Dann haben wir fiir alle Formeln ¢ : P(p)

Beweis des Satzes

12



7 MONTAG, 22.05.06

durch Induktion tiber Aufbau von ¢

LM wE L gdw. MU, w = L OK.

2. M, w = pgdw. w € V(p) gdw.* w € V(p) UV'(p) gdw. w € V(p) gdw. MU' w = p
*daV'(p) e Wund WNW' ={}undwe W

3Mw E o1V gdw. Mw | ¢ oder Mw E ¢y gdw. (nach IV) MU w E ¢y
oder MUM', w = o gdw. (Def) MUM' ,w | @1 V o

4. Analog zu 3.

o, =

Angenommen 9, w = Oy, d.h. nach Def: fiir alle v € WawRv = M, v = ¢.

Weil R C W U W, haben wir fiir alle v € WU W' .w(R)v = M, v = ¢

also auch v € WU W' .w(RUR v = Mo = ¢

Nach IV:

fiir alle v e WU W .w(RU R)v = MU', v = ¢.alsonachDef. : MUIM' w = Oy

<: Ann: MUM = Oy, also fiir alle v € WU W w(RU R )v = MUM v | ¢
Also nach IV (Da v € W)

fir allw v e WU W' w(RUR v = M v | ¢

also fiir alle v € WwRV = M, v = ¢

also (Def.) M, w = O.

Anwendung: Die Globale Modalitat E mit 9, w = Ep gdw. es existiert v € W9, v = ¢
ist nicht der bisherigen Sprache definierbar.

7 Montag, 22.05.00

Satz: Modale Erfiillbarkeit von Formeln ist invariant unter disjunkter Vereinigung.

Sei A eine neue Primitive (,globale Box®) definiert durch M, w = Ag ged. fiir alle
veWMvlEe

Die Erfiilltheit von Ay ist unabhéngig von der aktuellen Welt, sondern eine globale
Aussage tiber das Modell.

Frage: Koénnen wir Ay in der bisherigen Sprache definieren?
Antwort: Nein, da

Annahme: Es gibt fiir jedes ¢ ein a(p) mit M, w = Ap « a(p) und a(p) ist definiert
durch L), =, Vv, L, p

Nehme ein Modell 9t in dem p iiberall gillt. Also auch 9, w = «a(p) fir alle w. Wahle
ein solches w

Nehme ein Modell 9V in dem p nirgends gilt.
Nach dem Satz gilt MU', w | a(p)
Nach Definition von « gilt MUM’ = «a(p)

13



7.1 Erzeugte Untermodelle 8 DIENSTAG, 23.05.06

Nach Definition von A gilt fiir alle v € W U W/ OMUM’, v = p
Nach Satz: fiir alle v € W9 v = p. 4

7.1 Erzeugte Untermodelle

M’ ist Untermodell von 1.

Es gilt: M E ST, MEOT

Also ist Erfiillbarkeit nicht invariant beziiglich Untermodellen.

Definition: ' = (W', R'), V') ist Untermodell von 9t = ((W, R), V), falls:

o W CW
e RR=RN (W' x W)
o V'(p)=V(p)nW'

M’ ist erzeugtes Untermodell von 90 falls zusétzlich w € W’ und wRv impliziert v € W’
Satz: Erzeugte Untermodelle sind invariant unter Erfiilltheit.

Beweis: Durch Induktion iiber dem Formelaufbau: fiir w € W9, w = ¢ gdw. M w |=
¥
L, =, 1 V s, p: Trivial (siehe Letzte Vorlesung)

Oe: M, w | Op gdw. Nach Def.: fir alle v € W mit wRv gilt M, v = ¢ gdw. (da
w € W und M’ erzeugt, ist jeded solche v auch € W)

Fiir alle v € W’ mit wRv.IM, = ¢ gdw. auch v,w € W/, R' = RN (W' x W)
Fiir alle v € W mit wR'v.IM, v = ¢ gdw. (IV)

Fiir alle v € W’ mit wR'v.I v = ¢ gdw.

M, w = O

8 Dienstag, 23.05.06

Erzeugte Untermodelle

Gegeben ein Modell M = ((W, R),V) und eine Menge X C W. Das von X erzeugte
Untermodell von M (Notation < X >) ist das kleinste erzeugte Untermodell M =

14



8.1 Homomorphismen 8 DIENSTAG, 23.05.06

(W', R"), V") so dass X C W'. Es ist gegeben durch W/ = ("{W"|(W", R"),V" erzeug-
tes Untermodell von 9%, X C W”} induzierte Untermodell.

Dieses Untermodell ist erzugt: Fir w € W’ und wRv; Zu zeigen: v € W’
we W' = we W fiir alle erzeugten Untermodelle ((W”, R"), V") mit X C W”
= v € W fiir alle erzeugten Untermodelle ((W”, R"), V") mit X C W”
=veW.
O

Fiir eine Welt w € W heift < {w} > das durch w ,punkterzugte Untermodell“ oder
auch ,,Untermodell mit Wurzel w.

Beipiel: auf genzen Zahlen. Das punkterzugte Untermodell mit < {0} > ergibt die
Natiirlichen Zahlen.

8.1 Homomorphismen

Ein Homomorphismus f : 9 — 9 zwischen zwei Modellen 9 = (W, R),V) und
M = (W', R'), V') durch eine Abbildung f: W — W’ so dass

o weV(p)= flw) € V'(p)
e wRv = f(w)R f(v)

Homomorphismen sind nicht erfiilltheits invariant.

Bei einem starken Homomorphismus gelten stattdessen:

e wecV(p) < flw)eV'(p)
e wRv & f(w)R f(v)

Sie sind dagegen erfiillbarkeits invariant.

Ein beschriankter Homomorphismus:

I.weV(p) & flw) e V'(p)
2. wRv = f(w)R'f(v)
3. f(w)RW' = Jv mit f(v) = und wRv

Satz: Sei f : 9T — 9’ ein beschrankter Homomorphismus. Dann gilt fiir alle Formeln ¢:

M, w = @ gdw. M, f(w) = ¢

15



8.2 Bisimulationen 8 DIENSTAG, 23.05.06

Beweis: Induktion iiber den Formelautbeu

1, V, = Trivial.

p:MwEpes M, f(w) | pist genau Bedingung 1.

O - M, w = Op gdw. (Def) fir alle v mit wRv.IM, v = ¢

gdw. (IV) fir fiir alle v mit wRv.I, f(v) E ¢

gdw.(*) fiir alle v’ mit f(w)Rv I, v ¢

gdw.(Def) MV, f(w) =g

(*) =

Annahme: Fiir alle v mit wRv.9, f(v) = ¢ und f(w)R'vV'. Zu zeigen: M, V' = ¢

Nach Bedingung 3 gibt es v mit f(v) = v’ und wRuv.
Nach der Annahme 9, f(v=1") E ¢

U
(*) =:
Annahme: fiir alle ' mit f(w)Rv" I, v" = ¢ und wRv. Zu zeigen: M, f(w) = ¢
Nach Bedingung 2: f(w)R'f(v). Setze v’ := f(v)
Nach Annahme: 9V, f(v) |= ¢.

U

Satz: Jede erfiillbare Formel ¢ ist in einem Baum-Modell erfiillbar.

Beweis: Sei 9t und w so gewéhlt, dass 9, w = ¢. Nach dem Satz iiber die erzeugten
Untermodelle gilt: < {w} >, w = ¢.Betrachte alle Pfade, wRw R ... Rw,_1Rw, als
Welten von 9V.

R = {(wRwiR... Rw,,wRwR... Rw,Rw, 1)}
(wRwiR...Rw, 1Rw,) € V'(p) gdw. w, € V(p)

Definiere einen beschrénkten Homomorphismus f : 9 = (W', R'), V') —< {w} >.
Durch f((wRwR... Rw, 1 Rw,) = w,

Nach dem Satz iiber beschriankte Homomorphismen gilt 9V, w = . 9 ist Baum-
Modell.

g

8.2 Bisimulationen
Definition Gegeben zwei Modelle 9t = (W, R), V), M’ = (W', R")V’). Eine Bisimulati-

on ist eine nicht leere Relation Z C W x W, so dass fiir alle w, w’, v mit wZw’ und wRv
existiert ein v’ mit vZv’ und w'R'v’.

16



9 MONTAG, 29.05.06

Umgekehrt: Fiir alle w, w’, v" mit wZw’ und w’'R'v" existiert v mit wRv und vZv’

9 Montag, 29.05.06

Korrektur zum Begriff Bisimulation
Bisimulation Z zwischen 9t und 9: Z C W x W’

1. wZw' = (w € V(p) gdw. w' € V'(p))
2. wZw',wRv = ' wZv" und w’' RV’

3. wZw',w'Rv' = Jv.wZv" und wRv

Lemma Wenn Z : M 2= M’ dann Z71 : M 2 M mit Z7! = {w', w|(w,w') € Z}

9.1 Multimodale Logik

Gegeben sein eine Menge 7 von Labels. Die multimodale Sprache iiber 7 ist:
¢ = p|Ll=ple1 Vpollalp a €T

<a>@:=-[a]-p

Modelle MM = (W, R,),V) a €T

Erfilltheit: 9, w = [a]p gdw fir alle v mit wR 0.9, v = ¢.

Modelle sind also gelabelte Transitionssysteme. (Verschiedene Ubergiinge, an den ,Kan-
ten“ stehen die Labels)

Bisimulation bei multimodalen Logiken (iiber 7 - Modellen)
Bisimulation tiber alle R,

1. wZw' = (w € V(p) gdw. w' € V'(p))
2. wZw', wR.v = ' wZv" und w' R fir alle a € 7

3. wZw',w'R\v" = Fv.wZv" und wR,v fir alle a € 7

Satz Sei Z : M = MM’ mit wZw' (Schreibweise: Z : M, w = M’ w'. Dann gilt M, w = ¢
gdw. M w' = .

Beweis: Per Indultion iiber die Formel ¢

L, ¢, 01 Vo Klar

p: Nach Bedingung 1 der Bisimulationsbedingungen.
Oy : M, w = Op = fiir alle v mit wRv.IM, v | ¢

17



10 DIENSTAG, 30.05.06

= (Bed.2) fiir alle v mit wRv existiert ein v mit vZv", w' R'v', M, v = ¢

= (IV) fiir alle v mit wRw existiert v’ mit vZv', w' R'v', M, v |= ¢ = (Bed.3) fiir alle v/
mit w' RV I, v = ¢

= M W' = Op

Andere Richtung: Analog!

10 Dienstag, 30.05.06

Satz:

1. oM = MU’
2. Wenn 9 ein erzugtes Untermodell von 9 ist, dann 9t = 9

3. Wenn f : 9t — 9V ein surjektiver beschrankter Homomorphismus ist, dann 99t =

M (M, w = M, f(w))

Beweis:

L. idoy = {(w,w)|w € W} : M = MUY
2. idgy = {(w',w)|w € W} .M — M
3. Ubung!

Beispiel:

(Von w aus Strange der Léange n (alle endlich lang)!)

m

W ={w}U{(n,k)in>1,1>k >n}

R={(nk),(n,k+1n>1,1>k>n—-1} U{(w,(n,1))}

Wie w nur mit einer unendlichen Kette.

o'

W= WA\ {w}; U{w'}U{(xk)[k > 1}

R = R\ {(w, (w,1))|n = 1T}U{(w', (@', 1))[n = 1TFU{ (W', (x, 1)) [}U{(x, k), O+, -+ D]k =
1}

18



10 DIENSTAG, 30.05.06

1. M, w und MM, w’ sind dquivalent (in Zeichen M «~ M), d.h. fiir alle Formeln
eI, w = ¢ gdw M, w' = ¢
Beweis: Sei ¢ eine Formel mit n Boxen. Schneide die unendliche Kette in 9 an
der Stelle n + 1 ab. Dies fithrt zu 9. Dann ist M, v’ = ¢ gdw M’ v = ¢.
Offenbar ist M, w = M’ w'. Setze (x,k) in Relation zu (n + 1,k), d.h. Z =
idon \ {(w, w)} U{(w,w)} U{((n+1,k), (+,k))[1 = k =n+1}
Nach dem Aquivalenzsatz ist M, w = ¢ gdw M’ w | ¢ Also M w = ¢ gdw.
M w' =

4

2. M, w und M, w’ sind nicht bisumlar.

(Dies ergibt sich daraus, dass Bisimularitdt fordert, dass es fiir jeden Schritt in
einem Modell einen Schritt in einem anderen Modell gibt. Folgt man dem unend-
lichen Pfad, kann kein anderer Pfad ,mithalten‘)

Definition: Ein Modell 9t = ((W, R), V') heifst endlich verzweigend, wenn fiir alle Welten
w € W die Menge der Nachfolger {v|wRv} endlich ist.

Satz: Hennessy-Milner Gegeben zwei Modelle 9T, M’ die endlich verzweigend sind, und

zwei Welten w € W, w' € W’. Dann sind dquivalent:

1. w e w'(d.h. fiir alle .M w = ¢ gdw. MW, 0w’ = @)
2. M w =M, w

Beweis:

(2)=-(1): Schon bewiesen (Gestern)
(1)=-(2): Die Relation e ist eine Bisimulation «w: 9, w = 9, v’
L. wes w' = Mw E=pgdw. M v = p. Klar
2. Annhame: w «~ w' und wRv. Zu zeigen: Es gibt v’
a) w R
b) v e~ v/

Sei S = {v/|w'R'v'}. S ist nicht leer, weil sonst w’ keinen Nachfolger hétte, also
M, w' = OL. Im Gegensatz zu 9, w ¥ OL und w e~ w'.
S’ endlich, da 9 endlich verzweigend.

Sei also S = {w}, ..., w,}
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11 MONTAG, 12.06.06

Angenommen: Es gibt kein v" € S’ mit v «~ v’. Dann gibt es fiir jedes i =1,...,n
eine Formel 1; mit 9, v = ; und M, w' ¥ 9,

Dann ist M, w = G A ... Ahy) und M w' B Oy AL Ady)
Wiederspruch zu w «~ w’

Also muss es v/ € §' mit v «~ v’ geben.

3. Analog zu 2.

11 Montag, 12.06.06

11.1 Endliche Modelleigenschaft

Defintion: Fiir eine Signatur 7 und eine Klasse M von 7 — Modellen hat M die endliche
Modelleigenschaft, wenn fiir jedes 9t € M und 9 |= ¢ fiir eine Formel ¢ ein endliches
Modell 9V € M mit M’ |= ¢ existiert.

(Alter Satz: Jede erfiillbare Formel ist durch ein baumartiges Modell erfiillbar.)

Im folgenden untersuchen wir M = alle Modelle.

11.1.1 Grad und Lange

Definition: Der Grad deg(p) einer Formel wird induktiv definiert durch:

[
QL
Q)
Q
}_
~—
Il
(a)

Satz 2.29: Sei die Menge der propositionalen Variablen endlich.

Satz 2.29(i):Fiir 7 endlich gibt es nur endlich viele nicht-&quivalente Formeln mit Grad
<n

Satz 2.29(ii): Fiir alle 7 endlich, n € N und w Welt in 91 ist die Menge der in I, w

geltenden Formeln dquivalent zu einer einzigen Formel.

20



11.1 Endliche Modelleigenschaft 11 MONTAG, 12.06.06

Beweis:

(i): Beweis per Induktion iiber n

n = 0: Es gibt bis auf Aquivalenz endlich viele verschiedene aussagenlogische Formeln.
(Genauer 22" viele, wenn P die Anzahl der aussagnlogischen Variablen ist.)

n—n+1:

Jede Formel vom Grad < n + 1 ist eine boolsche Kombination von Formeln Uy mit
deg(p) < n. Nach (IV) geibt es bis auf Aquivalenz nur endlich viele solche ¢ also gibt
es (bis auf logische Aquivalenz) auch nur endlich viele boolsche Kombinationen davon.
(ii) folgt direkt aus (i)

g

11.1.2 n-Bisimularitat

Definition: Sei w Welt im 9T und «w’ Welt in 9. w und w’ heifen n-bisimular w =,
w'falls es eine Folge von Relation Z, C ... C Zg gibt mit

(i) wZ,w'

(i) fur wZow' gilt w € V(p) gdw. w' € V'(p)

(iii) vZ;41v" und vRu = Fu’ mit o' R'v’ und uZ;u’

(iv) vZi41v" und v'R'v' = 3u mit vRu und wZ;u’

Satz : Sei 7 endlich und die Menge der propositionalen Variablen endlich, n € N. Aqui-
valent sind:

(i) w =, w' (ii) w und w' verhalten sich gleich, fir modale Formeln vom Grad < n

Beweis: (i) = (ii) per Induktion {iber n

n=0:wa=yw gilt Mw | pgdw. M v Ep
und damit gilt es auch fiir ¢ vom Grad 0.

n—n+1:Seialsow &, w und M, w = Op fir deg(p) < n.
Zu zeigen: M w' = Oep.

Sei also w'R'v'. Zu zeigen: M, v = p.

Nach Bedingung (iv) bekommen wir ein v mit wRv und v 2, v'.
Nach (IV) gilt also MM, v = ¢ gdw. M, v |= ¢.

Da aber M, w = Oy, damit also M, v = ¢ gilt also M v | ¢.

Damit haben wir gezeigt:

M w = Op = M v =DOp

Fiir die Riickrichtung: Analog.

Erweiterung auf boolsche Kombinationen ist einfach.

Beweis(ii) = (i)
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12 DIENSTAG, 13.06.06

Genau so wie der Satz von Hennessy-Milner.

12 Dienstag, 13.06.06

Prop 2.15 Jede Formel ¢ die erfiillbar ist, ist auch in einem baumartigen Modell erfiillbar.
Prop 2.29 Sei 7 eine endliche Signatur und sein die Menge der prop. Variablen endlich.
Dann gibt es bis auf Aquivalenz nur endlich viele verschiedene Formeln vom Grad < n
Prop 2.31 Seien 7 und Menge der prop Var endlich. Aquivalent sind

o w=,uw

e w und w'’ erfiillen die gleichen Modalformeln vom Grad < n

Definition: Sei 9t ein von einer Wurzel w erzeugtes Modell (Jede Welt ist von w aus
erreichbar). Die Hohe einer Welt ist definiert als

e height(w) =0

e height(v) = n+ 1, falls uRv mit height(u) = n und n minimal.
Die Hohe eines Modelles ist definiert als

n, fallsn = mazx. Hoehe einer Welt in M existiert

height(9M) = { . sonst

Definition:Fiir ein Modell 9t und £ € N ist 9t | £ das Untermodell aller Welten mit
Hoéhe < k.

(Erfullbarkeit fiir 9 [ k, v = ¢ bleibt erhalten wenn k > deg(p) + height(v))

Lemma 2.33

Sei M ein wurzelerzeugtes Modell und k£ € N. Dann ist fiir jede Welt w in 9
M [ k,w = Mw fiir | =k — height(w)

Beweis: Versuch per Induktion tiber [

1=0:Zo ={(w,w)}

l—=1+1:7Z=...=Z111 = {(w,w)|w e M| k}
Bedingung (i) und (ii) der [ 4+ 1-Bisimulation sind klar.
Fiir 0 <7 <

(ili) vZ;11v, vRu(links) dann existiert vRu mit vZ;u(rechts)
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12 DIENSTAG, 13.06.06

(iv) vZ;41v, vRu(rechts). Frage ist: ist w in M [ k 7
Neuer Beweis: Z; = {(v,v)|height(v) < k —i}
Bedingungen der n-Bisimulation:

(i) lew

& height(w) <k —1

& height(w) < k — (k — height(w))

< height(w) < height(w)

(i) Klar, da 99t [ & Untermodell von 9

(iii)vZ;41v, (links)vRu ist auch vRu (Rechts) und uZ;u. Da height(v) < k— (i+ 1) und
height(u) =<k — i

(iv) Wie 3. nur Seitenvertauscht und da height(v) =< k — (i + 1) und height(u) =<
k—i=ueMk

g

Theorem 2.34: Sei 7 endliche Signatur und Menge der prop. Var endlich. Wenn ¢ in
einem Modell erfiillbar ist, ist es auch in einem endlichen Modell erfiillbar.

Beweis: Sei also M, w = .

Nach Prop.2.15 gibt es ein baumartiges My, we = ¢, mit wy als Wurzel
Sei k = deg(p) und M3 =M, [ k.

Nach Lemma 2.33 ist 93, wy =4 My, ws.

Nach Prop.2.31 ist M3, we = @

Definiere Mengen von Welten Sy, ..., Sy durch Induktion iiber n < k.

SO = {U)Q} .

Spa1 @ Sei v € S,. Nach Proposition 2.29 gibt es bis auf Aquivalenz nur endlich viele
verschiedene Formeln vom Grad < k. Fiir jede solche Formel der Form {¢ mit M3, v =
O wihle eine Welt w mit M3, u | ¢. Filige u zu S,41 hinzu. Insgesammt ist S, 1
endlich.

M, sei das Untermodell von M3 mit der Weltenmenge Sy U ... U S;.

Man kann zeigen My, we = M3, wo
Nach Prop.2.31 ist dann 9y, wy = ¢ und My ist endlich. d
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14

DIENSTAG, 27.06.06

13 Montag, 26.06.06

13.1 Folgerund / Konsequenz

¢ =1 Wenn SMILEY =® = SMILEY =
Lokale Konsequenz:
Oy e (VW R),V),weW(W R),V)wE®=wk1)

13.2 Ableitbarkeit

Ok o

T
2 VAR n

Hier: ¢ < do,..., 0, €. Fx o1 A ... A, —

Wenn ¢ = ¢ Dann ist die Menge aller Rahmen fiir die die Konsquenz gilt auf die

Klasse F der Rahmen beschrankt.

Variante: ® -, 1) Lambda steht fiir eine Menge von Axiomen, die in diesem Fall gelten.

Es gilt:
Satz (Korrektheit von K): @ F ¢ = & =9

Beweis: Sei ® F 1, d.h. es existieren ¢1,..., 90, € ® mit Fx 1 A ... Ay, — P

Zu zeigen: @ = 1. Sei also w Welt mit w = ©.
Zu zeigen: w = ¢

Nach Satz oben = 1 A ... A, — ¢ (%)
Wegen w = @ gilt w = @1 A ... A pp,

genauer w = o1 A ... A p, — 1, gemil (*)
also w =1

14 Dienstag, 27.06.06

14.1 Vollstandigkeit

Satz A: ® = 1p = &+ o)

Definition: & Menge von Formeln.

O erfiillbar < 3§, V,w = ®
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14.1 Vollstéindigkeit 14 DIENSTAG, 27.06.06

® konsistent < —(® - 1)
SV, o1, .. 00 € P (01N, Apy)

Satz B: ® konsistent = & erfiillbar.

Beweis von Satz A aus Satz B

Sei @ = = & U {-¢} unerfiillbar!
Nach Satz B gilt ® U {—¢} inkonsistent.
= es existieren @y,..., ¢, € ®U{} mit - =(p1 A... A p,)

Fall 1:¢y, ..., ¢, € ®: Dann ¢ A ... A, — 1 (Pramisse Falsch, alles herleitbar)

Fall 2: 0.E. ¢, =, p1,..., 0,1 €D
Dann F =(p1 A ... A pu_1 A 1)), also
For A A ppo1 — 1, also @ =1

Recall: (X, <) partiell geordnete Menge. x € X Maximal & Vy € Xo<y=x=y

DefinitionEine maximal konsistente Menge (MCS) ist ein maximales Element I' in der
Menge der kosistenten Formelmengen, geordnet durch C
Explizit:

1. T" konsistent

2. T CIV,TVkons. =T =1

Lemma (Hintikka) Sei I' MCS

1. L¢T

2. Tel

3. el pégl

4. pApel el

5. oV el pel'vVy el

6. p,p—mvel=yel

Beweis:

1. Sonst wiirde sich Falsum herleiten lassen

2. Gilt, da 3. gilt und Falsum nicht drinnen ist.
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15 MONTAG, 03.07.06

3. Es gilt nicht ¢, ~¢ € I', da I' konsistent ist. Noch zu Zeigen: p € I' V ¢ € T'.
(*) Dazu geniigt: I' U {¢} konsistent VI' U {—¢} konsistent.
Annahme I' U {¢}, " U {—¢} sind inkonsistent.
d.h. F _|(¢1/\.../\¢n),77/)1,...,¢n € FU{QO}

F=(xa Ao AXe)s X1 -5 Xk € TU{—p}
Da T konsistent, o.E. ¥, = ¢, xx = —¢

Dann = ¢ — =(1 Ao Aty 1)
|__|()0—>_|(X1/\.../\Xn71)

F o A A ) V(X A A X))
l__\(@bl,/\.../\’gbn_l/\Xl/\.../\Xn_l)

Daraus folgt I' inkonsistent. (Wiederspruch

Aus (*) folgt nun wegen I' CT U {p}, I CT U {—p}
I CTU{p} VI CTU{# ¢}, also

Yvel'vVyel

4. Intutiv klar.
5. Analog 3.

6. Nach 5. und 3.
Lemma (Erweiterungslemma): Wenn & konsistent und ¢ Formel, gilt ® U {p} konsistent
VO U {—p} konsistent. (Beweis analog zu oben)
Beispiel: Mt Modell und w € W. Th(w) = {¢|w = ¢} (Theorie von w) ist MCS.
Lemma (Lindenbaum): ® konsistent = I'MCS.® C T’

Beweis: Sei (¢,)nen eine vollstindige Liste aller Formeln. Definierte (®,,),en rekursiv

durch:

o, U{e}, fallskons.

Oy =D, P,y =
0 s { O, U{—~p}, sonst

Dann ist per Induktion iiber n und Erweiterungslemma ®,, konsistent fiir alle n. Setze
L'UJ{®,|n € N}.

" ist konsistent: Annahme: - = (¢ A ... ¢g), Y1, ... ¢ €T
Dann existiert ein n mit ¢, ..., ¥ € &, WIEDERSPRUCH

I' ist maximal: Nach Konstruktion gilt fiir alle p.p € 'V —p € T’

15 Montag, 03.07.06

Lemma (Nachtrag zum Explizit machen): I' MCS <
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15.1 Konstruktion 15 MONTAG, 03.07.06

o [ konsistent

e Voppe'V-pel

15.1 Konstruktion
o W = Menge aller MCS
e 'RA & (Vp.pe A= Qpel)
o V(p):={llp eI}

Wahrheitslemma: (W, R),V), ' < pel

Beweis: per Induktion iiber ¢

Wihle:
o 3= (W,R)
e M = (8:7 V)

I.o=p:Dammn M T =Tl eV(p)epel
2. p=-: Damn MM =EpeMIEY < (IV)) ¢ < (Lemma)—p € T

3. v = @1 Ay (IV: Behauptung gilt fiir @1, p2) M, T = o1 A s < (MM, T = ¢ und
M = o) & (p1 €T und g € T') & (sicheOben)py A g € T

4. ¢ = Oy: (IV: Behauptung gilt fir ) M, T ¥ Oy < (Es ex. A mit TRA und
MAEY) < (Ve As e
*1, %2

s-yeleyel

x1: Da I'RA, folgt aus —¢ € A, $—p € I'. Aber Fg $—p = =y, Also -y € T’
(sonst [0y € I', T inkonsistet).

*9: Braucht:
Existenzlemma: I' MCS, $p € I' = MCS A'RA und ¢ € A
Damit: -0y € I' = (ITMCS)$—y € I' = (Ex.Lemma)3ATRA, ) € T’

Lemma: Fx o, TK — MCS = peT

Beweis des Existenzlemmas: Setze Ay = {¢} U {¢|0¢ € I'}

Behauptung: Ag konsistent.

Annahme: ¥y, ..., 9, € Ag,Fx =(V1 A ... Ady)

Fall 1: Oy, ...,0¢, € T = (TMCS)OW A...A,) €T =0L el = (OpAdg =
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15.2  Vollstindigkeit von T 15 MONTAG, 03.07.06

GlpNngoLel

Wiederspruch!

Fall 2: ¢, = p, also Yy A .. A Y1 — -

= (k) Fx Op1 A ... A D, — =

= [O-p € I' WIEDERSPRUCH, da {p € T’ O

Aus Behauptung und Lindenbaumlemma erhalten wir MCS A mit Ay C A.

Dann gilt ¢ € Ag C A. Noch zu zeigen: I' RA.

Sei also 1 € A. Zu zeigen: $ip € T

Annahme: $ip ¢ T = Oy e T' = (TMCS) O el = - € Ag C A
Wiedersruch, da ¢ € A und A konsistent.

Damit
Beweis Satz B: Nach Lindenbaum Lemmma existiert ein MCST mit & C I'. Nach
Wahrheitslemma gilt M, ' = &

g

Anmerkung: ((Wk, Rk), Vk) Kannonisches Modell (Auch mit anderen Buchstaben wenn
andere Logiken gemeint sind. Hier fiir K)

15.2 Vollstandigkeit von T

Fiir durch Zusatzaxiome wie T' bestimmte LogikenA: gleiher Vollstandigkeitsbeweis, aber
mit A-Konsistenz. Insbesondere: W, = Menge der max. A-konsistentenn Mengen (A —

MCS).
Zu zeigen: (Wy, Ry) = A
Beispiel:

o T (Op — ¢) ist vollstindig fiir die Klasse der reflexiven Rahmen.

Beweis: Zu zeigen: (Wp, Rr) =T

Sei also I' ein T-MCS, zu zeigen I' Ry’
Sei also ¢ € I'. Zu zeigen Qo € T

das folgt sofort aus Fr ¢ — Qo

e (4): Op — OO ist vollst. fiir transitive Rahmen

Beweis (Wy, Ry) = (4) (oder: ist transitiv)

Seien also I'1, 'y, I's 4 — MC'S mit I'1 RI'y und Gammas RI'3 Zu zeigen: I'y RI'3
Sei ¢ € I's, zu zeigen: $ip € T

Nach Voraussetzung: $o € Iy, also OO € Ty

28



16 DIENSTAG, 04.07.06

Dann gilt: b4 OO — Oy, also (da T'y 4-MCS)
Qe eI,

16 Dienstag, 04.07.06

16.1 K ist in PSPACE

RECALL: Komplexitét:

Entscheidungsprobleme: ¥ Alphabet, A C ¥*

Bekannte Probleme: CLIQUE (Graphentheorie), SAT, HALT (Terminierung von Pro-
grammen), ...

Ressourcen: Zeit, (Speicher-)Platz

Berechnungsmodelle: Turing-Maschine:

e deterministisch
e nicht deterministisch (angelic-choice [immer die richtige Wahl treffen|)

e Kommt noch

Hirarchie (XSPACE: Platzverbrauch zusétzlich zur Eingabe ist X der Eingabegrofse,
XTIME Zeitverbrauch ist X)

(N meint immer nichtdeterministisch,LOG logarithmisch, P poliniomell, EXP exponen-
tiell, REC rekursiv, R.E. Rekursiv Aufzihlbar)

LOGSPACE ¢ NLOGSPACE ¢ PTIME (HORN) ¢ NPTIME(SAT,(S4.3)) ¢ PSPACE
(K, S4) = NPSPACE [Satz von Savitch|] C C EXPTIME (Prop. Dynamische Logik) C
...C REC C R.E

e NP: Ubliche Problemstellung: 3x.P(x) mit x poliniomell grof, P €PTIME

e coNP: (A€ coNP & X*— A€ NP)
demonic-choice (Ding rit immer falsch)
Ubliche Problemstellung: Vx.P(x)

e Alternierende Turing-Maschinen: abwechselnd angelic/demonic
Ubliche Problemstellung: YwVz3vz ... P(w,x,y, z)
APTIME = PSPACE

K-SAT = {¢|p erfiillbar}

Definition: Eine Formelmenge > heifst abgeschlossen
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1. X abgeschlossen unter Unterformeln

2. Y abgeschlossen unter ~
mat

T = xy wenny = —y; b, sonst.

¥(¢) Abschlufs von ¢4
(X(p) = {1 Unterformel von ¢} U {—)|¢p Unterformel von ¢}

A C 3(¢p) heifst:

1. Atom, wenn
(i) A konsistent.
(ii) A C B C X(p), B konsistent = A =B

2. Hintikka, wenn
i) L¢ A
(i) ) € B(p) = (- € A 15 & A)
i)y AxeX(p)= WAxeAspe ANy €A

(Jedes Atom ist Hintikka aber nicht anders herum)

2(p)] < 2o = |A] < ¢

Anzahl der Atorm < |B(Z(p))| < 22¥ mit P = Potenzmenge

Konstruktion eines baumférmigen Modells; Durchsuchen via Backtracking [Depth-First]
(nur ein Zweig im Speicher). Dazu:

Definition: A Hintikka Menge: Forderung von A ist eine Menge {¢)} U {¢1,...,¢n} so
dass Oy, Oy, ... 0, € A

Lemma: p erfiillbar < 3A C X(p) Hintikka mit ¢ € A so dass jede Forderung 1 A ¢1 A
... N, von A erfiillbar ist.

Beachte: Wenn 1) Ay A. .. Ag, Forderung von AC X(¢) = Rg(VA@1A. .. Ap,) < Rg(p)
mit Rg() maximale Schachtlungstiefe von Modaloperatoren.

D.h. das Lemma liefert einen Algorithmus auf alternierender Turing-Maschine, dessen
Laufzeit gerade gleich der Rekursionstiefe ist, die wiederum < Rg(p) ist. Also ist K —
SAT € APTIME = PSPACE

Wp):

1. Existentiell: Rate A C ¥(¢) Hintikka mit ¢ € A

2. Universell: Rate Forderung ¢ Ap1A, ..., A@, von A |[Termination mit JA bei Rang
0]
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3. Rufe W (i) A p1A, ..., Apy) auf

Beweis des Lemmas: x = ¥ A o1 A ... A ¢, Forderung: n.V. Modell 9, , Welt w, mit
My, wy = x

Wihle alle Rahmen, stelle diese nebeneinander und erzeuge einen Zustand A iiber diesen.
Setze ARw,, < VEOE € A= &,€4x;. Zeige: M wy, EE M, wy, EE

MY MAEESEe A

Zu zeigen durch Induktion iiber &.

17 Montag, 10.07.06

17.1 Propositionale dynamische Logik (PDL)

Multimodale Logik iiber Menge II von Programmen.

e Fiir 7 € Il (7) : nach einer Ausfithrung von 7 gilt ¢

e Fiir 7 € I [r] ¢: nach allen Ausfiihrung von 7 gilt ¢

IT = Blmy; mo|m U ma|7*

Ein Rahmen heifst regulér, wenn

1. Ryjmy = Ry, 0 Ry, = {(w, ") | (w,w') € Ryy, (W', w") € Ry}
2. Rﬂ-luﬂ-Q - Rﬂ-l U Rﬂ-Q

3. R~ = (R;)* (transitive Hiille)

Definition: ¢ ist PDL-Gdiltig, wenn ¢ in allen reguldren Rahmen gilt.

Definition

o Starke Vollstandigkeit: ® = ¢ impliziert ® - ¢ (¢ kann unendlich sein!)

e Schwache Vollstandigkeit: = ¢ impliziert - ¢

Satz: PDL ist nicht kompakt.
(Kompakt = aus @ |= ¢ folgt bereits {¢1,..., ¢} F @ mit ¢1,..., 0, € P

Beweis: & = {(a*) p,—p, = (a) p,~ (a) (@) p, ...}
Dann ist & == |
Aber fir ¢q,...,p, € @ gilt {p1,...p,} erfiillbar,

also {p1,..., o} E L
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g

Korollar: PDL ist nicht stark vollstandig.
Beweis: Stark Vollstandig impliziert kompakt.

17.2 Regelsystem fiir PDL

o (K): [7](p =) = [n] o — 7] ¢

Modus Ponens

Generalistion

Uniforme Substitution

Propositionale Tautologien

Ty T2) P & (1) (M) p

(
(M Umg)p & (m)pV (m2) p
(

™) p & (p A (m) (T%) p)

7] (p — [7]p) = (p — [7*] p)) (Induktions-Axiom oder Segerberg-Axiom)

Definition: Sei ¥ eine Formelmenge. ¥ heifst Fischer-Ladner-abgeschlossen, wenn gilt

1. ¥ ist unter Teilformeln abgeschlossen.

N

(Tm1; M) 0 € B = (m) (M) p € X

@

(mUm)peX=(m)peBV(m)pekX
4. (myeX=(m(n)peX

Recall: "¢ = ywenny = —yx; =), sonst.

Definition: ¥ heifst abgeschlossen, wenn ¥ Fischer-Ladner-abgeschlossen und fiir ¢ € ¥
und “p € X

Definition: —F L(X) ist die kleinste Abgeschlossene Menge mit ¥ C = FL(X)
Satz: ¥ endlich = —F'L(X) endlich!

Definition: Ein ¥-Atom ist eine maximal konsistente Teilmenge von ~GL(Y). (Konsis-
tent = Im Regelsystem ist L nicht ableitbar)
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Lemma: Sei A ein Y-Atom.

1. Genau eines von ¢ oder —p ist in A (fir ¢ € “FL(X))

2. Fir p vy € 2FL(E) gilt: o Vip € A= (¢ € Aoder ¢p € A)

3. Fir (my;m) ¢ € 2FL(Y) gilt (m;m) p € A< (m) (m)p € A

4. Fir (mUm)p € ~FL(Y) gilt (mUm)p e As (m)p e Aoder (m)p e A
5. Fiir (%) p € ~FL(E) gilt (1*)p e A= (m) (1*)pe A

Y-Atome sind die Welten in kanonischen Modellen.

18 Dienstag, 11.07.06

Definition (Kanonisches Modell): Das kanonische Modell fiir eine endliche Menge ¥ von
PDL Formeln besteht aus:

W = {Menge der X-Atome}

ASZB < A A () B konsistent mit A = A ¢

Vo) = {Alp € A} -

Y-Atom = Maximal konsistente Formelmenge in —FL(X) Fiir 3 endlich ist —F L(3)
endlich.

Wir brauchen fiir schwache Vollstandigkeit

e Wahrheitslemma MM, A ¢ < ¢ € A
o M regulér (d.h. Ry, .r, = Ry, Ra,etc.)

Dann ist PDL schwach vollstandig.

Sei ¢ eine Formel mit = ¢. Dann ist = unerfiillbar.

Angenommen —¢ ware konsistent. Dann wére es ein Atom A mit —p € A
Im kanonischen Modell 9t gilt nach dem Wahrheitslemma 91, A = —¢.
WIEDERSPRUCH zur Unerfiillbarkeit von —¢.

Also kann —¢ nicht konsistent sein. D.h. also —¢ ist inkonsistent. Also = F 1, also
F—=p— 1, also ¢

g

Problem: ((W,.5), V) erfiillt das Warheitslemma, ist aber nicht regulér.
Deshalb: Modifikation.
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R, =85,

Rryimy = Rry; Rr,
R7‘r1U7r2 = Rﬂ'l U Rﬂ'g
Ree = (Rr)"

Offensichtlich ist ((W,R),V) regulér.

Zentral fiir das Wahrheitslemma:
Existenzlemma (fiir Basisprogramme): Sei A ein Atom, a Basisprogramm. Fiir alle
(a) € ~FL(X) gilt (a)y € A gdw. es existiert Atom B mit AR,B und ¢ € B.

Beweis <

Sei also AR,B und ¢ € B. Zu zeigen: (a) ¢ € A.

AR,B = AS,B = A A (a) B konsistent.

Da 1) € B, gilt auch A A (a) ¢ konsistent (schwiicher).

Da (a) ¢ € =FL(X) und A maximal konsistent in =F L(X)
Also ist (a) ¢ € A.

Beweis =

Sei (a)y € A. Wir konstruieren B mit AR, und ¢» € B durch  forcing choices*: Sei
~FL(Z) = {oy,...,0,} und By = {¢}. A A (a) By konsistent.

Wenn B; definiert ist mit A A (a) B; konsistent, definiere B; 1 wie folgt:

(a) B; < (a) (B; A iz1) V (BN 0i41)) < ((a) (B; A oiy1) V (a) (BiA"0,41)) konsistent.
Also ist A A (a) (B; A 0,41)) konsistent oder (A A (a) (B;A™0i41).

Im ersten Fall sei B;yq := B; U {01}

Im zweiten Fall sei B;1 := B;U{ 041}

A

B := B, ist maximal konsistent (also Atom) und ¢ € B und AR,B weil A A (a) B
konsistent.

U
Lemma: S« C (S;)".

Sei also AS,«B. Zu zeigen: Wir kommen in endlich vielen S,-Schritten von A nach B,
d.h. A(S,)*B.
Sei © = {D|A(S;)*D}. Zu zeigen B € D

Seid=\ D
De®
Annahme: § A (m) = konsistent.

Dann gibt es Atom E ¢ D mit § A (p) E konsistent.
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Also gibt es ein D € ® mit D A () E konsistent, d.h.

DSLE.

Also E€®

WIEDERSPRUCH

Deshalb ist die Annahme falsch. Also ist § A (7) =0 inkonsistent.
Also = § — = (m) =0

dh. k6 — ]9

Nach Generalisierung:

=[] (6 — [7]6)

Nach Segerberg-Axiom (Induktions-Axiom):

Fd— [1*]6

Nach Definition ® ist A € ®, also

FA—§

A — [7¥]6.

Nach Anfangs-Annahme ist A A (7*) B konsistent.

Also auch A A (%) B A § konsistent.

Also ist fiir ein D € ® auch A A (7*) B A D konsistent.

Daher auch B A D konsistent.

Nun sind B und D maximal konsistent. Also muf B = D sein.
Also haben wir gezeigt, dass B € ©

]
Lemma: Fiir alle 7.5, C R,.
Beweis: Induktion iiber 7
o ;o wende (my; ) < (my) (m2) p an.
o m Uy wende (m Ume) < (m) pV (me) p an.
o 7* wende obiges Lemma An. (Nach IV (S;)* C (R,)")
U

Existenzlemma Sei A Atom, (7)1 € =FL(Y).
Dann ist (m) ¢ € A gdw. es existiert ein B mit AR, B und ¢ € B.

Beweis = Sei (1) 1) € A. Mit ,forcing choices§ erhalten wir B mit A A () B konsistent
und ¢ € B. D.h. AS;B. Nach Lemma AR,B

g

Beweis Le ftarrow nutzt Fischer-Ladner Eigneschaft und (pi*) p <> p A (m) (7*) p
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Wahreitslemma siche oben
Induktion iiber 1

(7)1 mit Existenzlemma.
Induktion mit Eigneschaft der Atome aus letzter Vorlesung

19 Montag, 17.07.06

19.1 Algorithmus fiir PDL

Satz Erfiillbarkeit in PDL ist EXPTIME-hart.

Beweis: Durch Reduktion auf ,Domino-Spiel* (Siche Buch)

Satz: Erfillbarkeit in PDL ist in EXPTIME.

Korollar: Giiltigkeit in PDL ist in EXPTIME.

Beweis (Korollar): ¢ giiltig < —¢ nicht erfiillbar.

Beweis (Satz): durch Konstruktion eines Modelles aus Hintikka-Mengen.

Definition: Sei ¥ eine endliche Menge von PDL-Formeln. Eine Hintikka-Menge fiir PDL
ist eine maximale Menge H C —FL(3) mit

l. Fir~ o € -FL(YX):~pe H& o ¢ H

2. FirpA Ay e -FLY):pANYpEH < pe HAYEH

3. Fir (m;m) ¢ € 2FL(X) : (m;m) e € H& (m) (m)p € H
4. Fir (mUm)p € ~FL(X): ((m) € HV (m) € H

5. Fir (n*) €e ~FL(Y) : (r") e H& (pe HV (m) (1*)p € H

Atome sind konsistente Hintikka Mengen

Definition: (Elemination von Hintikka-Mengen)

WY =alle Hintikka-Mengen iiber ¥

HQYH' gdw. fiir v € H' und {(a) v € ~FL(X) gilt (a)¢ € H
Q° wird induktiv definiert.

VO(p) = {H € Wy|p € H}

= (0, Q). V")
H € W™ heift Forderungserfiillt, gdw. (m)¢ € H = 3H' mit HQ"H' und ¢ € H’
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Wntl = {H € W"|H forderungserfiillt}
Qn—l—l — Qn N Wn+1 % Wn+1
VrHi(p) = Vi(p) Nt

Da es nur endlich viele Hintikka Mengen gibt, stoppt dieser Prozess fiir ein m > 0. Sei
M =M™

(*) Fiir ¢ € 3: ¢ erfiillbar, gdw. ¢ € H fiir ein H € W.
Algorithmus: Gehe alle H € W durch und priife, ob ¢ € H.
Beweis (*) <

Wir zeigen: Fiir alle ¢ € =FL(X),H e W: 9, H =4 gdw. ¢ € H

Beweis durch Induktion iiber ¢:

1. p Klar.
2. = Forderung 1. der Hintikka Definition.
3. w1 A o Forderung 2. der Hintikka Definition.

4. (m) p: Zu zeigen: M, H = ¢ gdw. (m)p € H.
Nach Def also: (3H' mit HQ,H' und ¢ € H') gdw. (m)p € H
«: Folgt weil H forderungserfiillt.
=-: Per Induktion iiber 7
m=a HQ.,H' » € H = (nach Def Q?) (a) p € H
7 HQuH', dh. H = HyQ.H, ... Hy, 1Q.H, = H und o € H'
¢ € H' =(H’ Hintikka)(7*) p € Hy = (7) (1*) o € Hy=H

5. ahnlich
6. ahnlich

20 Dienstag, 11.07.06

Gestern haben wir definiert:

M= (W.Q),V)

P erfiillbar gdw. (P € H fiir ein H € W)
Beweis <= Letzte Vorlesung.

Beweis =-: Sei ® erfiillbar.
Im Vollstandigkeitsbeweis fiir die PDL hatten wir ein Modell B {iber ¢ konstruiert.

L= (W, ,R) V.
Nun gilt W’ C WP, weil Atome auch Hintikka-Mengen sind.
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Weiterhin R, C Q. )
Fir a: AR,B gdw. A A (a) B konsistent.

Zu zeigen: AQ.B.

Sei ¢ € B, (a) ¢ € ~FL(%)

Dann ist A A (a) ¢ konsistent.

Wegen Maximalitiat von A ist (a) ¢ € A.
Also ist AQ,B.

Fiir andere 7 folgt R, C @, per Induktion.

Korollar: Alle Atome sind Forderungserfiillt.
Beweis: Existenzlemma. (Forderungserfiillt heifft ExLemma gilt. Atome erfiillen dies!)

Also konnen Atome nie eleminiert werden! = W/ C W

Nach dem Vollstandigkeits-Satz gibt es ein Atom A mit B, A = &, und damit auch
M,a =P

g

20.1 Temporal Logik

Rahmen (W, R, R”) (Bidirektionale Rahmen)
RY = {(U,V)|(V,U) € R} (konvers)

O <o
R G F
R H P
Axiomatisierung der bidirektionalen Rahmen:
p— HF P
p — GPp

Nachteil: Wir kénnen nur iiber den folgenden Zeitpunkt sprechen.

20.2 Lineare Temporale Logik (LTL)

Syntax: P = L|p|—|<I>|CI>1 V CI)Q|X(I)|F(I)|G(I)’(I)1 U ®2|CI)1WCI)2|¢)1RCI)2

Beispiele:

e G(request — Facknowledge)
e p ist unendlich oft ,enabled“ GFp

o G(floor2 A directionUpbuttonpressedb — (directionup U floorb))
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Semantik: Modell M = (W, R, V)

Ein Pfad 7 ist eine unendliche Folge von Welten wy Rws RwsR . . .
7" sei der Teilpfad w, Rw, 1R ...

Sei m, = w,

e Mk L

o M7= pgdw. m € V(p)

e M E—-Dgdw. MK P

e M= (DV D) gdw. M, =D VI, 7 |= Dy

o M7= Xb gdw. M, 72 = &

e M= FP gdw. fireini >1: M P

e M7 =GP gdw. fiirallei >1: M, 7' =P

o M7 & UD, gdw. Fi > 1 mit M, 7% = @, fiiralle 1l <k <i—1und M, 7 = Dy
o M, l= OW®, gdw. M, 7 = (B UDy) vV GD,

e M, 7= & RP, gdw. Fi > 1 mit M, 7% |= &, fiir alle 1 < k <7 und M, 7 | &,
oder fiir alle 1 > 190, 7* |= @,

5]
&
—
N

o Gp & Fyp

o ~Fyp< Gy

o Xp& X—p

o ~(pUY) & ~pR
* (pRY) & —p U
o VWi Uy VG
e FP=TU

e GO =0WL

39



