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Wo sind wir?

Aussagenlogik

@ Pradikatenlogik

Isabelle

Logik hoherer Stufe

Isabelle/HOL
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Fahrplan

e Grundlagen:

o der getypte \-Kalkiil

o Unifikation und Resolution

@ Isabelle: Systemarchitektur
@ Beweis in Isabelle:

@ Theorien
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Der A-Kalkiil

@ In den 30’ern von Alonzo Church als theoretisches Berechhnungsmodell
erfunden.

@ In den 60'ern Basis von Lisp (John McCarthy)
@ Mathematische Basis von funktionalen Sprachen (Haskell etc.)
@ Hier: Grundlage der Syntax ( “higher-order abstract syntax”)

o Typisierung

o Gebundene Variablen
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Der polymorph getypte A-Kalkiil

Typen 7ype gegeben durch
e Typkonstanten: ¢ € Crype (Menge Crype gegeben)

e Typvariablen: & € Vrype (Menge Vi gegeben)

@ Funktionen: s, t € Type dann s = t in Type
Terme Term gegeben durch

@ Konstanten: c € C
e Variablen: v €V

o Applikation: s, t € Term dann st € Term
@ Abstraktion: x € V, 7 € Type, t € Term dann Ax".t € Term

e Typ 7 kann manchmal berechnet werden.
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Substitution

os U] ist Ersetzung von x durch tin s

@ Definiert durch strukturelle Induktion:

c[f]
AN B

Az.s[] x#z, z¢&FVt)orx¢g FV(s)
Ays [P E] x#z, ze FUt), x € FWs),
y & FV(ts)

c
r
{ Az.s X =z
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Reduktion und Aquivalenzen

o (-Reduktion: (Ax.s)t —gs[!]
o (3-Aquivalenz: =g d:ef(—>z Ug <)
o s=p tiff. Ju.s =% u, t —J u (Church-Rosser)
o a-Aquivalenz: Ax.t =q Ay.t [%], y & FV(t)
e Name von gebundenen Variablen unerheblich
o In Isabelle Implizit (deBruijn-Indizes)
o 7-Aquivalenz: Ax.tx =, t, x & F\(t)
o “punktfreie” Notation
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Typisierung

@ Term t hat Typ 7 in einem Kontext [ und einer Signatur ¥:

s t:T
o Kontext: x1 : 71,..., Xy : Tn (X; € V)
o Typisierung von Variablen
@ Signatur: ¢1 1 T1,...,Cm : Tm (¢ €C)

o Typisierung der Konstanten

o Vergleiche Haskell etc.
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Einbettungen

o Beispiel: Einbettung der Pradikatenlogik

@ Basistypen:
CType:{i,O}
@ Konstanten:
Yr={0:i,s:i=iplus:i=i=i}
Ya={e:i=i=o,false:o,and:0=0=o,...,

all: (i= o) = o,ex: (i = 0) = o}
Y=Y7UX}p

e peForm+——tyt:o

e Beispiel: Vx.Jy.(x = y) «— all (Ax.ex (\y.(eq x) y))

=y

Liith & Schréder: TEKS 1 9 WS 07/08



Unifikation

e Fiir s,t € Term oder s, t € Type ist Substitution o Unifikator wenn

so =to

o Allgemeinster Unifikator 7: alle anderen Unifikatoren sind Instanzen von 7

o Allgemeinster Unifikator eindeutig, wenn er existiert

@ Unifikationsalgorithmus:

T(ft,gs) = 1
T(ft,fs) = 7(t,s)
T(t,x) = [f(] x & FVt
(y,s) = [i] y & FVs

e Matching: einseitige Unifikation (o mit so = t)
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Isabelle Systemarchitektur: LCF-Design

@ lIsabelle: ca. 150 Kloc SML, ca. 310 Kloc Beweise — Korrektheit?
@ Reduktion des Problems:

o Korrektheit eines logischen Kerns

o Rest durch Typisierung

@ Abstrakter Datentyp thm, Inferenz-Regeln als Operationen

val assume: cterm —> thm
val implies_intr: cterm -> thm -> thm

@ Logischer Kern:

e Typcheck, Signaturen, Unifikation, Meta-Logik: ca. 5500 LOC
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Variablen

@ Meta-Variablen: kdnnen unifiziert und beliebig instantiiert werden
e freie Variablen (fixed): beliebig aber fest

o Gebundene Variablen: Name beliebig (a-Aquivalenz)
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Variablen

@ Meta-Variablen: kdnnen unifiziert und beliebig instantiiert werden
e freie Variablen (fixed): beliebig aber fest
o Gebundene Variablen: Name beliebig (a-Aquivalenz)

@ Meta-Quantoren: Isabelles Eigenvariablen

A\ x.P(x)
— alll Ix, P ==> ALL x. P
7xP(x) a X X x x

o Beliebig instantiierbar

o Giiltigkeit auf diese (Teil)-Formel begrenzt
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Formeln

@ Formeln in Isabelle:

¢ 7""¢n
17 |[¢17“'7¢n]]:>¢

e ¢1,...,¢, Formeln, ¢ atomar

e Theoreme: ableitbare Formeln

o Ableitung von Formeln: Resolution, Instantiierung, Gleichheit
@ Randbemerkung:

o =, A\, = formen Meta-Logik

e Einbettung anderer Logiken als HOL méglich — generischer Theorembeweiser
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Resolution

e Einfache Resolution: vorwérts (THEN), oder riickwarts (rule)

o Achtung: Lifting von Meta-Quantoren und Bedingungen
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Resolution

e Einfache Resolution: vorwérts (THEN), oder riickwarts (rule)

o Achtung: Lifting von Meta-Quantoren und Bedingungen

e Randbemerkung: Unifikation hoherer Stufe unentscheidbar

e Eliminationsresolution (erule)

@ Destruktionsresolution (drule)
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Vorwarts oder Rickwarts?

@ Vorwartsbeweis:

o Modifikation von Theoremen mit Attributen:

o Resolution (THEN), Instantiierung (WHERE)

@ Rickwartsbeweis:

Ausgehend von Beweisziel 1

o Beweiszustand ist [¢1,...,¢n] = ¥

@1, .., Pn: subgoals

o Beweisverfahren: Resolution, Termersetzung, Beweissuche
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Isabelle Theorien

o Strukturierung der Entwicklung in Theorien
@ Kopf:

theory N

imports T1 T2 ... Tn

begin

@ Typdeklaration: typedecl t
@ Typsynonym: types t = S
o Konstantendeklaration: consts £ :: T

@ Konstantendefinitionen constdefs £ :: T "f == E"

o E darf £ nicht enthalten, FV(E) C FV(£)

@ Beweise: 1lemma oder theorem
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Zusammenfassung

Getypter A-Kalkiil als Grundlage der Metalogik, Modellierung von
Logiken durch Einbettung

Isabelle: Korrektheit durch Systemarchitektur

Komposition von Regeln durch Unifikation und Resolution

Beweis: Vorwartsund Riickwarts

Né&chstes Jahr: Logik hoherer Ordnung

Frohliche Weihnachten!
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