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1 Einfiihrung

Vorlesung
1.1 Thema der Veranstaltung 2006-10-26

Wie verkniipft man Messungen mit Fehlern zu einem méglichst genauen Ergebnis?
,» Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae“ (C.F. Gauf3 1821)

1.1.1 Beispiele aus der Anwendung

e Ein Schienenfahrzeug misst seine Position mit Radar und seine Bewegung iiber
Réder. Gesucht ist die Position.

7
/ N

Abbildung 1.1: Beispiel: Schienenfahrzeug

— z (Radar) ist absolut aber ungenau

u (Radumdrehung) ist relativ aber genau

Zustand z dndert sich iiber die Zeit

— Sequenz von Messungen

— nur z: ungenau, nur u: Fehler wachsend

— Im Stillstand z mitteln

— In der Fahrt erlaubt das u ,,so etwas wie“ iiber z zu mitteln
— z erlaubt den wachsenden Fehler von u zuriickzusetzen

— linear, 1-dimensional

e Fahrzeug in der Ebene misst seine Bewegung iiber Réader und peilt den Winkel zu
Funkbarken. Gesucht ist Position und Orientierung des Fahrzeugs

— 2z absolut, relativ ungenau, unvollsténdig, unzuverlassig



1 FEinfithrung
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Abbildung 1.2: Beispiel: Fahrzeug in der Ebene

— wu relativ, eher genau, zuverlissig
— u, z nicht linear

— wu ermdglichen mehrere Messungen z zu verbinden, um den Zustand (mdoglichst
genau) zu bestimmen

— x,u, z sind mehrdimensional

e Flugzeug misst seine Drehgeschwindigkeit und seine Beschleunigung u, sowie Win-
kel zu Funkbarken z. Gesucht ist die Position und die Orientierung.

Abbildung 1.3: Beispiel: Flugzeug



1.2 FEinfiihrungsbeispiel

1.1.2 Lernziele

e Modellierung fehlerbehafteter Grofien
e (Extended, Unscented) Kalman Filter
e Darstellung von Orientierungen im Raum

e Verkniipfung theoretischer Resultate mit intuitiver Vorstellung (, Was sagt mir
das?*)

1.2 Einfiihrungsbeispiel

Eine Grofie z wird von zwei Sensoren z; und zs gemessen mit Genauigkeit o1, o2. Gesucht
ist ein Formel fiir & eine moglichst gute Schétzung.

1.2.1 Aussagen

Um eine Vorstellung fiir den Zusammenhang zu bekommen, fragen wir, welche Aussagen
man iiber die Schitzung &(z1, 01, 22, 02) machen kann:

[ i’(zl,Ul,ZQ,Ug) = @(22,02,21,01)

o 0(z) <oy1,0(%) < o9

e 01 — 00 =0(L) — 09,& — 29

e 01 - 0=0(%) = 01,2 — 2z auller g — 0
® 01 =09 = T = %

e je grofler o1 im Vergleich zu o9, desto ndher Z an 2o

e min(z,22) < & < max(z1, 22)



Vorlesung
2006-10-30

2 Wahrscheinlichkeitstheorie (in R)

2.1 Grundidee der W-Theorie

Menge €2 von Ergebnissen
Ereignis = Menge A C Q (i. A. nicht alle Teilmengen moglich)
Wabhrscheinlichkeit P A € [0, 1]

2.1.1 Intuition

Wiederholung eines Experiments mit Ergebnis in 2. Nach ,vielen® Wiederholungen ist
P A der Anteil der Falle mit Ergebnis in A.

2.1.2 Axiome
e P)=0
e PO=1
o P(Ujcr Ai) = X ic; P Ay, falls T abzéhlbar und i # j = A;NA; =0

2.1.3 Folgerungen
e« P(AUB)=PA+PB-P(ANB)
eP(Q-A)=1-PA

2.1.4 Beispiel

Gezinkter Wiirfel: @ = {1,...,6}, P{1} = --- = P{5} = £,P{6} = 2 Dann ist: P{1,6} =
4 _ 1

8 2

2.1.5 Bedingte W’keit

Sei B Ereignis mit P B > 0. Dann ist die bed. W’keit P(A|B) die W’keit von A, wobei
das Eintreten von B bereits bekannt ist.

P(ANB)

P(AIB) = =5

(2.1)

Durch die Konditionierung |B) werden nur noch die Ergebnisse betrachtet fir die B
wahr ist und unter diesen die Wahrscheinlichkeit fiir A bestimmt.



2.2 Stetige Verteilungen auf R

2.1.6 Beispiel

Wiirfel s.0. G = {2,4,6}, A = {4,5,6}. P(G) = §, P(G|4) = Tpift = 28 = ¢

2.2 Stetige Verteilungen auf R

Q =R (typisch: Messwerte)

Wie P angeben? Problem: Tacho: P{100} = 0, deshalb kann man nicht Wahrschein-
lichkeiten aller Ergebnisse angeben und die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen als
Summe definieren. Statt dessen werden Wahrscheinlichkeitsdichten definiert, so dass sich
die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als Integral der Dichten iiber alle Ergebnisse des
Ereignisses ergibt.

2.2.1 Wahrscheinlichkeits-Dichte

Definition. p : R — Rxq, integrierbar (z. B. stiickweise stetig), mit [~ p(x)da =1 ist
eine Wahrscheinlichkeitsdichte (-funktion).

Damit Pla,b] = ffp(a:)da:, insbesondere: P{a} = [ p(z)dz = 0.
Allgemeiner: P A = [ _, p(z)dz (auch fir A C R")

2.2.2 Beispiele

Stetige Gleichverteilung auf [ | =,z €a,b)
p@) 1 0 , sonst (2.2)
Fira <c¢<d <b: Ple,d] :fcdﬁdx: %
Gleichverteilung auf R? Nicht moglich!
Die Normalverteilung (GauB-Verteilung)
N (,u, 02) ist gegeben durch W-Dichte
1 (z—p)?
N ,02 ) =p(x) = -e 202 2.3
(1.0%) (@) = pla) = — = (23

2.3 Zufallsvariablen

Eine ZV X ist eine Funktion X : Q@ — R (,harmlos“). X liefert W-Verteilung P(X € _)
auf R, durch
P(X € A) = P{w|X(w) € A} (2.4)

Notationsvarianten wie P(X > 1) = P(X € (1, 00)).
Wir nehmen stets an, dass P(X € _) gegeben ist durch W-Dichte p(X = _) auf R.



2 Wabhrscheinlichkeitstheorie (in R)

0.4

0.35 _

0.25 - -

0.15 - -

0.1 -

0.05 _

Abbildung 2.1: Gaufiverteilung mit ¢ = 1 (Standardnormalverteilung)

ZV XY heiflen unabhingig, wenn
Vo,y eR:p(X =2 A\Y =y) =p(X =2z)p(Y =y).
In diesem Fall gilt: P(X € ANX € B)=P(X € A)-P(Y € B)
Beweis.

P(Xe€e ANY € B)

/ / p(X =2z AY =y)dydz

z€A JyeB

[ e =a)p(y = ydyas
z€A JyeB

= /xeA p(X =z)- /yeB p(Y = y)dydx

= p(X = x)dz - / p(Y =y)dy
z€A yeB

=P(X e€A)-P(Y €B)

2.4 Erwartungswert und Varianzen

(2.5)

(2.6)
(2.7)
(2.8)

(2.9)

Der Erwartungswert E(X) einer ZV X ist def. als: EX = [* 2 - p(X = z)dz [Allge-

meiner: [,z - p(X = x)dz, typisch Q = R"™ ]



2.4 Erwartungswert und Varianzen

2.4.1 Beispiel

X gleichverteilt auf [a,b]

b
EX—/x-p(X—a;)da;—/m- dz
R a b—a
1

b
b+ a
_b—a/a vdz = 2

X normalverteilt nach N(u,0?)

EX=pu

Beweis. o.E (siehe Ubungszettel Aufgabe 2). i = 0, dann
EX:/:U-p(X:x)dx
R
0 00
—/ :L‘-p(X:ac)dx—i—/ z-p(X =x)dx
0

—/ —x-p(X—x)d:c—i—/ z-p(X =z)dz
0 0
0

2.4.2 Erwartungswert einer Zufallsvariablen X : QO — R
E(X) = / x-p(X =2a)dz
zeX ()

Satz 1 (MaBitheorie). Fir ZV X und Funktion f gilt:

/ f@) p(X =a)dr= [ (X)) p(w)dw
zeX(Q) we

(2.10)

(2.11)

(2.12)
(2.13)

(2.14)

(2.15

~—

(2.16)

Das heifit, man kann die Berechnung des Erwartungswertes E(f(X)) sowohl durch
Integration im Wahrscheinlichkeitsraum, also dem Raum der Argumente von X, als

auch im Bildraum von X durchfiihren.

Beispiel im Diskreten

6-seitiger Wiirfel X : {1,...,6} — {0,1},x +— 2 mod 2
w | pw) | X(w)

1/6 |1
1/6 |0
1/6 |1
1/6 |0

1

0

1/6
1/6

ST W N~

Vorlesung
2006-11-01



2 Wabhrscheinlichkeitstheorie (in R)

Berechnung im Bildraum von X.

E(X)=) x-P(X =) (2.17)
= ox- P(X=0)+1-P(X =1) (2.18)
=0-(1/6+1/6+1/6)+1-(1/6+1/6+ 1/6) (2.19)

Berechnung im Wahrscheinlichkeitsraum.

BE(X) =) X(w)-Pw) (2.20)
weN
=1-1/6+0-1/6+1-1/64+0-1/6+1-1/6+0-1/6 (2.21)

Im diskreten ist der Unterschied sozusagen eine Anwendung des Distributivgesetzes.
Ergebnisse mit gleichem Wert der Zufallsvariablen X werden in (2.17) zuerst zusam-
mengefasst, d.h. ihre Wahrscheinlichkeiten addiert und dann mit dem Funktionswert
multipliziert und zur Gesamtsumme addiert. In (2.20) wird jedes Ergebnis einzeln ad-
diert.

2.4.3 Rechenregeln fiir Erwartungswerte

E(X +Y) = / X Y)(@) - pld = / (X @) + Y (@) plw)ds (2.22)
= < X(w) - p(w)dw) + ( Y(w)- p(w)dw) =EX)+E(®Y) (2.23)

weN we
E(AX) = / O peds = [ aX() - ple)ds (2.24)
= . X(w) p(w)dw = AE(X) (2.25)
E(\) = /eﬂ A pw)dw = A/eﬂ p(w)dw = A (2.26)

X, Y unabhdngig

E(XY) = / (XY)(w) - pw)dw T2 / 2.y -p(X =2 AY = y)dzdy
z,yeER

wenN Z:=(XY)
(2.27)
N /xeR /yeR z-y p(X =z) p(Y =y)dydz (2.28)
:LeRx-p(X:m)- </y€Ry-p(Y:y)dy) dz (2.29)

_ </xeR$ (X = x)dx) . </yERy p(Y = y)dy) CB(X)-B(Y)  (2.30)



2.4 Erwartungswert und Varianzen

Gegenbeispiel falls X,Y abhingig
M eine Miinze mit —1/+1



3 Fusion zweier Messwerte: Optimaler
Schatzer

3.1 Ziel: Herleitung einer Schatzformel Z(zy, 01, 22, 09)

fiir eine Grofle = gegeben zwei Messungen z1, zo mit Genauigkeit o1, o9

3.1.1 Annahmen
E(Z; — 2) =0, E(Zy—2) =0
E((Z1 —2)*) =0} E((Zy — x)?) = 03

Verschiedene Messfehler Zy — x, Z5 — x sind unabhéngig.

3.1.2 Forderungen

T =z + Bz
E(X —2) =0, E((X — 2)?) — min

3.1.3 Herleitung
0=E(X —z) =E(aZ, + Zs — ) = aE(Z)) + BE(Z) —
=ar+fr—z=(a+F—-1x
=0=1—-aVvVz=0
= #=1-—a, da fir alle z giiltig
=>T=an+(1—-a)x
zu minimieren: B((X — z)2)
E(X —2)*) =E ((aZ1 + (1 — a)Z> — 2)?)
=E (( (Z1 =) + (1 - a)(Z2 — 2))?)
=a’E((Z1 — 2)*) +2a(1 —a)E(Z) — 2)E(Zy — )
+(1-a)’E((Z2 — 2)*)

:a01+( —04)20%

10



3.1 Ziel: Herleitung einer Schétzformel &(z1, 01, 22, 02)

Minimum bestimmen:

d
= d—[oﬂa% + (1 —a)?0d] =200 +2(1 —a) - (—1)o3 (3.14)
o'
=200} — 2(1 — a)o? = 2a(0? + 03) — 203 (3.15)
o3
oo 3.16
“ U% + 0% ( )
2 2
o o
o1 + 03 o1 + 03
2
A o
02 =E((& — 2)%) = o®0} + (1 — a)%03, a= 2 —EU% (3.18)
(0 +03)? * (o +03)?  (of +03)?
I = (3.20)
o?2+03 1/02+1/03
1 1 1
of o7 03

Folgerung: 01 = 09 = 0 = 03 = %

3.1.4 Uberpriifung der Aussagen aus 1.2.1

e & zwischen z; und zy (ok)

e 0 — 00 =T — 29 (0k)

e 01 > 0=2— 2 (ok)

o i(z1,01,22,02) = T(22,09,21,01) (0k)

° j}(2170-7 Z270) = % (Ok)

2 2 2 2
e 0; < 07,03 < 05(0k)

Satz 2. Fir zwei erwartungstreue Messungen z1, und zo mit mittleren quadratischen
Fehlern 0% bzw. o2 ist der optimale erwartungstreue lineare Schitzer & mit mittlerem
quadratischen Fehler o;.

2 2
03 07 2 1

p Z9, 0= — 3.9
po g S s N R Yy (3.22)

i.:

Beweis siehe letzte Vorlesung.

3.1.5 Artefakte in der Schatztheorie

Sei 01 =09 = 1
Ein Schitzer ist eine Funktion # : R? — R. Fiir welche Funktion wird der mittlere
quadratische Fehler E((#(21, z2) — 2)?) minimal?

11

Vorlesung
2006-11-08



3 Fusion zweier Messwerte: Optimaler Schétzer

Antwort: #(z1, 22) = x, denn dann wird er 0. Das ist aber nicht die Antwort, die wir
horen wollten, denn wir kennen ja x nicht. Jede Schétztheorie muss solche Artefakte
verhindern. Im obigen Beispiel durch die Annahme eines linearen Zusammenhangs & =
az1 + Bz2. Oder durch den Bayes’schen Ansatz, der nicht nur die Messfehler sondern
auch die wahre Grofle als zufillig betrachtet.

3.2 Bayes Ansatz

X ist eine ZufallsgroBe und wir kennen die Verteilung p(Z; = 21| X = z) baw. p(Z; =
29| X = z). Fiir uns Gaulglocken im Messfehler. Z; — X ist N/ (O, O'%) verteilt. Z9 — X

_1(21—4"0)2
ist N (0, 03). D.h. p(Z1 = | X =) = \/%01 e i

Wie ist p(X = z|Z1 = 21 A Zy = 29)7

Dieser Ansatz vermeidet die obigen Probleme. Da X eine Zufallsgréfie ist und die
Schéatzung explizit nur von z; und zo abhéngen darf, ist der wahre Werte keine konstante
Funktion mehr und kann nicht der optimale (aber unbekannte) Schétzer sein.

Satz 3 (Bayes). Fir Zufallsvariablen X,Y gilt:

p(Y = y|X = z)p(X = x)

p(X =zlY =y)= (3.23)

p(Y =y)
Beweis.
p(X =zY =y) - p(Y =y) =p(X =z AY =y) (3.24)
—p(Y = yIX =) -p(X = 2) 3.25
Dividieren durch p(Y = y) liefert die Behauptung. O

3.2.1 Intuition im Kontext von Messungen

X ist der uns unbekannte Zustand, Y die bekannte Messung. Wir fragen uns: ,, Was ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Zustand, gegeben, dass ich das gemessen habe, was
ich gemessen habe.“ Bayes sagt dazu: ,,Die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Zustand
zu haben, gegeben, dass ich das gemessen habe, was ich gemessen habe, ist gerade die
Wahrscheinlichkeit das zu messen, wenn der Zustand so wéire mal der Wahrscheinlichkeit
iiberhaupt in dem Zustand zu sein, dividiert durch die Wahrscheinlichkeit es zu messen.*

Meist betrachtet man (3.23) als Verteilung iiber X welches ja unbekannt ist, wihrend
Y bekannt ist. Dann ist der Nenner p(Y = y) konstant und kann héufig ignoriert werden.
Intuitiv: Wir haben gemessen, was wir gemessen haben, wie wahrscheinlich das war ist
uninteressant. Oder mit Sherlock Holmes: ,, Wenn das unmégliche ausgeschieden ist, muss
das was iibrig bleibt, so unwahrscheinlich es sein mag die Wahrheit sein.

12



3.2 Bayes Ansatz

3.2.2 Beispiel

X = Augensumme zweier Wiirfel (weif, rot)
Y = weiler Wiirfel

p(Y =4]X =10) = P<X=1§Q)Y(j>ol)>(Y=4)

1.1
— 6.6
- 3
36

Praktisch niitzlich ist die Formel vor allen Dingen dann, wenn p(X = 10|Y = 4)
leichter zu formulieren/zu errechnen als p(Y = 4|X = 10) ist.

Ll

3.2.3 Bayes-Schatzer

Bei der Berechnung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung wissen wir, dass das Integral 1
sein muss. Hat man eine sogenannte unnormierte Verteilung deren Integral nicht 1 ist,
weifl aber, dass sie proportional zu der gesuchten Verteilung ist, ldsst sich die gesuchte
Verteilung durch Normieren daraus gewinnen. D.h. man teilt die Verteilung durch ihr
Integral.

Héufig erkennt man auch, dass die resultierende Verteilung aus einer bestimmten Klas-
se ist, z. B. Gauflsch und kann die Parameter direkt ablesen ohne formal zu normieren.

Deshalb kann man sich Rechnungen oft erheblich vereinfachen, indem man konstante
Faktoren ignoriert und ,proportional zu“ o anstatt = schreibt. Da e®t® = e® . ¢, ist
konstante Faktoren ignorieren dquivalent zu konstante Summanden im Exponenten zu
ignorieren.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir auch exp(a) statt e®.

Satz 4. Sind z1,2z9 zwei Messungen einer a-priori uniform verteilten Grifle X mit
N(O, U%) und N (O, a%) verteiltem Fehler, so ist die Grofie a-posteriori (X|Z1 = z1 A
Zoy = z9) nach N (&, oz) verteilt, mit &, oz wie in Satz 2.

b O3 ot 2 ! (3.26)
= z 22, O0F=——5——75. .
0?2+ 02 ! 02+ 03 > e 1/o?+1/03
Beweis.
p(X =2x|Z) = 21 N Zy = 29)
Bayes p(Z1 =21 N2y = 2|X =x)p(X =) (3.27)
p(Z1 =21 N Zy = 29) '
xp(Zi=21NZy=2|X=2)p(X =x) (3.28)
unabh.
= p(Z1 =x1|X =2)p(Z; = 2|X =2)p(X =2) (3:29)
Ann.p(X=x)x1
P& p(Z1 = 21|X = 2)p(Za = |X = 1) (3.30)
=N (0, 01) (21 — x) - N (0, 03) (22 — 2) (3.31)

sonp (Y g (2 1)

2
205

13



3 Fusion zweier Messwerte: Optimaler Schétzer

= exp (— (21 =2 (22— x)2> (3.33)

202 202
2 2, 2 2
05(z1 —x)" +o07(22 —x
= exp (— 2( )202021( ) ) (3.34)
172
~ox ( 0222 — 202217 + o32? —;— ajzg — 202201 + a%mQ) (3.35)
20705
exp [ - (03 + 02)a? — 2(0321 + 0320)x (3.36)
20302

Wir wissen, dass eine quadratische Funktion im Exponenten eine Gaufiverteilung be-
deutet. Damit handelt es sich um eine GauBverteilung. Wir miissen jetzt die Terme so

)2 . N
umformen, dass sie auf die Formel exp ((m%’é) ) passen. Da in dieser Form 2 im Z#hler
einen Faktor von 1 hat, kiirzen wir durch (03 + o7).

ZL'2 _ 20’%@—%0’%@
_ oito;
=exp | — ppe: (3.37)
0'%-"-0'%
2 2
(@~ )
xexp | — pp: (3.38)
20'§+0'f
(z — 1)
= exp (_M (339)
X
2 2
mit T = 202 721+ 201 372 03 = %
o1 + 03 o7 + o5 /o +1/03

Es stellt sich also heraus, dass unter den Gauflschen Annahme, mit einer uniformen
a-priori Verteilung p(X) die a-posteriori Verteilung p(X|z1, z2) eine GauBverteilung ist
mit denselben Parametern wie unser optimaler linearer Schéitzer in Satz 2. D.h. der
besagte Schétzer ist optimal fiir Gaulverteilungen und im Allgemeinfall immer noch der
beste lineare erwartungstreue Schétzer.

Wahre Grofie: x

Z; — x sind unabhéngig
E((Z; —2)*) = o}

Kasten 3.2.1: Exkurs: Annahmen {iber Messwerte z;
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3.2 Bayes Ansatz

=

Il

Q

3]
Sl &

o

Q

2N

I
]

S| =

=

Beweis.
I.A.: n=
I.V.:
Ty =
I.S.: .
Tn4+1 =

@
Q=

1: klar
n
2 Zi
i'ﬂ 72
3 O-Z
Ohni1 Tn 0%+ Zntl
2 2 2 2
O T O0nt1 Og, T 0n11

Kasten 3.2.2: Exkurs: Der

verallgemeinerte optimale erwartungstreue Schétzer
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4 Fortsetzung Wahrscheinlichkeitstheorie

4.1 Wiederholung

E(X) = /GQX(w) p(w)dw = /_00 rp(X =z)dx (4.1)

4.2 Varianz
V(X) =E((X —E(X))?) (4.2)

Die Varianz beschreibt die mittlere quadratische Schwankungsbreite von X.

Proposition 4.1. V(X) = E(X?) — E(X)?

Beweis.
V(X) =E((X —E(X))?) = E(X? - 2X E(X) 4+ E(X)?) (4.3)
= E(X?) -E@2XE(X)) + E(E(X)?) = E(X?) - 2E(X)E(X) +E(X)? (4.4)
= E(X?) - B(X)? O
Eigenschaften:

1. V(AX) = A2 V(X)
2. XY unabhingig = V(X +Y) =V(X)+ V(Y)

3. X1,..., X, unabhingig, V(X;) = 02Vi
a) = V(3 L, X;) = no?
b) = V(YL Xi) =2

Beweis von 1.

V(AX) = E((AX)?) — E(AX)? = E(A\2X?) — (AE(X))? (4.5)
= N E(X?) - M E(X)? = \X(E(X?) - E(X)?)
= \2V(X)

16



4.3 Standardabweichung(Streuung)

Beweis von 2.

V(X +Y)=E(X+Y)?) -EX +Y)? (4.7)

= B(X?42XY +Y?) — (BE(X) + E(Y))? (4.8)

= E(X?) +2B(XY) 4+ E(Y?) — (E(X)? + 2E(X)E(Y) + E(Y)?) (4.9)

=E(X?) +2E(X)E(Y) +E(Y?) —E(X)?2 - 2E(X)E(Y) —E(Y)?) (4.10)

= E(X?) + E(Y?) - E(X)* - E(Y)?) (4.11)

=E(X?) - E(X)*+E(Y?) - E(Y)? (4.12)
=V(X)+V(Y) O

Beweis von 3.a). direkt aus 2) ...

Bei einem Unabhéngigkeitsbeweise durch Induktion wére zu zeigen, dass die resul-
tierende Summe wieder unabhéngig ist. Dazu muss man allgemeine Unabhéingigkeit
der X;, also p(X; = x;Vi) = [[,p(Xi = ;) voraussetzen. Der folgende Beweis ist
eine direkte Rechnung wie oben und benétigt nur paarweise Unabhéngigkeit, also
p(Xi=x; A X; = :Ej) =p(X; = z;) p(Xj = $j)\V/’L £ 3.

VX)) =E((Q_ X)) -EQ_ X)) (4.13)
i=1 i=1 i=1
—EO) (X)) +2) (XX (fj E(X;))? (4.14)
1<J =1
D (B +23 SE(X)? —2 Y (BX) E(Y,)

1<J =1 1<J
(4.15)
=Y (B(X]) - E(X)*) =Y _(V(Xi) =D (0% (4.16)
= no? (4.17)
Es stellt sich heraus, dass nur paarweise Unabhingigkeit nétig ist. O

Beweis von 3.b). aus a) und 1)

1 — 1 - 1
V(ﬁ ZXz) = ?V(Z Xi) = —no? (4.18)
i=1 =1
2
g
- O
n

4.3 Standardabweichung(Streuung)

o(X) = /V(X) ,mittlere Abweichung“. Anders als V(X) hat o(X) dieselbe Einheit
wie X und kann mit X in ein Koordinatensystem eingetragen werden.

17



4 Fortsetzung Wahrscheinlichkeitstheorie

4.3.1 Eigenschaften
L. c(AX) = \o(X)
2. X,Y unabhiingig = o(X +Y) = /o(X)2 + (V)2

3. X, unabhingig, o(X;) =0
a)= (> Xi) = /no
b)=o(; X Xi) = =

folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Varianz.

4.4 Kovarianz

Misst, wie stark die Schwankung von X und Y gemeinsam (verkoppelt) erfolgt.

Cov(X,Y)=E(X —E(X))(Y —E(Y))) (4.19)
Proposition 4.2. Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y)

Beweis. analog Varianz a

4.4.1 Eigenschaften

Cov(X, X) =V(X)

Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

Cov(AX,Y) =ACov(X,Y)

Cov(X +Y,Z) =Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z)
Cov(1,X)=0

V(X +Y) = V(X) +2Cov(X,Y) + V(Y)
X,Y unabhiingig = Cov(X,Y) =0

No o W N

Beweis von 1. klar
Beweis von 2. klar
Beweis von 3. analog zu 4)

Beweis von 4.

Cov(X+Y,Z)=E(X+Y)Z)-EX +Y)E(Z) (4.20)
=EXZ+YZ)— (E(X)+EY))E(Z) (4.21)
=E(XZ)+E(YZ) - E(X)E(Z) — E(Y)E(Z) (4.22)
=E(XZ)-E(X)E(Z)+E(YZ) - E(Y)E(Z (4.23)
= Cov(X,Z) + Cov(Y, 2) O

18



4.5 Korelation

Beweis von 5.

Cov(1,Z) =E(1Z) —E(1)E(Z) = E(1Z) — 1E(Z) (4.24)
=0 O
Bewets von 6.

V(X +Y)=E((X +Y)?) — (E(X) + E(Y))? (4.25)
=B(X?+2XY +Y?) - E(X)* -2E(X)E(Y) — E(Y)? (4.26)
=E(X?) +2E(XY) +E(Y?) —E(X)? - 2E(X)E(Y) - E(Y)?  (4.27)
=E(X?) -EX)2+2E(XY) —2E(X)E(Y)+E(Y?) -E(Y)? (4.28)
= V(X) +2Cov(X,Y) + V(Y) O

Beweis von 7.

X,Y unabhiingig = V(X)) + V(Y) = V(X +Y) = V(X) +2Cov(X,Y) + V(Y)

(4.29)
VX)+V(Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+ V(Y) < 0= Cov(X,Y) O
4.5 Korelation
»Normierte Kovarianz®. Falls o(X),o(Y) > 0:
Cov(X,Y)
XY)=———— 4.
Cor( Y ) U(X)U(Y) ( 30)
Proposition 4.3.
—1<cor(X,Y)<1 (4.31)

[ Zusatz: cor(X,Y) = 41, gdw. ex. a,b,c mit a®> +b* > 0 und P(aX +bY +c=0) =1,
,aX +bY +c =0 fast dberall” |

Lemma 4.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

E(XY)? <E(X?)E(Y?) (4.32)
Zusatz: ,=* gdw. a,b ex. mit a®> +b> > 0 und aX +bY =0 f. .
Beweis. Mit Zusatz:
»dann*: Sei aX+4bY = 0. Seio.E. b # 0,dann Y = —¢.X, also beide Seiten = ‘g—j E(X?)?
»nur dann*: F.a. a,b mit a® + b? > 0 gelte P(aX +bY = 0) < 1. Dann:

0 < E((aX +bY)?) = > B(X?) + 2abE(XY) + ¥’ E(Y?)
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4 Fortsetzung Wahrscheinlichkeitstheorie

Wahle:

1 1
. Y P — 4.33
VE(X?) VE(Y?) 439
dann: E(XY)
0<1-2 +1 4.34
VEX?)VE(Y?) 3y
also: E(XY) < E(X2)\/E(Y?2) (4.35)
analog: E(XY) > —/E(X2)\/E(Y?) O
Beweis von Prop. 4.5.
(Cov(X,Y))? =(E((X —EX)(Y —EY)))” (4.36)
C.s.
< (B((X - B(X))*) - EB((Y - E(Y))?) (4.37)
= V(X)V(Y) 4.38)
und ,,=“ gdw. a,b ex. mit a® + b% > 0:
a(X —EX)+bY —EY) =0 f.i. 0
4.5.1 Nachtrag
E((zo — X)?) =V X + (20 — EX)? (4.39)
Beweis.
E((zo — X)?) = 22 — 220 E(X) + E(X?) (4.40)
=E(X?) - E(X)? + 20 — 220 E(X) + BE(X)? (4.41)
=VX + (290 — EX)?
Vergleiche Ubungszettel Aufgabe 3.
4.6 Konfidenzintervalle
Ein Intervall I heifit a-Konfidenzintervall einer ZV X, falls P(X € I) > 1 — a.
Satz 5 (Chebyshev-Ungleichung). Fiirb > 0 und ZV X gilt:
2
P(IX —a| > ) < 2E —0)) (4.42)

b2
Korollar 4.5. [E(X) —k-0(X),E(X) + k- o(X)] ist a-Konfidenz-Intervall fiir o = 7.
Beweis. a =E(X),b = ko(X)

o 2
P(IX — EX| > ko (X)) < ]{:2(5(‘2)2 _ % (449

20



4.7 Die Faltung

Bemerkung 4.6. Wenn X normalverteilt, dann sogar:
1 — o=~ 68.3%,95.4%,99.7% fir k=1,2,3

Beweis Chebyshev.

E((X —a)?) = /R(a: —a)’p(X = z)dz > / (z —a)?p(X =z)dz (4.44)

le—al>b

2 = r)ar = 2 = r)axr .
> /lHleb p(X =z)da = b / p(X = z)d (4.45)

le—al>b

= b2 P(|X —a| > ) O

4.7 Die Faltung

Fiir f,g: R — R (hinreichend harmlos) ist die Faltung f % g : R — R def. durch:
(F+9)e) = [ falalz =~ a)da (1.46)

Satz 6. Seien X,Y wunabh. ZV; dann hat X +Y die W-Dichte p(X = _) xp(Y = _)

4.8 Unabhangigkeit

X und Y unabhingig, gdw p(X =z|Y =y) = p(X =z)

4.8.1 Beispiel

Dreimal (unabhéngig) Wiirfeln: X, Xo, Xs.
Folgende Augensummen bilden: S1 = X1, So =51 + Xo, S3 =52+ X3

Folgendes Diagramm veranschaulicht die Abhéngigkeiten: @ @ @
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4 Fortsetzung Wahrscheinlichkeitstheorie

Fragen
a) sind S und S3 unabhingig?

b) sind S; und S3 unabhingig gegeben Ss?

zu a) S7 und S3 abhéngig, X; abhéngig X1 + X2 + X3
p(S3 = 17|X1 = 1) # p(S3 = 17)
=0 >0

zub) p(Sz=z|S1=aANSy=0>b)=p(Xg=c—b) =p(S3 =c|S2 =0)

4.8.2 Problem: Zustandsschatzung

Ein System hat einen Zustand X; der sich in Zeitschritten ¢ &ndert. Beobachtet werden
Messungen u; beziiglich des Ubergangs X;_1 auf X; und Z; beziiglich Xj;.

Gesucht p(X; = 24| Zy = 2z AN Up = upVt < t).

Beispiel

Siehe Abbildung 1.1 (Beispiel Schienenfahrzeug).

Annahmen

1. X; ist unabhéngig von allen anderen, gegeben Xy 1, us:

P(Xt = 24| Xy1, Up = uy, . ..) = p(Xy = 24| X411, Up = wy)
2. Die Messung Z; ist unabhéingig von allen anderen, gegebenen Xj:

p(Zt = zt‘Xt = Tty .. ) = p(Zt = Zt’Xt = J,'t)

%...» (x) %...
> @/ G
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4.9 Algorithmus , Bayes-Filter“

4.9 Algorithmus ,,Bayes-Filter“

Notation: p(z) soll heifien p(X = z)

Variable: Bel Wahrscheinlichkeitsverteilung Zustand (4.50)
Initalisierung: Bel(zg) := p(zo)Vzo (4.51)
Dynamik(u): Bel(zy) := /p(mt|ut,:z:t1)Bel(:nt1)dajt1 (4.52)
Messung(z;): Bel(xt) := p(z¢|ze)Bel(z)Vay (4.53)

AnschlieBend normiere Bel(z¢), so dass [ Bel(z;) = 1.

Satz 7. Bei abwechselndem Aufruf von Dynamik(u) und Messung(z;) firt' =1..t ist
Bel(xt) = p(zt|ui .+, 21.1)-

Urspriingliche Idee war, den Kalman Filter herzuleiten indem in den Bayes Filter
konkrete Gaufiverteilungen eingesetzt werden. Das ist aber sehr rechenaufwindig. Von
daher leiten wir im Folgenden den Kalman Filter direkt her und nutzen dabei schon
bewiesene Resultate.

Der folgende Satz ist ein Pendant zur Fusion zweier Messwerte, wobei aber die Rolle
des ersten Messwerts von der a-priori Verteilung p(X) gespielt wird. Wir nehmen also
an, wir hitten schon bestimmte Information iiber X (z.B. auch in Form fritherer Mes-
sungen unter denen dann der ganze Wahrscheinlichkeitsraum konditioniert ist). Dieser
Satz sagt aus, wie sich die Verteilung dndert, wenn eine Messung Z hinzukommt. Wir
fithren alles zuriick auf die 2 Messungsformel (Satz 4) und formen die Terme in die
Predictor-Corrector Form um, die der Kalman Filter verwendet. Auflerdem erweitern
wir die Formel von direkten Messungen des Zustandes auf die Messung einer linearen
Funktion des Zustandes.

Satz 8. Sei X eine N (,u, 02) verteilte Zufallsvariable und Z = ¢X + h+ d,¢,h € R, d
unabhdingig N (O, Ug) verteilt. Dann ist fiir z € R

2

o°c
é
2
Beweis. Setze Z1 = ju,21 = p,0% = 02, Zg = Zzh,zg = Z;h,ag = Z—g Dann folgt nach

Satz 4 (2 Messungsformel):

p(X|Z2 = 29) (4.55)
= p(X|Z1 =21 N2y = 22) (456)
2 2 2 2
oy + 03 oy + 035
o3 2( h)/ 203
- =t o(z— c o°F
N — = (4.58)
0%+ 2 o + 2
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4 Fortsetzung Wahrscheinlichkeitstheorie

Y <a§u +0%c(z2—h) o0} ) (4.59)
o2 +0? o2 +o02
Y p(o?c? +05)+05,u—|-0 c(z—h) 02_02(02024—0) 0?02
02c? + o2 ’ 02c? + o2
(4.60)
—cp+z—h) otc?
= - 4.61
(M+ 02¢? + o 7 02c? + o (4.61)
=N (p+k(z — (cu+ h)), 0 — ko’c) ; kzgi% O
02¢? + o

Der Faktor k heifit Kalman-Faktor oder engl. Kalman Gain, die ganze Formel heifit
predictor-corrector. Der Term cu + h ist der Wert, den man a-priori erwartet zu mes-
sen. z — (cp + h) ist also die Differenz zwischen dem was passierte und dem was man
erwartet. Der Kalman Faktor bestimmt, wie stark diese Diskrepanz zu einer Anderung
der Schatzung fiihrt.

Man kann diesen Vorgang als einen Regelkreis fiir den Schétzwert sehen, der so nach-
gefiihrt wird, dass der Unterschied zwischen erwarteter Messung und wirklicher Messung
gering wird.
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5 (Extended) Kalman Filter

5.1 Kalman Filter

5.1.1 Annahmen

Xo ist N (,uo, 08) verteilt

Xt =aXi 1 +bUp + gt +e;ai, b, gt € Rogp ~ N (0, a?t)
Zy=c Xy +hi+6c,heR, 6 ~ N (O, Ugt)

- W o=

alle €, d; unabhéngig

at, by, gt, ¢, by sind bekannt und kommen in der Regel aus der Problemdefinition, sind
meistens also schon zur Programmierzeit fest. Die Zufallsvariablen ¢; und §; sind die
unbekannten Messfehler. Der Zustand X ist natiirlich auch unbekannt und soll geschétzt
werden. Die Messungen u; und z; sind bekannt, weil gerade gemessen, aber natiirlich erst
zur Laufzeit.

Vergleiche [2][Tabelle 3.1].

5.1.2 Algorithmus

Variablen: fit, 02 (5.1)
Initalisierung;: po = E(Xo), 03 = V(Xy) (5.2)
Dynamik(Uy): [y = agpi—1 + byug + gt (5.3)
62 = a’ol | + 0% (5.4)

Messung(z;): 52
B(z) ky = — 2L (5.5)

5202 1 52
o7 + 05

pe = e + k(ze — (cefie + he))
th = &t2 - ktcﬁtz

Der Kalman Filter représentiert die aktuelle Verteilung von X, gegeben alle schon
gemachten Messungen, als eine GauBverteilung mit Mittelwert y; und Varianz o?. Diese
beiden Gréfien sind Variablen im Algorithmus und werden bei jeder Messung verdndert.
Die Groflen haben Indizes, um im Beweis auf die Werte zu verschiedenen Zeitpunkten
Bezug nehmen zu kénnen. Die Variablen im Programm miissen jeweils nur den aktuellen
Wert speichern. Die Variablen mit Balken benennen jeweils Grofien vor Integration einer

Messung aber nach dem Dynamikschritt, die Gréf8en ohne Balken die nach Integration
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5 (Extended) Kalman Filter

der Messung. Um die Notation zu vereinfachen, wird der Algorithmus fiir den Fall ab-
wechselnder Dynamik- und Messschritte beschrieben. Es kénnen aber auch Dynamik-
und Messschritte in beliebiger Reihenfolge erfolgen.

Satz 9. Nach Ausfithrung der Kalman Filter Formeln ist
Xelui ty21.0-1 ~ N (ﬂt, (_7752) , fallst >0 (5.8)
Xelut..as 210 ~ N (e, 0f) (5.9)
verteilt.

Beweis. Der Beweis rechnet im Wesentlichen mit den bekannten Gesetzen nach, dass die
Dynamikformeln die Verdnderung der Verteilung von X;_; nach X; im Dynamikschritt
beschreiben. Die resultierende Verteilung ist konditioniert unter den Dynamikmessungen
u1..+ aber nur den Messungen z1_;_1. Dann wird Satz 8 mit Z = Z; angewendet, um
die aktuelle Messung hinter den Konditionierungsstrich zu bringen und die Verteilung
entsprechend anzupassen.

Formal durch Induktion nach t.

LLA.: t = 0 folgt aus Annahme 1.
IS:t—1~t

Xeoalur g—1, 21001 ~ N (-1, 07-1) (5.10)
aXe 1|uii-1,21.0-1 ~ N (ap—1, a*o7_y) (5.11)
biur + ge|u1. 1—1,21..4—1 ist konstant (5.12)
et ~ N (0, 02) (5.13)
Xilur. gy 21.0-1 ~ N (ap—1 + bpug + g1, a*ofy + 02) = N ([, 67) (5.14)
Wende Satz 8 an auf X|uj 4,21 -1 mit Z = Z; an.

Xelui, ¢y 210 = Xelui. ¢, 21..4-1, 2t (5.15)
~ N (/_Lt + k‘t(Zt - (Ct,at + ht)), 5-t2 — k:tcta'f) = N (,ut, O'?) (516)

k= aic O

5205 + Ugt
5.2 Extended Kalman Filter

5.2.1 Annahmen
1. X ist ungefdhr N (uo, 03)
2. Xy = gt(Xt—lyut) + &4 €~ N (O, O'Egt)
3. Zt = ht(Xt) + 5,5; (St ~ N (0, O'gt)
4. Alle g4, d; sind unabhéngig.

Die Annahmen fiir den Kalman Filter sind ein Spezialfall fiir den EKF bei dem die
Funktionen linear sind g(z,u) = ax + bu + g, h(x) = cx + h.
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5.3 Skala der Nichtlinearitéit

5.2.2 Algorithmus

Der Extended Kalman Filter [2][Tabelle 3.3] wendet die Gleichungen des Kalmanfilter an,
indem er in jedem Schritt die nichtlinearen Funktionen g und h durch Linearisierungen,
also Tangenten am aktuellen Erwartungswert ersetzt.

g9(x,u) ~ g(pe—1,u) + (@ — pr—1)g' (1) (5.17)
h(x) ~ h(fir) + (x — i) D (fir), (5.18)
Initialisierung: 0, 03 nach 1.
Dynamik: (u)
fir = ge(pre—1,ue) (5.19)
of =a’ - ofy + 0k a=gi(p-1,u) (5.20)
Messung (z;)
)
ke = (ﬁc‘g% e = W (jix) (5.21)
pt = fig + ki (2e — h(fie)) (5.22)
02 =62 — kie,5} (5.23)

5.3 Skala der Nichtlinearitat

Da der EKF die nichtlineare Funktion durch eine Tangente ersetzt, funktioniert er nur
so lange wie die Funktion in der Gréflenordnung der Zustandsunsicherheit hinreichend
linear ist ([2, 3.3-3.5, auf Webseite verfiigbar|). Deshalb ist es wichtig eine Intuition dafiir
zu gewinnen, welche Funktionen auf welcher Gréflenordnung ndherungsweise linear sind.

sin x, cos x ungefihr bis 7/2, eher weniger
e’ ungefihr bis 1 (auch eher weniger)
V1— 22 ungefihr bis 1/2

I(8)] = /22 + 42 ungefihr bis 1/2

5.4 Beispiel Wasserwanne

Siehe (Abbildung fehlt noch) Ein Abfluss mit Durchflussmesser.
Wie viel Wasser ist in der Wanne?

Abflussmenge: Gesamtumdrehung
Fiillhhe: Wie schnell
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5 (Extended) Kalman Filter

z Fiillhohe
u Wassermenge
z Abflussdurchsatz

g Wieviel u den Spiegel fallen ldsst
h Fiillhohe — Abflussdurchsatz

™ N

Bimer . Hiufigkeit

o Wannenflache

ag Messungenauigkeit des Durchflussmessers
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6 Fortsetzung Wahrscheinlichkeitstheorie

6.1 Faltungslemma

Seien X, Y unabhéngige Zufallsvariablen, dann hat X + Y folgende Dichte:
P(X +Y =_)=pX =_)*pY =)
Allgemein gilt:

(Fr9E) = [ 12

T=—00

Beweis.
P(X+Y €la,b])
= // p(X =2 AY =y)dydz

s.0.
z+y€la,b]

i ] P00 =i

w—&—yé a,b]

=zt / / p(X =2)p(Y =z — x)dzdz
y=z—z z=a J x=—00

29

Vorlesung
2006-12-06



7 Zentraler Grenzwertsatz

,Eine lange Folge mathematischer Experimente ist anndhernd normalver-
teilt.“

Zur Formalisierung dieser umgangssprachlichen Aussage machen wir folgende Uberle-
gung: Fiir eine reellwertige Zufallsvariablen X sei die dazugehorige Verteilungsfunktion
F definiert als

Fz)=P(X <z)= /x p(X = 2')dz’. (7.1)

—0o0

Insbesondere sei ® die Verteilungsfunktion der Gaufiverteilung ¢. Die Verteilungsfunk-
tion bestimmt die Verteilung von X, da

P(X € [a,b]) = F(b) — F(a). (7.2)
Fiir F, G beschrinkt setze '

d(F,G) = sup |[F(z) — G(z) (7.3)

Wir formalisieren jetzt ,annéhernd normalverteilt* in dem Sinne, dass die d(-, ®) Distanz
zur Verteilungsfunktion der Normalverteilung gegen 0 geht.

Satz 10 (ZGS). Sind X;, i > 1, identisch verteilte unabhingige ZV mit Varianz 0 <

0? < 0o und E(X;) = p, so gilt fir Sy, ==Y 1 Xi, Sk = SZ\_/%“ :

d(s:, @) /%0 (7.4)

7.1 Beweisstrategie (Kersting)
Reduktion auf einen eingeschriankten Fall

e Erwartungswert 0, Varianz 1 wie Std. Gauflverteilung
e Nur endlich viele verschiedene Werte.

e Gemeinsame obere Schranke aller Werte aller Zufallsvariablen.

Lsup A ist die kleinste obere Schranke von A C R. Dabei ist x obere Schranke von A, falls Vy € A.y < z
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7.1 Beweisstrategie (Kersting)

Dieser Satz ist eine spezialisierte Version des zentralen Grenzwertsatzes. Die Einschran-
kungen E(X;) = 0,V(X;) = 1 sind eher technische Vereinfachungen. Zentral ist die
Finschrinkung auf endlich viele Werte mit gemeinsamer Schranke. Der allgemeine Satz
wird dann durch einen Grenzwertiibergang aus diesem Spezialfall hergeleitet, indem
der Wertebereich der betrachteten Zufallsvariablen beschrankt und diskretisiert wird, so
dass ZGS B anwendbar wird. Dann wird ein Grenzwertiibergang durchgefiihrt in dem
die Diskretisierung immer feiner und die Schranken immer laxer werden.

Satz 11 (ZGS B). Seien X; (i > 1) unabhingige ZV mit je endlich vielen Werten,
E(X;) =0, V(X;) =1, |X;| < B fir alle i, S, := Y1 Xi, Si: = %
Dann gilt
d(S:, @) %0 (7.5)

Sowohl die Reduktion von ZGS A auf ZGS B als auch der Beweis von ZGS B basieren
auf einer Vielzahl von Abschétzungen, wie stark sich der d(-, ®) Abstand zur Gaufiver-
teilung erhohen kann, wenn bestimmte Verédnderungen an einer Verteilung vorgenommen
werden. Ausgehend von einer von einer Gauflverteilung werden die Abschiatzungen mit
mehreren Zwischenschritten zusammengefiihrt, so dass sich am Ende die betrachtete
Verteilung von S;; ergibt. Alle diese Schranken gehen fiir n — oo hinreichend schnell
gegen 0 womit sich dann der ZGS A ergibt.

Reduktion auf und Beweis von ZGS B bendétigen ein Hilfslemma, das es erlaubt aus
einer Schranke fiir E(Y?) abzuschiitzen wie sehr sich der d(_,®) Abstand zur Gauf-
verteilung erhht, wenn man Y zu einer Zufallsvariablen addiert. Damit werden E(_?)
Abschétzungen fiir die Beweisfiihrung nutzbar.

Lemma 7.1. Sei E(Y?) < 7. Dann
d(X +Y,®) < d(X,®)+ 213 (7.6)

Beweis (Lemma 7.1). ®'(x) = ¢(x) wird ? maximal bei x = 0,
dort ®'(0) = p(0) = - <1

T S
Satz 12 (MWS). Sei f stetig differenzierbar auf [z, o + 8]. Dann gilt
fx+08) = f(z) +6f (xz +99) fiir ein 9 € [0,1] (7.7)
Also gilt nach MWS fiir 6 > 0
Q(x—0)+06>P(x)>P(x+6)—6 (7.8)

Wenn X + Y > x ist, dann ist fiir alle §: X > =+ § oder Y > —4§, denn sonst wire
X+Y <xz+4+6—06 =2 Wir haben also fiir die Wahrscheinlichkeiten

P(X+Y <) <P(X <z+0)+P(Y < —6) (7.9)

pla) = e, B(x) = [ p(2)dz
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7 Zentraler Grenzwertsatz

Analog, wenn X > x — ¢ ist, dann muss X +Y < z oder Y > 4 sein, weil sonst
X=(X+Y)-Y >z — 0 wire. Es folgt fir die Wahrscheinlichkeiten

P(X<z—-06)<PX+Y <z)+PY >9) (7.10)

Nun wird die linke Hilfte von (7.8) zu (7.9) sowie die rechte Hilfte von (7.8) zu (7.10)
addiert und umsortiert. Daraus ergibt sich eine untere und obere Schranke fiir P(X+Y <
x) — ®(x) also den gesuchten Abstand zwischen der Verteilungsfunktion von X +Y und
der Gauflverteilung (an der Stelle x).

P(X <2 —08)—®(x—06)—6—P(Y >0)
<P(X+Y <z)— (z) (7.11)
<P(X <a+06)—B(x+06)+5+P(Y < —0) (7.12)

Man fiithrt P(Y > ¢) und P(Y < —9) als < P(|Y| > 9), sowie |P(X <z + ) — ®(z +0)|
und |[P(X <z —4¢) — ®(z — )| als < d(X, P) zusammen.

|(P(X +Y <) —®(z)) — d(X,®)| <5+ P(|Y] > 0) (7.13)
(X + Y ®) < d(X,®)+6+P([Y] > 6) (7.14)

Setze § := 3. Dann 7 > E(Y?) > &2 P([Y| > 6) = ns > P(JY| > §). Mit (7.14) folgt
Behauptung. O

7.2 Zentraler Grenzwertsatz A

Beweis (ZGS aus ZGS B). Diskretisiere und beschrianke die X; als Yy, ; := f,(X;) mit
Diskretisierungsfunktion f,

E wenn z € [£ EEL) k| <m

fm () —{ 0" sonst (7.15)

Dabei gibt m die Feinheit der Diskretisierung an. Mit wachsendem m wird sie immer
feiner und auflerdem die Beschrankung immer laxer, so dass sich die diskretisierten
Variablen immer mehr den Originalen annéhern.

tm =EYnmi), om=0mi) (7.16)

Formal geht mit ein paar Uberlegungen der mittlere Quadratische Abstand zwischen
X; und Yy, ; gegen 0 und damit konvergieren Erwartungswert und Varianz der Diskreti-
sierung gegen die der Originale (fiir m — o0).

B(Yms — Xo)?) 27 0 (7.17)
= o T (7.18)
= om0 (7.19)
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7.2 Zentraler Grenzwertsatz A

Setze X, = M die auf Erwartungswert 0 und Varianz 1 normierten diskreti-

sierten Zufallsvarlablen Dann erfiillen die X, ; (¢ > 1) die Voraussetzungen von ZGS B.

Fir Sy, = 2= 3211 X gilt also d(S7, ., @) ——
rung konvergiert die normierte Summe der Zufallsvariablen gegen eine Gaufiverteilung.
Im Folgenden argumentieren wir, dass bei immer feinerer Diskretisierung der Unter-
schied zur nicht diskretisierten Verteilung immer kleiner wird, so dass auch die Folge
nicht diskretisierter Verteilungen gegen die Gauflverteilung geht.

Wir haben schon in (7.17) gesehen, dass der Unterschied im quadratischen Mittel gegen
0 konvergiert, sowie in (7.18), (7.19), dass Erwartungswert und Varianz entsprechend
konvergieren. Diese Aussage wandeln wir jetzt iiber Lemma 7.1 in eine d(_, ®) Schranke
um.

Der Unterschied zwischen Sj; und Sy, ,, lésst sich in zwei Teile spalten, bei denen der
erste vom Unterschied in der Varianz “ und der zweite vom Unterschied im Mittelwert
W — Wy abhéngt.

—— 0. In Worten: In jeder Diskretisie-

* * %
Sn - Sm,n = (7771 - 1 f Z :um)] (720)
%,_/
Am,n B
Der erste geht im quadratischen Mittel gegen 0.
B(A%,) = (7% = 1 E(S},,,%) Z= 0 (7.21)
’ o \W’_/ glm. n

=1

Dabei ist die Konvergenz gleichméfig bzgl. n weil der Term unabhéngig von n ist. Diese
Tatsache brauchen wir spéter, wenn m und n gleichzeitig gegen co gehen. Fiir den zweiten
Term gilt das gleiche Da alle X; gleich verteilt sind, wird die Summe zu einem n-, das
sich mit dem \/ﬁ im Vorfaktor wegkiirzt. Damit gilt fiir i = 1, z. B.:

1 -
E(Bjn) = —5 B((Xi = Yins)®) 0 (7.22)

Um die quadratische Differenz E((S; — S}, ,)?) = E((Amn + Bmn)?) abzuschiitzen,
fehlt auf den ersten Blick eine Schranke fiir den gemischten Summanden 2A4,, ,, By, .
Wir bemerken allerdings, dass generell

(a+b)? < (a+b)*+ (a—0b)?=a®+2ab+b*+a* — 2ab+ b* = 2a* +20*  (7.23)
ist. Daraus folgt, dass der Unterschied im quadratischen Mittel gegen 0 geht, denn

E((Sy = Spmn)?) = E((Amn + Bmn)?) < 2E(A7, ) +2E(B;,,) =0 (7.24)

glm. n

Jetzt wandeln wir die Schranke im quadratischen Mittel via Lemma 7.1 in eine d(_, @)
Schranke um:

d(Sy;, @) = d(Sy,, + (S = Spun)s @) < d(Sp s @) + 2E((S), = S0P (7.25)
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7 Zentraler Grenzwertsatz

Wenn m und n gleichzeitig gegen oo gehen, geht der erste Summand gegen 0 wegen ZGS
A und der zweite gegen 0 wegen (7.24). Dazu wihlt man ein m, das den rechten Term
hinreichend klein macht und danach zu diesem m ein n, dass den linken hinreichend
klein macht. Es folgt das Endergebnis

d(s:, @) 2 (7.26)
O
7.3 Recall: Taylorreihe
Fiir f hinreichend oft stetig differenzierbar
/ L o L, (n)
f(x+2):f(x)+z-f(w)+52 f (w)+~'+52 ()
1
+ mznﬂ @ +92) 9e0,1] (7.27)

Die Verteilungsfunktion einer ZV X ergibt sich als  — P(X < z) durch Integration
der Dichtefunktion p(X = z) von —oo bis z. Speziell fiir die Standard-Gaufiverteilung
N(0,1) ist

B(z) = / " oln)dz (7.28)

1 _a?
o(x) = rd e 2 (7.29)

definiert. Beim Ableiten von ¢ entstehen nach Ketten- und Produktregel Polynome
mal e” 2. Da der e~ 2 Ausdruck schneller gegen 0 strebt, als jeder Polynomfaktor davor
ergibt sich ohne formalen Beweis

&™) beschriinkt fiir alle n. (7.30)

7.4 Zentraler Grenzwert Satz B

Seien Xj;,i > 1 unabhiingige ZV mit je endlich vielen Werten, E(X;) =0,V(X;) =1

| X;| < B fiir alle i (7.31)
Dann gilt
d(S:, @) == 0 (7.32)

Beweis. Sei Yo N (0, 1) verteilt, unabhiéingig von den X;. Sei N € N. Fiir n > N setze

Zy = \/TYO + \/z(sn — Sy) (7.33)
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7.4 Zentraler Grenzwert Satz B
Die Folge der Z, ist so konstruiert, dass sie fiir N = n mit Zy = Y also einer

Gauf3verteilung startet und fiir n — oo gegen \/%Sn = S} konvergiert. AuBlerdem ergibt
sich jedes Element Z,,,; der Folge aus dem Vorgénger Z,, durch Skalieren und Addieren

des ent Sprechenden Xn+1.
n /1 ( )
Zn+1 = n 1Zn n 1;(n+1 7.34

Zn, Xpa1 unabhiingig (7.35)

Sei F,, die Verteilungsfunktion fiir Z,,, also F,,(z) = P(Z,, < x;). Wir wollen abschétzen,
wie viel ,ungaufliger”, im Sinne von d(F,41,®), die Z,41 mit jedem Schritt werden
konnen. Dazu leiten wir als erstes eine Formel fiir die Verteilungsfunktion Fj,4; in
Abhé#ngigkeit von F), her.

k
Foyr(x) =Y P(Xni1 =i A Znj1 < 1) (7.36)

i=1

k n 1

Z (Xn41 = @ A,/ Zn ’/n+1 ) (7.37)
unabh ZI% \/ + 1 Zn < V n + 1 (738)

n+1 1

- ;pi Fa(\f —\Eazi) (7.39)
a s

= E(Fy(ax — fXnt1)) (7.40)

Nun verwenden wir diese Formel um nachzurechnen, dass der Abstand von ® sich beim
Ubergang von F), auf F,, 11 hochstens proportional zu n=3/2 erhoht.

|[Fra(2) — ()] (7.41)
= |E(F,(ax — ﬁXn_H)) O(ax — fXnt1) + Plax — BXpt1) — P(2)] (7.42)
< E(Fn(ar = fXni1) = ®(ax = Xn))| + [E(@(ax — fXnt1) — O(2))|  (7.43)
< d(Fn, @) + sup | E(2(0x — BXn11) - &(2))] (7.44)
also
d(Fni1, @) < d(Fn, @) + sup [ E(®(az — fXni1) — O(x))] (7.45)

Wir mochten jetzt den letzten Summand abschétzen. Dazu entwickeln wir alle auftre-
tenden Terme nach Taylor. Wir wollen darauf hinaus, dass der Unterschied hichstens
proportional zu n=%/2, also O(n~/2) ist. Daher fassen wir alle Terme kleinerer Ordnung
sobald sie auftreten mit dem O(...) Symbol zusammen.
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7 Zentraler Grenzwertsatz

Wir starten mit der Taylorentwicklung von ® an der Stelle aux.

(ﬁXn+1)2
2!

(/B-Xn-i-l)3

®(ax — fXpq1) = Plaz) — BXp1 P (ox) + 6

" () — o(...)

o(n~%)

(7.46)

Analog entwicklen wir o nach Taylor an der Stelle 1 (Formel aus der Formelsammlung
entnommen).
1 1
"L L om) (7.47)

n 2n

o=

Und setzen ein in die Taylorentwicklung von ®(ax) an der Stelle ®(x).

];2
B(az) = B(z) + (1+ % + O 2))ad () + (1+ % FO)P ()
(7.48)
Damit
®(ax) = B(z) + %@'(m) +O(n™?) (7.49)
analog
3" (ax) = " () + %‘I)/"(x) +0(n72) (7.50)
Nun
k
E(®(ox — fXn41) = Y ®(az — Bx)p; (7.51)
=1
und somit wegen
k k
E(Xn41) =D 2 -p; =0, V(Xpp1) = > af - p; =1 (7.52)
=1 =1
E(®(ax — BXnp1)) = B(az) + %@”(am) +0(m ) (7.53)
= B(x) + - ¥'(x) + %@”(w) +0(n ) (7.54)

Bis zu diesem Punkt ist die Rechnung sehr allgemein und nutzt noch gar nicht aus, dass
® zu einer GauBverteilung gehort. Dieser entscheidende Schritt, also, dass die Verteilung
gegen eine Gauflverteilung konvergiert und nicht gegen irgendeine andere, folgt nun. Bei
einer Gauflverteilung, und nur dort, heben sich ndmlich die ® und ®” Terme auf.
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7.4 Zentraler Grenzwert Satz B

Also gibt es eine Konstante k, so dass
|d(Fn+17 q)) - d(Fna (I))| é k-n~z.

N

(7.59)

Wir haben eine Abschétzung fiir einen Schritt, also wie viel die Abweichung von ¢ von
F,, nach F, 1 wachsen kann. Daraus gewinnen wir nun eine Gesamtabschéatzung durch
summieren. Zy = Yj ist eine Standard-GauBiverteilung, also Fiy = ® und d(Fy, ) = 0.
Somit fiir n > N

A(Zn, ®) = d(f,®) <E> i3 <k> i3, (7.60)
=N =N

Der letzte Term ist eine konvergente Reihe mit sich &nderndem Startindex IN. Das heifit
wenn N — oo geht, geht die Summe gegen 0. Dies folgt aus folgender Rechnung:

00 00 N-1 0o 0o

3 .3 .3 N-—oo .3 .3
Ez2:§z2— 12;512—52220 (7.61)
i=N =0 =0 i=0 i=0

Wir wissen nun: Wenn N gegen oo geht, wird der Abstand zwischen Z,,,n > N und &
beliebig klein im Sinne von d(...). Aulerdem wird der Abstand zwischen Z,, und S}
beliebig klein im Sinne der mittleren quadratischen Differenz. Wir setzen diese beiden
Ergebnisse formal mit Hilfe von Lemma 7.1 zusammen:

Zu € > 0 existiert also N mit
d(Z,, ®) < % fiir alle n > N (7.62)

2
E((S: — Z,)%) =E <\/§Y0 - \/ESN> 720 (7.63)

Dabher fiir n hinreichend grof3

Ferner

1 /e\3
E((S = Za)") < 5 (4) (7.64)
also nach Lemma oben
A(S3, @) < d(Zy, ®) + 5 < d(Z0,®) + 5 < (7.65)

Damit ist bewiesen, dass d(S};, ®) fiir n — oo gegen 0 konvergiert, also unter den einge-
schrénkten Voraussetzungen dieses Satzes, S gegen eine Gaufverteilung. O
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8 Lineare Algebra

8.1 Vektor, Vektorraum

Ein Vektor ist ein Element v von R, n € N aufgefasst nach Bedarf als

Zeilenvektor (vy,...,vy)

V1
Spaltenvektor ( : )

Un

Vektoren werden komponentenweise addiert und mit Skalaren A € R multipliziert:
v1 w1 v1twi U1 Avt
<:>—i—<:>— : A(:)— : (8.1)
v'n wn vn—i:wn 'U‘n /\1')7L
Spezielle Vektoren

0
Nullvektor 0 = ( : )
0
0

0
Einheitsvektoren e¢; = | 1 (jte Stelle)
0

6
Es gelten die offensichtlichen Rechenregeln, d.h. (R™, 4+, -,0) ist ein R-Vektorraum.

8.2 Lineare Abbildung
Eine Abb. f:R™ — R" ist linear, falls f(v+w) = f(v) + f(w) und f(Av) = Af(v) fiir
alle v, w, A (Es folgt f(0) =0, denn: f(0) = f(0-0)=0- f(0) =0)

Eine Abb. g der Form ¢(v) = f(v) + a mit f linear und a € R™ heifit affin.

8.3 Matrizen

Eine Matrix A € R™*" besteht aus Zahlen A;; € R

A - A
a=| z (3.2)
Aml e Amn
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8.3 Matrizen

Ein Spaltenvektor ist eine R™*!-Matrix. Ein Zeilenvektor ist eine R!*"-Matrix.

Eine m x n-Matrix A besteht aus m Zeilenvektoren A;e bzw. aus n Spaltenvektoren
A,

Matrizen der gleichen Form werden komponentenweise addiert und mit Skalaren mul-
tipliziert; es gelten wieder die Vektorraum-Gesetze.

8.3.1 Spezielle Matrizen

Nullmatrix 0 (0;; = 0)

Einheitsmatrix I I,; = ¢;

8.3.2 Matrixmultiplikation
Fiir A € R™" B € R"*P ist AB € R™*? definiert durch (AB);; = S, A By,

8.3.3 Matrizen und lineare Abbildungen
Eine m x n-Matrix A induziert lineare Abbildung
fa:R" > R™v— Av (8.3)

(also (AU)Z = Z?:l Aijvj = Ai.v)

Umgekehrt induziert eine lineare Abbildung f : R — R™ eine Matrix A/ € R™*"
durch (Af)e; = f(ej), j=1,...,n.

Diese Zuordnungen sind gegenseitig invers.

Beweis.

(A0 = 3 Fepas = (uife) 2 f(Swe)) = f0) (84
j=1 j=1 j=1

e

= far =1 (8.5)
falej) =A-ej = A
= Afa = 4

d.h. m x n-Matrixen ,,sind* lineare Abbildungen R™ — R,
Dabei entspricht Matrix-Multiplikation gerade der Funktionskomposition:

fag = fao fp i RP L5 R JA R (8.7)
Beweis.
p n p p n
Fa(fB(©)i =" fo()k=>_ A+ Brjvj =Y <Z AmBkj) vj (8.8)
k=1 k=1 j=1 7j=1 \k=1
p
= (AB)ijv; = fap(v); O
j=1
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8 Lineare Algebra

Folgerung: Matrix-Multiplikation ist assozativ: (AB)C = A(BC)
Ferner fi =id (bzw. Ad =1), also[A = A = Al
8.3.4 Weitere Matrixoperationen

Transponierte

(AT)yj = Az,  AeR™™ = AT ¢ R™™

Inverse

B € R™ ™ heif3t Inverse von A € R™*" falls AB =1.

Ein Inverses existiert nicht immer, ist aber bei Existenz eindeutig. Schreibe dann

B=A"" esgilt auch A7'A =1.

8.3.5 Rechenregeln

(A+ B)C = AC + BC, C(A+B)=CA+CB
(AB)"' =BTAT, _T ist linear
(AB)"'=B7'A™!, (M)~ = % CAT

(A =4, (A7) = 4,

(AT)—l _ (A—l)T
im Allgemeinen AB # BA

8.4 Skalarprodukt und Norm

Fiir v, w € R" setze

n
(v,w) =v'w = Z VW, Skalarprodukt

ol = v/, 0) = /302 Norm

8.4.1 Geometrische Interpretation

Jull Liinge von o, (v, w) = [Jo] - [lw] - cos £(v, w).
Insbesondere v L w < (v, w) =0

8.4.2 Eigenschaften

(8.16)

(8.17)

(_,-) ist bilinear (d.h. linear in beiden Komponenten) und symmetrisch, d.h. (v,w) =

(w,v)
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8.5 Symmetrische Matrizen

8.5 Symmetrische Matrizen

A € R™™ heifit symmetrisch, falls AT = A. Mit A, B sind A+ B, A, A~! symmetrisch.
Fiir A symmetrisch ist BT AB symmetrisch: (BT AB)T = BTAT(BT)" = BT AB Insbes.
BB symmetrisch.

8.5.1 Quadratische Funktion

A € R™™ symmetrisch induziert quadratische Funktion

f :R? — R, V= UTA’U = Z U,‘Aij’l}j = Z A”UZQ + 2 Z Aijvivj (818)
1,J 7 1<j

Funktion 2ter Ordnung:
g:v—v Av+bluv+y  AeR”"pheR",yeR (8.19)

8.5.2 Jacobi Matrix

Fir f : R™ — R” ist die Jacobimatrix definiert als:

of(v) _ (0f'(v)
= 2
ov ( ;) (8:20)
Speziell fiir f quadratische Funktion bzw g Funktion 2. Ordnung gilt:

af(v) T

———= =2v A .21
5| = (8.21)

dg()| _ o T T
v |~ 20 A+b (8.22)

Beweis.
df(v) T
< v i = 2Akkvk + 2%14@‘1{7 = 2;%'14]% = (2’0 A)k ]
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9 Wahrscheinlichkeitsrechnung im R”

Ziel dieses Kapitels ist es, die Begriffe Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz und
GauB-Verteilung auf R™ zu generalisieren.

0.1 Zufallsvariable

X:Q->R" U:Q— Rm*"?

9.2 Erwartungswert

Die Definition des Erwartungswertes ldsst sich direkt vom eindimensionalen Fall
iibertragen. Dabei ist die integrierte Grofle einfach ein Vektor bzw. eine Matrix an Stelle
einer Zahl.

E(X) = EQX(w)p(w)dw (9.1)
:/ zp(X = z)dx (9.2)
T€R™
B(U) = /  U@)p(e)ds (9.3)
:/ up(U = u)du (9.4)
ucRnXm

9.2.1 Eigenschaften

Da Integration, Summe und Produkt mit - p(...) komponentenweise geschehen, ist der
Erwartungswert eines Vektors/einer Matrix, einfach der Vektor/die Matrix der Erwar-
tungswerte der Komponenten.

E(X); = E(X;) E(U)i; = E(Ui;) (9.5)
Beweis.
B0 = ([ vpes) (96)
_ / U plw)ds (9.7)
= E(U;) O
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9.3 Kovarianzmatrix

Weitere Eigenschaften sind (Beweis: Ubungsaufgabe):

1. EU+V)=E{U)+E(V) fir U,V : Q — R™*"

2. EQAU) =AEU) fir U : Q - R™ "™ A e R

3. E(A) = A fiir A e Rm*"

4. B(UT) =EW)T fir U : Q — R™*"

5. EUV)=EU)EV) fir U : Q - R™" V : Q — R"P unabhéngig

9.3 Kovarianzmatrix

Seien X : Q — R™ Y : Q — R™ Zufallsvariablen. Bei der Definition der Kovarianzma-
trix muss gegeniiber der Varianz eine Generalisierung des (...)? gefunden werden. Wir
definieren:

Cov(X) = E((X — E(X))(X —EX))") (9.8)

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))T) (9.9)

Dadurch wird Cov(X) zu einer n x n und Cov(X,Y) zu einer n x m Matrix. Auf den
ersten Blick mag unklar sein, warum man die Transposition nicht an den ersten Faktor
herandefiniert. In diesem Fall wére das Ergebnis eine Zahl. Die folgenden Eigenschaf-

ten zeigen, dass die gewéhlte Definition sinnvoll ist. Die Eigenschaften der alternativen
Definition zu vergleichen ist Ubungsaufgabe.

9.3.1 Eigenschaften

Die Notation Cov(X) ist eigentlich nur eine Schreibvereinfachung fiir Cov(X) =
Cov(X, X). Die Kovarianzmatrix Cov(X,Y") besteht, obwohl sie als Vektorausdruck de-
finiert ist, aus einer Matrixanordnung der Kovarianzen der Komponenten von X und

Y.

COV(X, Y)i’j = COV(X,, Y}) (9.10)

Beweis. Wir machen zunéchst die Beobachtung fiir u € R, v € R™:

1

(uv ")y = Zui,kzvj,k; = UVj (9.11)
k=1

Das heifit: Der Ausdruck uv” bildet die Matrix aller moglichen Produkte von Kom-
ponenten. Im Unterschied dazu bildet der Ausdruck u’v das Skalarprodukt, d.h. die
Summe der Produkte entsprechender Komponenten. Damit folgt:

Cov(X,Y);; = B((X — EQX))(Y —E(Y)) ")) (9.12)
— B((X; — B(X,)(Y; — B(Y)))) (9.13)
= COV(Xl', YJ)
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9 Wahrscheinlichkeitsrechnung im R™

Weitere Eigenschaften sind (Beweis: Ubungsaufgabe):

1. Cov(X,Y)=EXY ") -EX)EY)T fir X:Q —R",Y :Q —R™

2. Cov(X)=E(XX") -EX)E(X) fir X : Q - R"?

3. Cov(AX,uY) =AuCov(X,Y) fir \,p e R, X : Q —-R"Y :Q —R™

4. Cov(AX) = A2 Cov(X) fiir \€ R, X : Q — R"

5. Cov(X,Y) =Cov(V, X)" fir X:Q =R Y :Q - R™

6. Cov(X) = Cov(X)T fiir X : Q — R

7. Cov(X +Y,Z) =Cov(X,Z)+ Cov(Y,2) fir X,)Y:Q—-R",Z:Q—R™

8. Cov(X,Y +2) =Cov(X,Y)+Cov(X,Z2) fir X : Q—->R"Y, Z:Q0—-R"

9. Cov(X +Y) = Cov(X) + Cov(Y) + Cov(X,Y) + Cov(X,Y)T fiir X,V :Q — R"
10. Cov(X,Y) =0 fir X : Q@ — R", Y : Q — R™ unabhéngig
11. Cov(X 4+Y) = Cov(X) + Cov(Y) fir X,Y : @ — R™ unabhéngig
12. Cov(AX,BY) = ACov(X,Y)B" fir X : Q - R"Y : Q — R™ A € RP*" B ¢

RIx™M
13. Cov(AX) = ACov AT fiir X:Q — R" Ac RPX"

Die Beweise lassen sich meist durch Riickgriff auf die entsprechenden eindimensiona-
len Eigenschaften und die Komponenteneigenschaft nachweisen. Alternativ auch iiber
direktes Rechnen mit der Matrixdefinition oder Eigenschaft 1 bzw. 2. Der Beweis fiir die
Cov(X) Aussagen ergibt sich durch Einsetzen in die entsprechenden Cov(X,Y’) Aussa-
gen. Besonders interessant sind Eigenschaften 12 und 13. Sie sagen aus, dass die Ko-
varianzmatrix alle Information enthélt die man braucht um die Konvarianzen linearer
Abbilder der Zufallsvariablen zu berechnen. Solange man im Linearen bleibt, und das tut
die Theorie hinter Kalman Filter etc., enthélt die Kovarianzmatrix also alle Information,
die man benotigt.

Lemma 9.1. Die von Cov(X) induzierte quadratische Form r s r' Cov(X)r ordnet
jeder Richtung r die Varianz von X projeziert in Richtung r zu.

Beweis.
V(r'X) = Cov(r'X) (9.14)
——
V(g rrXk)
= COV(X)TTT (9.15)
=7 Cov(X)r O

Das heifit, fiir jede Linearkombination der Komponenten von X ergibt sich die Varianz
als 77 Cov(X)r wenn die Koeffizienten in r stehen.

Im Eindimensionalen war die Varianz > 0. Auch diese Eigenschaft generalisiert sich
auf mehrere Dimensionen. Dabei ist der entsprechende Begriff, dass die Kovarianzmatrix
positiv definit ist.
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9.4 Mehrdimensionale Gauf3verteilung

Definition. Eine symmetrische Matriz A € R™™ AT = A heifit positiv (semi-)definit,
wenn r' Ar > 0,Yr bzw. v Ar > 0,Yr # 0.

Fiir die induzierte quadratische Funktion bedeutet dies, eine Matrix ist positiv (se-
mi) definit, genau dann, wenn die dazugehérige quadratische Form > 0 (> 0) ist, fiir
alle Argumente aufler dem 0 Vektor.

Korollar 9.2. Cov(X) ist symmetrisch positiv semidefinit.

Zusammenfassend kann man die Kovarianzmatrix aus 3 verschiedenen Blickwinkeln
sehen. Die Kovarianzmatrix ist

e cine als E(...) eines dufleren Produktes definierte Grofle
e cine systematische Zusammenstellung der Kovarianzen der Komponenten

e cine Funktion die fiir beliebige Linearkombinationen— R die Varianz zuordnet

Der erste Punkt ermoglicht, mit der Definition durch Anwenden von Matrix- und E(.. .)-
Regeln zu rechnen und garantiert, dass der gewéhlte Begriff unabhingig von Koordina-
tensystemen ist.

Der zweite Punkt zeigt, dass die Information enthalten ist, die sich aus einer eindimen-
sionalen Sichtweise auf die Vektoren ergeben wiirde. Auflerdem ermdglicht er, einzelne
Zahlen einer Matrix herauszupicken und zu verstehen, ohne sich die ganze Matrix anzu-
schauen.

Zum Schluss der letzte Punkt sagt aus, dass die Informationsmatrix die Unsicherheit
in allen Richtungen représentiert, nicht nur in den Koordinatenrichtungen. Die Aussage
ist auch insofern bemerkenswert, als es ja unendlich viele Richtungen gibt und man fiir
die Varianz in allen Richtungen erst mal unendlich viele Zahlen bréuchte. Die dritte
Aussage besagt, dass die n? vielen Zahlen der Kovarianzmatrix schon genug sind.

9.4 Mehrdimensionale GauBlverteilung

Wir wollen jetzt die Gaufiverteilung auf mehrere Dimensionen generalisieren. Analog
zum eindimensionalen Fall gibt es zu jedem Mittelwert und jeder positiv definiten Ko-
varianzmatrix genau eine Gaufiverteilung. Wir wollen die aus der Literatur bekannte
Formel fiir diese Verteilung in zwei Schritten herleiten.

Zuerst definieren wir uns eine Std.-Gaufiverteilung in n» Dimensionen einfach als Vektor
von n unabhéngigen Std.-GauBverteilungen in einer Dimension. Dann generieren wir
daraus mit einer affinen Abbildung Gauflverteilungen mit beliebigem Erwartungswerte
und beliebiger Kovarianz.

Definition. X : Q — R" ist Standard-Gaufverteilt, falls X; unabhdingig und Standard-
Gaufverteilt sind.

Lemma 9.3. Die Dichte der R™ Standard-GaufSverteilung ist

p(X =2x) = \/21—7rn exp <—;xTIgj) = \/217rnexp (—; Zx?) (9.16)
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9 Wahrscheinlichkeitsrechnung im R™

Beweis.
unabhingig -
p(X=2) = H(Xz = ;) (9.17)
i=1
LI 1
= exp [ —=X? 9.18

= \/21?” exp (—; ZXE) (9.19)

Lemma 9.4. Die Standard-Gaufsverteilung X hat E(X) =0 und Cov(X) =1L

Beweis.
B(X)i = B(X:) =0 (9.20)
L N # j, weil unabhéngig
Cov(X);; = Cov(X;,Y;) = { 1,7 = 4, weil Std.GauB (9.21)
= Cov(X)=1 B

Das folgende Lemma ergibt sich aus der Transformation von Integralen und soll hier
ohne Beweis benutzt werden. Als Beispiel fiir seine Aussage: Halbiere ich eine 1-D Gauf3-
sche Zufallsvariable, so staucht sich die Gaufiglocke nicht nur um den Faktor 2, sie muss
auch entsprechend héher werden, weil die Werte entsprechend ,,dichter liegen.

Lemma 9.5. Seien X : Q - R", Ae¢ R beR"” undY = AX + b dann

_oA-1(,,
p(Y =y) = p(X = ?A’ v = b)) (9.22)

Ein weiteres Lemma, die Cholesky Zerlegung, wird normalerweise in der Numerik
bewiesen. Es sagt aus, dass es eine auf Matrizen generalisierte Quadratwurzel gibt. Diese
Matrix ldsst sich effizient berechnen mit der sogenannten Cholesky Zerlegung.

Lemma 9.6. (Cholesky): C' € R™*", symmetrisch positiv definit, dann gibt es L € R™*™,
so dass LLT = C.

Mit diesen Hilfsmitteln zeigen wir, dass es zu jedem Erwartungswert und jeder pos.
definiten Kovarianzmatrix eine GauBglocke gibt und leiten deren Formel her.

Satz 13. Zu jedem p € R™ und symmetrisch positiv definiten C' € R™™ ist Y ein affines
Bild der Standard-Gaufverteilung mit Erwartungswert p und Kovarianz C' und Dichte

1 1 T—1
p(Y =y) = Neza¥ire exp (—2(1/ —p) C (Y- u)) (9.23)
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9.4 Mehrdimensionale Gauf3verteilung

Beweis. Setze LLT = C und Y = LX + pu fiir X Standard-GauBverteilt. Dann:

E(Y)=E(LX +p)=LEX)+p (9.24)
= U (9.25)
Cov(Y) = Cov(LX + p) = Cov(LX) + Cov(p) (9.26)
= Cov(LX) = LCov(X)L" = LL" (9.27)

=C (9.28)

Damit stimmen Erwartungswert und Varianz. Nachzurechnen ist noch, ob die Verteilung
die oben angegebene Form hat:

p(X =2z)

7 wobei: z = L™ (y — ) (9.29)

p(Y =y) =

(9.30)

= ! ex —le x
RN R p< 2" ! )
= g (s T ) e

- \/ﬂ”l\m P <_;<y =) LT Ly~ u)) (9.32)
- \/ﬂ"lm P (_;(y =m) (LLT) My — u)) (9.33)
- Jﬂ"lm P <—;(y —m) ' CT y - u)) 0
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10 Mehrdimensionaler (Extended)
Kalmanfilter

10.1 Lineare Quadratische Ausgleichsrechnung

Die lineare quadratische Ausgleichsrechnung ist das n-dimenionale Pendant zur Zwei-
Messungs Formel (Satz 4) in einer Dimension. Anders als dort brauchen wir aber for-
mal nur eine Messung zu betrachten, da sich mehrere vektorielle Messungen zu einem
grofleren Vektor zusammenstapeln lassen. Die Frage ist also, was ist die Verteilung des
gesuchten Zustandes X wenn ich eine Messung Z beobachtet habe und Z linear plus
Rauschen von X abhéngt.

Diese Formel wird sehr hiufig genutzt. Sie ist die Grundlage, z. B. fiir Ausgleichsge-
raden oder -kurven und Kalibrierung von Messgeridten. Auflerdem wurde sie historisch
von C.F.Gaufl zur Vermessung erfunden.

Zur Vorbereitung benttigen wir das folgende Lemma. Es besagt, dass ein Exponential
einer quadratischen Funktion immer proportional zu einer Gaufiverteilung ist und gibt
Erwartungswert und Kovarianz an.

Lemma 10.1. Ist X : Q@ — R™ wverteilt als Exponential einer quadratischen Funktion
p(X = z) x exp (—%(mTAx +27bh —l—’y)) mit A € R"™"™ sym. pos. def., b € R", v € R,
so ist X Gaufisch mit

A

B(X) = — Cov(X)= A1 (10.1)
Beweis.
< 1 (a;JrAlb>T (a;+A1b>>
exp|—=|——] A|—
2 2 2
o< exp (—;(xTAa: +b" AT Az /2 + :cTAlAb/z)) (10.2)
= exp <—;($TAx + be)> O

10.1.1 Annahmen

1. Zustand X :  — R"™ uniform verteilt, gesucht
2. Z=AX+b+e,AecR™" heR™ ec:Q — R" ~ N(0,%.), Z beobachtet
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10.2 Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Typischerweise ist m > n, weil nur bei mehr Messungen als zu schétzenden Frei-
heitsgraden sich eine Redundanz der Messungen ergibt, durch die die quadratische Aus-
gleichsrechnung die Genauigkeit verbessern kann.

Lemma 10.2. Unter den obigen Annahmen ist X|Z = z Gauf$sch mit

E(X|Z=2)=(ATS1A)1ATS Mz —b) (10.3)

)

Cov(X|Z =2)=(ATxtA)~? (10.4)

Wiire A invertierbar, wiirde sich (10.3) zu E(X|Z = z) = A~!(z — b) reduzieren, d. h.
es wiirde der eine eindeutige Wert fiir X bestimmt, bei dem alle Messungen z exakt
passen. Folgerung: Nur wenn m > n, also Redundanz in den Messungen vorhanden
ist, hilft die Ausgleichsrechnung und dann ldsst sich die Inverse in (10.3) nicht in die
Klammer hineinziehen.

Beweis.
DX =alz =y = RE=AX =2)pX =) ) v (10.5)
p(Z = 2)

=ple=z—(Az+0b)) (10.6)

1
X exp <—2(z —(Az + b)) 'Sz — (Az + b))) (10.7)

1
x exp(—f(:n—r ATSTMA o)+ 2" ATS (- 2) (2)) (10.8)

g L e &
A Lemma 10.1 b Lemma 10.1
= X|Z = z Gaufisch (10.9)
E(X|Z=2)=(AT21A) AT (2 —b) (10.10)
Cov(X|Z =2)=(ATx1A)! O

10.2 Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Die nichtlineare Ausgleichsrechnung erweitert die Annahmen von oben auf einen nicht-
linearen Zusammenhang zwischen Zustand und Messung.
10.2.1 Annahmen

1. X uniform verteilt X :  — R", gesucht

2. Z=f(X)+e, f:R" - R™ e:Q— R" ~ N(0,X,), gemessen

Idee: f linearisieren:

f@) =~ flao) + X2 ey (10.1)

r=x0
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10 Mehrdimensionaler (Extended) Kalmanfilter

Die Linearisierung und damit die Schétzung ist nur eine Ndherung. Wie gut sie ist
héangt davon ab, wie linear sich f im Bereich zwischen dem gewéhlten Linearisierungs-
punkt und der Schétzung verhélt. Man kann dieses Ergebnis erheblich verbessern, indem
man iteriert, d. h. die letzte Schitzung als neuen Linearisierungspunkt nimmt und erneut
durchrechnet. Wiederholt man dies bis zur Konvergenz, so ist die Losung zwar nicht der
exakte nichtlineare Erwartungswert aber zumindest ein lokales Maximum der exakten
nichtlinearen Wahrscheinlichkeitsdichte.

10.2.2 Algorithmus
Startwert p
Wiederhole bis p konvergiert:

_ Of(x)
A= =50 . (10.12)
b= f(u) — Ap (10.13)
pi=(ATETA)TTATY (2 — b) (10.14)

Dann ist ¥ = (ATS71A)7L

Es gibt noch verbesserte Varianten des Algorithmus, z. B. den Levenbergh-Marquardt
Algorithmus [3, §15.5]. Dieser Algorithmus wird sehr weit genutzt zur Kalibrierung oder
zur Vermessung, wenn Schéitzfehler grofler sind als der Linearisierungsbereich der Mess-
funktionen. Eine Implementierung findet sich z. B. in der GNU-Scientifc Library.

10.3 Kalmanfilter

In dieser Sektion wollen wir den n-dimensionalen Kalman Filter herleiten. Im Unter-
schied zur allgemeinen quadratischen Ausgleichsrechnung modelliert der Kalman Filter
den Wechsel von Zusténden iiber die Zeit. Um eine neue Messung zu integrieren, muss er
jeweils nur diese Messungen sowie die berechnenten Erwartungswert und Kovarianz des
Zustandes betrachten. Er muss nicht die ganze Vergangenheit aller Messungen durch-
laufen. Zunéchst benstigen wir den Begriff einer Blockmatrix.

Bemerkung 10.3. Setzt man Matrizen Blockweise zusammen, gelten analoge Rechen-
regeln fir die Bldcke wie bei einzelnen Zahlen. Insbesondere:

T T
<j> <Z g) @) - <§) <Z§ gi) =2 Pr+a' Qz+z Rr+2'Sz (10.15)

1st (g g) symmetrisch: P=PT R=Q",5=2ST, dann
=z Pr+22 Qz+2'5z (10.16)

Lemma 10.4 (Block-Matrix-Inversions-Lemma). Es ist:

(29" (2 9 aors
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10.3 Kalmanfilter

Mit:
P=(P—-QS™'R)™' Schur-Komplement (10.18)
Q=-P(QS™ (10.19)
R=(S'R)P (10.20)
S=8"14+(STIR)P(QS™Y) (10.21)
. P Q\ (P Q\ _
Beweis. Nachrechnen, dass (R 5‘) <R S) =1... O

Das folgende Lemma leitet die Formel her, die der Kalman Filter zur Integration einer
Messung benutzt. Sie ermdglicht den Erwartungswert von X unter einer Bedingung
Z = z aus Kovarianzen zwischen X und Z zu berechnen.

Lemma 10.5 (Konditionierungslemma). Seien X : Q@ — R",Z : Q — R™, so dass ()
Gaufs-verteilt, dann ist X|Z = z Gaufisch mit

E(X|Z=2)=EX + Cov(X,Z)Cov(Z) ' (: —E Z) (10.22)
Cov(X|Z = z) = Cov X — Cov(X, Z) Cov(Z) ! Cov(X,Z)" (10.23)
Beweis. Reduktion auf EX = E Z = 0. Zuerst den Spezialfall

pX=2NZ=2)
p(Z = 2)

ocp(X::U/\Z:z):p<<)Z():<z>> (10.25)
<on(3() (et Al () v

Nach BM-Inversionslemma:

(36 G 90)

pX =2x|Z=2)= (10.24)

X exp (—;xTIf’x ' (2@2)) (10.28)
also nach Lemma 10.1 Gauflsch
E(X|Z=2)=P 'Qz=P PRS2 (10.29)
= QS 'z =Cov(X,Z)Cov(Z) 12 (10.30)
Cov(X|Z=2)=P '=P—-QS 'R (10.31)
= Cov(X) — Cov(X, Z) Cov(Z) ™' Cov(X, Z)" (10.32)

Allgemeinfall: Setze X' =X -EX, 72 =Z-EZ,7 =2-EZ

E(X|Z =2) =E(X'|Z =)+ EX = EX + Cov(X, Z) Cov(Z)"}(z — EZ) (10.33)
Cov(X|Z = z) = Cov(X'|Z' = 2') = Cov(X) — Cov(X, Z) Cov(Z)~* Cov(X,2)" O
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10 Mehrdimensionaler (Extended) Kalmanfilter

10.3.1 Annahmen
e X;:Q — R™ Zustand zur Zeit ¢

e U; : ) — RP Zustandsiibergangsmessung ¢
o 7;: Q) — R"™ Messung

1. Xo ~N (ro, Xo)

2. Xy = A Xy 1+ BlU+ gt + e A e R B e RM*P gy € R ey ~ N (0, Xoyp)
3. Zy =Ci Xy + hy + 03 CL € R™*™ by € R™, 6 ~ N (0, Xt)

4. Alle g4, 6; unabhéngig

10.3.2 Algorithmus

Variablen: e € R™ 3, € R™? (10.34)
Initalisierung: o = E(Xo), X0 = Cov(Xp) (10.35)
Dynamik(U; = w): it = Apir_1 + Brug + g¢ (10.36)
Y= AN Al + 3, (10.37)
Messung(Z; = z): Ky = 5C/ (iS¢ + S5) ™ (10.38)
pe = e+ Ki(2e — (Cefie + he)) (10.39)
S =5 — KOS (10.40)

10.4 Extended-Kalman-Filter

Der Extended Kalman Filter ersetzt wie im eindimensionalen die linearen Funktionen fiir
Zustandsiibergang und Messung durch allgemeine Funktionen. Diese Funktionen werden
dann am jeweils aktuellen Schatzwert linearisiert. Der EKF iteriert nicht und man kann
deshalb iiber das Ergebnis keine Aussage machen, auler dass es eine Nidherung an das
exakte Ergebnis ist.

10.4.1 Annahmen
1. X ist ungefihr N (uo, Xo)
2. Xy =g (Xe-1,Up) + 45 gt : R" X RP — R" gy ~ N (0, Xy)
3. Zy = he(Xy) + g5 he : R™ — R™, 6 ~ N (0, Zgy)
4. Alle g4, d; sind unabhingig.

10.4.2 Algorithmus

Dynamik(Ut = ut): ﬁt = g(,ut,l, Ut) (1041)

dg(z, u)
Oz

Y= A% Al +35, A= (10.42)

T=Ht—1
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10.5 Beweis Kalmanfilter (10.3)

Messung(Z; = z): C, = Oh(x) (10.43)
ox o=is .

K = i}tCtT(CtitCtT + Zét)_l (1044)

e = fig + Ki(ze — h(pe)) (10.45)

S, =5, — K,C5, (10.46)

10.5 Beweis Kalmanfilter (10.3)

Um die Ausdriicke im Beweis nicht zu lang werden zu lassen, benutzen wir wieder die
verkiirzte Schreibweise |z; anstelle von |Z; = z;, usw.

Satz 14. Nach Ausfiihrung der KF Formel ist

Xilur g, 21.0-1 ~ N (jig, 3¢) VE > 0 (10.47)
Xitlug.t, 216 ~ N (-1, X¢) VYt > 0 (10.48)

Der Beweis besteht im Wesentlichen daraus, nachzurechnen, dass die Kalman Filter
Formeln , richtig® sind. Fiir den Dynamikschritt ist das eine unmittelbare Anwendung
der Rechenregeln. Fiir den Messschritt ergibt sich die Aussage aus dem Konditionie-
rungslemma.

Beweis. Beweis durch Induktion nach t¢.
ILA. t = 0 aus Annahme (1)
IS.t+1—t¢

Dynamikschritt: Propagiere X;_; durch Annahme (2) um X; zu erhalten.

Xialur -1, 21.0-1 ~ N (-1, Sg—1) (10.49)
A Xt alur g1, 21.0-1 ~ N (At,ut—l, Atzt—lAtT) (10.50)
e~ N (0, Z2y) (10.51)

X = AXyo1 + BiUp + g + er|un g, 21,041 (10.52)

~ N (Atut,l + Buug + gr, ASy_1 A + zst) (10.53)

~ N (i, ¢) (10.54)

Messschritt: Wende das Konditionierungslemma an und berechne die bendétigten
Kovarianzen nach den Rechenregeln aus Annahme (3): Alles ist konditioniert unter
|ui ¢y 21.4—1, was wir mit |« abkiirzen, mit Z = Z;, 2 = z, X = X;. Damit erlaubt
das Konditionierungslemma eine weitere Messung z; hinter den Konditionierungsstrich
zu bringen. Es folgt

Xi|*, 2t = Xi|ug.t, 21,4 Gaulsch (10.55)
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10 Mehrdimensionaler (Extended) Kalmanfilter

Um die Terme fiir Erwartungswert und Kovarianz zusammenzusetzen, berechnen wir
zuerst die im Lemma auftretenden Kovarianzausdriicke aus den im Algorithmus auftre-
tenden Variablen.

Cov(Xy, Zi) = Cov(Xy, Ce Xy + hy + O4%) ( )
= Cov(Xy, Cr X|*) ( )

= Cov(Xy, X|%)C (10.58)

=5,.c) (10.59)

Cov(Z|x) = Cov(Cy Xy + hy + 6¢]*) ( )
= Cov(CyX¢|*) + Cov(d¢|*) (10.61)

= Cy Cov(X¢|%)C) + Sg ( )

= 50, + By ( )

Cov(X, Z|x) Cov(Z|*) ™! = K; ( )
E(Z|%) = E(Cy Xt + hy + 0¢|*) ( )

= Crpir + Iy ( )

Nun setzen wir nach dem Konditionierungslemma zusammen:

E(Xt|u1..t7 Zl..t) = E(Xt|*7 Zt) ( )
= fit + Cov(Xy, Zi|%) Cov(Zs|%) 1 (2 — B(Zy|%)) ( )
= K(z — (Cefig + hy)) (10.69)
Cov(X¢|ui.+Z1.1) = Cov(X¢|*, 2t) ( )
= Cov(X¢|*) — Cov(Xy, Zi|*) Cov(Zi|%) 7t Cov(X, Z|x) T ( )

=% -KCY =5, O

10.6 Variante des EKF mit Rauschen in U

Die bisherigen Annahmen gehen davon aus, dass exakt das bekannte w in die Dynamik-
funktion g eingeht und zusétzliches Rauschen im Zustand addiert wird. Das macht Sinn,
z. B. fiir die Position eines Fahrzeugs und Stérungen wie Wind, Wellen, oder dhnliches.
Oft will man aber auch ausdriicken, dass die Zustandsiibergangsmessung u fehlerhaft ist
analog zu Annahme (3) fiir Z. Aus dieser Unsicherheit ergibt sich dann eine Unsicherheit
im Zustand, aber wir bendtigen eine Formel um diese auszurechnen. Das folgende Modell
tragt dem Rechnung und unterscheidet zwischen der Zustandsiibergangsmessung U und
dem wahren Wert V der in Zustandsiibergang eingeht.

10.6.1 Annahmen
o X;:Q — R" Zustand zur Zeit t

o U; : ) — RP Zustandsiibergangsmessung ¢
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10.7 Unscented Kalman Filter

o V;: Q — RP Zustandsiibergang wahrer Wert ¢
o 7;: Q) — R™ Messung ¢

1. Xo ~N (no, Xo)

2. Xy = g(Xo—1, Vi) + e 60 ~ N (0, Bet) Uy = Vi + 945 v ~ N (0, )
3. Zy = h(Xy) + 65 6 ~ N (0, Zg)

4. Alle g4, 64,y unabhéngig

Im Algorithmus &dndert sich nur der Dynamikschritt. Es kommt ein Term hinzu der
die Unsicherheit addiert, die sich aus ¥.; durch g ergibt.

Dynamik(U; = uy): Y = A% 1Al + BX B + %y (10.72)
0g(x,u)

By = 2 10.73

! ou ( )

U=ug, T=pt—1

10.7 Unscented Kalman Filter
10.7.1 Idee

EKF Formeln propagieren E(...) und Cov(...) durch nichtlineare Funktionen mit Hilfe
von f(...) und %. Stattdessen f(...) an mehreren ,représentativen Stellen f(...)
auswerten. Annahmen wie EKF.

Definition (Sigma-Punkte-Propagation). Sei p € R™ % € R™™ "™ symmetrisch positiv
definit f : R® — R™. Sei ferner LL" die Cholesky-Zerlegung von .. Dann sind definiert:

+Z (1 + Lei) + f(1 — Lai)) (10.74)

Hr= 2n—|—1[

5 = %[(f(u) i) () — g

+ Z (1t + Leai) = pp) (i + Lai) — )
+ Z F (= Lai) = 1) (£ = Lai) = )| (10.75)

1
Six =5 (St L) - T+ Z (1= Lai) = 1) (~La) ] (10.76)
i=1
Idee: Hat X : @ — R" E(X) = pu,Cov(X) = X, so hat E(f(X)) = s, Cov(f(X)) =
Y7, Cov(f(X),X)~ Xrx.
Die Argumente an denen f ausgewertet wird, also p und p=+ Le; heiflen Sigma-Punkte.
Die Cholesky-Zerlegung spielt in diesem Fall dieselbe Rolle, wie im eindimensionalen Fall
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10 Mehrdimensionaler (Extended) Kalmanfilter

die Standard Abweichung. Dort sind die Sigma-Punkte dann p — o, i, + 0. Durch diese
Konstruktion streuen die Sigma Punkte ,représentativ® im Bereich der durch u, ¥ be-
schriebenen Unsicherheit. Anders, als beim EKF, wo die Funktion nur in einer Umgebung
des Mittelwertes ausgewertet wird, wird beim UKF die Funktion also in dem Bereich,
wo der grofite Anteil der Verteilung liegt, ausgewertet. Dadurch liegt die Berechnung
mit Sigma-Punkt Propagation meist ndher am exakten Wert als die Berechnung iiber
die Jacobi-Matrix. Auflerdem werden keine Ableitungen benotigt.

Lemma 10.6. Idee gilt exakt, wenn f linear, also f(X)=AX +b

Beweis.
Hp =g plAn+b+ ;(A(u + Lai) +b) + ;(A(M ~ L) +b)] (10.77)
= Ap+b=E(f(X)) (10.78)

By = 1[<<Au+b> (A B) (At b) — (A4 )T

+Z (1t + Leoi) + ) = (Ap + D) ((A(1 + Lai) +b) = (Ap +0))
+Z (1 — Lai) +b) — (A +b)(A(pr — Loi) +b) — (Ap+0) " | (10.79)

_ZAL.Z Y ALy) T = (ZL.ZLTi)AT (10.80)

=1
= ALLTAT = A¥ A" = Cov(AX) (10.81)
NR.: (LLT)ij = 34y LinLje = (5—1 LerLyy)ij

n

Spx = 5 [D(AGs+ La) +b— (A + B)L]

i=1
" Z (1 = Lai) +b— (A +5)(~Lai) "] (10.82)
= Z ALyL); = ALL" = AY = Cov(f(X), X) &

Es stellt sich die Frage nach der Rolle des ersten Terms, also des Sigmapunktes u, wo
sich sein Beitrag bei linearen Funktionen wie oben gesehen herauskiirzt. Im Endeffekt ist
dieser Term der Unterschied zwischen Funktionswert des Mittelwertes und Mittelwert der
Funktionswerte ins Quadrat erhoben. Im linearen Fall ist dies 0 und es wird tendenziell
je grofer je nichtlinearer die Funktion wird. Dadurch steigt Xy ohne, dass sich Xy
dndert. In der Kalman Filter Formel (10.85) ist dies dquivalent zu der Annahme eines
hoheren Rauschens, d.h. der Filter schétzt vorsichtiger. In gewissem Mafle merkt der
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10.7 Unscented Kalman Filter

Filter also selbsttitig, wie nichtlinear die Funktion ist und arbeitet diese Unsicherheit
wie Rauschen in die Schitzung ein. Das ist eine sehr wiinschenswerte Eigenschaft im
Gegensatz zum EKF der fehlerhaft rechnet aber trotzdem der Meinung ist, er wiisste
das Ergebnis genau.

10.7.2 Algorithmus
Dynamik(U; = u;): Wende o-Punkte-Propagation auf g, p;—1, ;1 an

fiv = 11y (10.83)

S =3+ Sa, (10.84)
Messung(Z; = z;): Wende o-Punkte-Propagation auf h, jig, ¥y an

K = %] x(Shn + Zot) ™" (10.85)

pe = fir + K (2 — pin) (10.86)

Y =% — K¥ny (10.87)
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11 Transformationen in 3D und Homogene
Koordinaten

Referenz [9].
Definition. Der projektive Raum ist P* = (R"*1\ {0})/(R\ {0})

Das heifit ein Raum von (n + 1)-D Vektoren bei denen skalare Vielfache als dasselbe
betrachtet werden.

] = {\-z|A € R\ {0}},P" = {[z]|z € R"™*1} (11.1)

Betrachte R™ C P™ vermége x +— [T].

1 xl/xn+l
Umgekehrt { : } = < : ) Tpt1 # 0, da

Tn Tn /xn+1

T1/Tni1 [ 21 /Tnt1 T1
iy wn/i‘nn+l Tn
Tn/Tnt1 R Tl
Beispiel:

Ry
[%] N [é} B [_3} 7 @)Vw,y,zeR

0
Das heifit P = R"U(P" ! x{0}). In Worten: Der projektive Raum der Dimension n P"
enthilt die gewohnlichen ,,endlichen* Vektoren der Dimension n, die man normalerweise
als Punkte auffasst. Aufilerdem enthilt er alle Richtungen des n-dimensionalen Raumes

ins Unendliche, anschaulich den Horizont des R™.

| I
I

| — |

NI=ENIROO

—_

11.1 Projektive Geometrie

Durch Formulierung in projektiver Geometrie lassen sich viele geometrische Aussagen
mit weniger Sonderfillen hinschreiben. Besonders niitzlich ist dies in der Photogramme-
trie oder geometrischen Bildverarbeitung, wo man von Bildpositionen auf Raumpositio-
nen schlieflen will [9].

Geraden und Punkte in 2D P2. In der gewhnlichen (nicht projektiven) ebenen Geo-
metrie wird eine Gerade durch eine Gleichung der Form

ar+by+c=0 (11.2)
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11.2 Schnitt zweier Geraden

beschrieben. Dabei sind x,y die Koordinaten des Punktes und a, b, ¢ die Parameter der
Gerade. Verschiedene Parameter fithren im Allgemeinen zu verschiedenen Geraden, aber
ein lineares Skalieren der Parameter dndert die Gerade nicht. Daher liegt es nahe, den
projektiven Vektor

9= [‘é] € P’ (11.3)

als die Gerade aufzufassen. Der Punkt kann mittels der iiblichen Einbettung projektiv
gesehen werden.

p=(%)= m e P2 (11.4)

Dann ist g"p = 0 die (11.2) entsprechende Gleichung in P2

11.2 Schnitt zweier Geraden

p € P? ist Schnittpunkt von g1 € P und g2 € P, wenn p' g1 = p' go = 0 oder dquivalent
p = g1 X go. Beweis: g1 x go ist senkrecht auf g; und g, als gewohnlicher R? Vektor
gesehen.

Bemerkenswert an dieser Aussage ist, dass alle Paare verschiedener Geraden einen
eindeutigen Schnittpunkt haben. Auch parallele. Betrachten wir, was passiert in zwei
Beispielen:

=1 y=1 (%) rz=—1 r=1

(B0 T A- 1 o

Im ersten Fall gibt es einen normalen endlichen Schnittpunkt (1 ). Im zweiten Fall sind die
Geraden parallel, es gibt keinen endlichen Schnittpunkt. Statt dessen einen unendlichen,
némlich die Richtung () die parallel zu beiden Geraden ist.

Diese Fihigkeit, parallele Geraden ohne Sonderfall zu behandeln vereinfacht in vie-
len Fallen erheblich die Programmierung. Dies ist ein grofler Vorteil einer projektiven
Formulierung,.

Definition. FEine Kollinearitit ist eine Abbildung f : P* — P™ die Geraden erhilt,
n,m > 2.

Satz 15 (Fundamentalsatz der projektiven Geometrie). Jede Kollinearitit f : P* —
Pt st eine lineare Abbildung in den unterliegenden Vektorrdumen. f([z]) = [Az]

Dieser Satz ist dhnlich bemerkenswert wie die entsprechende Charakterisierung der
linearen Abbildungen durch Matrizen. Die Menge der Abbildungen zwischen zwei Vek-
torrdumen an sich ist ndmlich etwas unendlich dimensionales, d. h. man braucht unend-
lich viele Zahlen um eine Abbildung eindeutig darzustellen. Damit lassen sich Abbil-
dungen an sich nicht ohne Tricks, Approximationen oder Einschrinkungen im Rechner
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11 Transformationen in 3D und Homogene Koordinaten

darstellen. Dieser Satz sagt nun, dass fiir projektive Abbildungen dies Problem nicht be-
steht. Jede projektive Abbildung im n-dimensionalen Raum lisst sich als (n+1) x (n+1)
Matrix repréasentieren und damit im Rechner abspeichern.

Fiir das praktische Rechnen ist dies extrem niitzlich und in der Tat unterliegt ein
Datentyp fiir projektive P2 Abbildung als 4 x 4 Matrix den meisten 3D Computergrafik
Paketen.

11.3 Euklidischen Koordinatentransformationen(EKT)
bzw. Starrkorperbewegungen

Seine Stérken entfaltet die projektive Sichtweise vor allem im Bereich Computergrafik
oder Bildverarbeitung. Die Zentralperspektive, also der Ubergang Raum +— Bild ist
namlich auch eine projektive Abbildung. Im Rahmen dieser Veranstaltung ist unser Ziel
aber nur die Lage von Objekten im Raum zu beschreiben. Das fiihrt auf eine wesentlich
kleinere Klasse von projektiven Abbildung.

Definition. Eine EKT in 3D ist f : R? — R3 mit |f(z) — f(y)| = |z — v|

Satz 16. Jede EKT f ist im projektiven Raum P3 eine lineare Abbildung der Form

/ <[3D - [((ﬁ%‘%) (3)] L QERY QTQ=1teR (11.6)

An der unteren Zeile 0, 0, 0, 1 sicht man, dass eine EKF die 4. Komponente des Vektors
einfach durchreicht. Damit treten grundsétzlich nur 1 fiir Punkte oder 0 fiir Richtungen

auf. Praktisch bedeutet dass, fiir eine Richtung mit w = 0 wird einfach (g) mit ¢ mul-
tipliziert. Fiir Richtungen ist die Abbildung linear in R3. Fiir Punkte wird zusitzlich ¢
addiert. Damit ist die Abbildung affin. D. h. bei EKT treten ,, projektive Effekte“ eigent-
lich gar nicht auf. Der Wert der Sichtweise als projektive Abbildung liegt darin, dass die
ganze Abbildung durch eine Matrix dargestellt wird statt durch zwei Terme @ (§> +t.

Dem entsprechend enthiilt @ € R3*3 als zugehorige Abbildung der Richtungen die
Information iiber die Orientierung, wihrend ¢ die Information iiber die Position enthélt.

11.4 Koordinatentransformationen,
Lage von Korpern im Raum

Lage und Bewegung von Kérpern werden iiber 3D-Koordinatensysteme dargestellt. Meist
ein unbewegtes (weltfestes) Welt-System und mehrere sich mitbewegende (korperfeste)
Korpersysteme. Die Abbildung, die einem Vektor in A-Koordinatensystem den geome-
trisch selben Vektor in B-Koordinaten zuordnet heifit Tjé oder A2B und wird als 4 x 4
Matrix dargestellt.

Erinnern wir uns: Eine Matrix beschreibt eine lineare Abbildung und die Spalten
einer Matrix sind die Bilder der Einheitsvektoren dieser Abbildung. Will man also die
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11.5 Rotationen um eine Achse

Transformation Styropor2Tisch aufstellen, sind deren Spalten die X,Y,Z Achse bzw.
der Ursprung des Styropor Koordinatensystems in Tisch Koordinaten. Wenn man sich
dies iiberlegt, kann man die Matrix von Hand hinschreiben oder zumindest eine vom
Programm berechnete Matrix tiberpriifen.

0 —1/vV2 1/V/2 1m
. 0 —1/vV2 —1/v2 1m
2Tisch = 11.
Styropor2Tisc 1 0/v2 0/v2 Om (11.7)
0 0 0 1

Nach gleichem Schema ermittelt man: Tisch2World, Udo2World
Umrechnen von Vgtyropor in Vigo:

World2Udo Viisch

Vido = Udo2World ! - Tisch2World - Styropor2Tisch - Vssyropor (11.8)

Vblorld

Beim Arbeiten mit Koordinatentransformation kann man sich sehr leicht vertun. Feh-
ler entstehen oft durch die Reihenfolge beim Multiplizieren und die Frage Inverse oder
nicht. Es scheint oft verlockend so lange an dem Term zu &ndern, bis das Ergebnis richtig
aussieht. Leider produzieren viele halbrichtige Terme Resultate, die nur bei aufmerksa-
mer Beobachtung als falsch erkennbar sind. Auflerdem ist dann vielleicht das Endergebnis
richtig aber interne Groflen sind falsch, d. h. abgespeicherte Transformation sind nicht
das was dokumentiert wurde.

Es ist deshalb enorm wichtig, strikt auf die Richtigkeit aller Teile, Variablen, etc.
zu achten. Dabei hilft enorm, alle Punkte mit einem Suffix zu versehen, auf welches
Koordinatensystem sie sich beziehen und alle Transformationen A2B zu nennen, wenn
sie einen Punkt in A Koordinaten auf den geometrisch selben Punkt in B Koordinaten
abbilden. Beherzigt man dies, so ist an den Ausdriicken unmittelbar ablesbar ob sie
konsistent sind, indem man die Koordinatensysteme von rechts nach links durchlauft
(siehe Beispiel oben).

11.5 Rotationen um eine Achse

Die besondere Form der EKF ist die Rotation um eine vorgegebene Achse im Raum.
Wir definieren diese Rotation axiomatisch iiber.

Definition. Rot(v,a,p) firv € R3, |v| =1, a € R, z € R (dreht p um v mit Winkel
a) heifit Rotation, wenn

1. Rot(v,0,p) =p

p) O Rot(v,a,p)
: o

= v X Rot(v, a, p)

Die zweite Bedingung ergibt sich daraus, dass sich ein rotierender Punkt tangenti-
al am Kreis bewegt. Damit steht seine Bewegungsrichtung senkrecht sowohl auf dem
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Radius (also dem Punkt selbst) als auch der Achse. Auflerdem steigt die Geschwindig-
keit proportional mit der Entfernung zur Achse. Dies alles wird durch den x Ausdruck
ausgedriickt.

Es stellt sich bei dieser Axiomatisierung der Rotation die Frage, ob es nicht ein bisschen
iibertrieben ist auf Differentialgleichungen zuriickzugreifen. So kann man n&mlich nicht
unabhéngig sagen, wie eine einzelne Rotationsmatrix zu einem festen a aussieht, sondern
die Abhéngigkeit von o muss als Funktion betrachtet werden.

Allerdings ist bemerkenswert, dass die Definition ohne sin oder cos auskommt, d. h.
die Bedeutung von Winkeln in der Abhéingigkeit von o wird implizit mitdefiniert. Das
scheint bei einer Definition die jeweils fiir ein festes « gilt schwierig. Aulerdem zeigt
sich im Folgenden, dass die Definition sich gut zum Beweisen eignet. Dazu benutzen wir
einen Satz aus der Theorie der Differentialgleichungen (DGL).

Bemerkung 11.1. Rot existiert und ist eindeutig. Wegen Ezistenz und Eindeutigkeits-
satz fiir Differentialgleichungen.

Durch diesen Satz kénnen wir generell folgende Beweisstrategie verwenden. Wir haben
einen Ausdruck von dem wir zeigen wollen, dass er Rot(v, a, p) ist. Wir nennen ihn zuerst
Rot/(v, o, p). Dann zeigen wir, dass auch Rot/(v, o, p) die Axiome (1) und (2) erfiillt. Nach
dem Eindeutigkeitssatz fiir DGL muss dann Rot’ = Rot sein.

Wir wollen uns im folgenden die Struktur von Rotationen klarer machen. Dazu zeigen
wir zuerst, dass die Rotation linear im rotierten Punkt ist.

Lemma 11.2. Rot(v, o, p) ist linear in p, d. h. es lisst sich durch eine Matriz Rot(v, o)
darstellen.
Rot(v, a, p) = [Rot(v, , e1), Rot(v, a, e2), Rot (v, o, e3)] -p (11.9)

Rot(v,a)

Beweis. Rot' (v, a, p) wie in (11.9) und priife die beiden Rotationsaxiome.

1.: Rot’(v,0,p) = Rot(v,0)p = [Rot(v, 0, e1), Rot(v, 0, e2), Rot (v, 0, e3)]p (11.10)
= ler, ez, e3lp=1Ip=p (11.11)
2.: / 3 /
ORot'(v,a,p)  O(Rot(v,a) -p) O Rot' (v, a, €;)
da B da B ; Ja i (11.12)
3 3
= Z(v x Rot(v, a, €;))p; = v X Z(Rot(v,a)eipi) (11.13)
=1 =1
3
= v x Rot(v, ) Z(eipi) = v x Rot(v,a) - p (11.14)
i=1
= v X Rot(v, a, p) (11.15)
Damit folgt Rot’ = Rot und damit (11.9) aus dem Eindeutigkeitssatz fiir DGL. O
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11.5 Rotationen um eine Achse

Die Definition Rot(v, ) betrachtet die Achse (v, Vektor der Lénge 1) und den Winkel
() getrennt. Es ist naheliegend, die Informationen zusammenzufiithren und den Winkel,
um den gedreht werden soll, in der Linge des Vektors zu codieren. Diese Darstellung
heifit skalierte Achse und stellt eine Rotation durch einen einzelnen Vektor dar.

Definition (Skalierte Axis).
Rot(v) = Rot(v/ |v], |v]) (11.16)
Drehung um v mit Winkel |v|

Das erste Problem stellt dar, dass man nicht mehr zwischen negiertem Winkel und
negierter Achse unterscheiden kann. Ist aber auch nicht notwendig, weil beides einfach
zur invertierten Drehung fiithrt. Ein schwierigerer Problemfall stellt v = 0 dar, also keine
Drehung. Dann ist v/ |v| undefiniert. Andererseits macht es auch keinen Unterschied,
ob man nicht um die X-Achse oder nicht um die Y-Achse dreht. Das folgende Lemma
beweist, dass in der Tat Rot(v) als Funktion von v gesehen sogar differenzierbar um 0
ist und gibt einen Ausdruck fiir die Ableitung an.

Lemma 11.3.
1 —vVs3 (%]
Rot(w)= | vs 1 —uv | +0(v) (11.17)
—V9 V1 1

Beweis. Taylorentwicklung von Rot(v, @) nach & um o =0

d(Rot (v, a)p)

Rot(v, a)p Tator Rot(v,0)p + « Do + 0(a?) (11.18)
a=0
Déf'p%—ow x p+ 0(a?) (11.19)
Rot(v)p =p +v x p+ O(|v]?) (11.20)
1 —7U3 V2
=| vs 1 —u | p+0(v (11.21)
—vy Vg 1

Dabei ergibt sich die letzte Gleichung aus der Tatsache, dass p + v X p linear in p ist.
Die Spalten der Matrix erhédlt man durch Auswerten von p + v X p auf eq, e, e3. O

Lemma 11.4 (Rodriguez-Formel).

x (1-c)x’+c (1-c)axy—sz (1—c)xz+ sy
Rot yl,al=10-czy+sz (1—-c)y? +c (1—-c)yz—sz|, (11.22)
z (1—czz—sy (1—cyz+sz (1—c)z?+c
mit c¢=cosa, §=sina (11.23)
Beweis. Ubungszettel Aufgabe 15. O
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11 Transformationen in 3D und Homogene Koordinaten

Mit der Rodriguez-Formel kénnen wir jede Rotation um eine Achse als Matrix schrei-
ben. Im Folgenden wollen wir die Umkehrung nachweisen, ndmlich, dass sich jede Koordi-
natentransformation in 3D als Rotation um eine Achse darstellen ldsst. Hierzu definieren
wir noch einmal formal die Menge (Gruppe) der Koordinatentransformationen von freien
Vektoren (die Richtungen darstellen) SO(3) und von Ortsvektoren SFE(3).

Definition.

SO(n)
SE

{QeRMQTQ=1]Q| =1} (11.24)
(n) = {

(91)1Q € SO(n),t e R"} (11.25)

Die QTQ = I Bedingung bedeutet, dass die Spalten Qe Linge 1 haben und auf-
einander senkrecht stehen, wie man es fiir Koordinatentransformationen erwartet. Da-
durch bleiben Liangen und Winkel erhalten. Die zusétzliche Bedingung |Q| = 1 erzwingt,
dass die Koordinatentransformationen die Héndigkeit erhalten. Ansonsten kénnten auch
|Q| = —1 Transformationen wie Spiegelungen auftreten. Wir sehen also, eine Koordina-
tentransformation fiir freie 3D Vektoren lisst sich durch 9 Zahlen darstellen, die aber 6
Zwangsbedingungen unterliegen (Lénge 1, Liange 2, Lénge 3, 1 und 2 senkrecht, 2 und 3
senkrecht, 1 und 3 senkrecht).

Hat man SO(n) durchschaut, ist SE(n) die Menge (Gruppe) der Euklidischen Ko-
ordinatentransformationen einfach zu begreifen. Sie besteht im Wesentlichen aus einer
SO(3) Transformation fiir die freien Vektoren mit 0 als 4. Koordinate plus einer Spalte
t die fiir Ortsvektoren mit 1 als 4. Koordinate eine Translation addiert.

Wir méchten im Folgenden die SO(3) Transformationen charakterisieren und tiber-
priifen deshalb zuerst, wie Rotation mit Koordinatentransformation vertauscht. Da Ro-
tation ja ein geometrischer Vorgang ist, sollte man erwarten, dass es egal ist, ob man
einen Vektor in Koordinatensystem A rotiert und das Ergebnis nach B transformiert,
oder ob man Vektor und Achse nach B transformiert und dort rotiert. Dieses beweist
das folgende Lemma.

Lemma 11.5. Sei Q € SO(3), v € R3, dann ist
Rot(v) = Q" Rot(Qu)Q (11.26)
Im oben diskutierten Sinne der Koordinatentransformation heifft das:
Rot(v4) = A2B" Rot(A2B - v4)A2B. (11.27)

Beweis. Der Beweis erfolgt wieder durch nachpriifen der beiden Drehaxiome fiir die
rechte Seite von (11.26). Setze Rot/(v, a, p) = QT Rot(Qu, a)Qp

1 Rot/(v,0,p) = @ Rot(Qu,0)Qp = QT IQp = Q' Qp=p (11.28)
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11.5 Rotationen um eine Achse

2.: ORot'(v,a,x) _ Q" Rot(Qu, ) - Qp) (11.29)
Do - Oa .
+9(Rot(Qu, a) - Qp)
I . 11.30

=Q'((Q ) (Rot(Qu, o) - Qp)) 11.31

Q(axb)=(Qa

LX) OTQw x (QT Rot(Qu, a)Qp))
= v X Rot'(v,a)p

11.32

)
)
)
11.33)

(
(
(
(
Wie in Lemma 11.2 folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir DGL, dass Rot’ = Rot und
damit (11.26). 0

Das folgende Lemma klassifiziert SO(2) also die 2D Koordinatentransformationen mit
dem Ergebnis, dass es nur Drehungen gibt.

Lemma 11.6. Q € SO(2), dann Q = (Cf’so‘ _Sina) fiir ein a.

siInox Ccos«

Den eigentlichen Kern der Klassifikation von SO(3) importieren wir aus der linearen

Algebra.

Satz 17 (Normalform fiir Orthonormale Matrizen). Sei A € SO(n), dann gibt es Q €
SO(n), so dass QT AQ nur aus 1 x 1 und 2 x 2 Diagonalblicken besteht.

Dieser Satz ist eine starke Einschrankung fiir orthonormale Matrizen. Die Matrix )
hat die Rolle einer Koordinatentransformationen. Er sagt damit, dass man fiir eine ortho-
normale Matrix stets Koordinatensysteme wéhlen kann, so dass die Matrix unabhéngig
auf einzelnen Koordinaten oder 2-er Blocken von Koordinaten wirkt.

Damit klassifizieren wir jetzt die Koordinatentransformation in 3D mit dem Ergebnis,
dass jede eine Drehung um eine bestimmte Achse ist. ACHTUNG: Diese Aussage gilt
nicht in 4D.

Satz 18. Jede Matriz A € SO(3) ist A= Rot(v), v € R3.
Beweis. Nach Satz 17 gibt es @ € SO(3), so dass

1 00 1
QTAQsatzzw 0 % x| 2 g cosa —sina —Rot é)) (11.34)
0 * =« 0 sina cos«
1 a
= A=QQT4Q)Q" = QRot(a ()" =Rot(Q (1)) (11.35)
= Rot(aQe1) O

Damit kénnen wir die Umkehrfunktion der Rotation, also sozusagen die Arcus-
Rotation definieren. Wir haben damit gezeigt, dass sich jede SO(3) Koordinatentrans-
formation durch einen 3D Vektor der skalierten Achse darstellen kann. SO(3) hat also,
wie die Zahl der 6 Nebenbedingungen schon vermuten lief3, genau 3 Freiheitsgrade.

Definition. aRot(Q) =v < Rot(v) = QA |v| <=

65



11 Transformationen in 3D und Homogene Koordinaten

11.6 UKF fiir beliebige Mannigfaltigkeiten

11.6.1 Schéatzung einer Orientierung

Wir wollen uns dem Problem widmen mit Hilfe eines UKF die Orientierung eines Korpers
zu schétzen. Das heiflt, der zu schitzende Zustand X; beinhaltet eine Orientierung. Es
stellt sich die Frage, wie diese dargestellt werden kann.

Eine naheliegende Moglichkeit wire aus der 3 x 3 Matrix € SO(3) einen 9er Vektor zu
machen und einfach 9 Zahlen im Zustand zu haben. Die Zahlen unterliegen dann aber
nichtlinearen Nebenbedingungen (Lédnge 1, senkrecht) von denen der UKF nichts weif.
D.h. wenn der UKF den Mittelwert nach einer Messung anpasst sind die Zahlen in der
Regel keine Koordinatentransformation mehr. Das ist nicht iiberzeugend.

Eine zweite naheliegende Moglichkeit wére Satz 18 zu nutzen und die 3 x 3 Matrix
durch 3 Parameter v € R3 3 Parameter als Rot(v) darzustellen. Es gibe keine Ne-
benbedingungen, da jedes v eine giiltige Transformationen Rot(v) darstellt. Leider gibt
es doch ein Problem, dass sich tiefgriindig aus der topologischen Struktur von SO(3)
ergibt. SO(3) hat in jedem Punkt drei Freiheitsgrade, weil man immer eine kleine Dre-
hung Rot(év) draufmultiplizieren kann. Damit der Filter funktioniert, muss man dies
durch kleine Anderung der Parameter v realisieren kénnen. D.h. Rot(v) Rot(6v) muss
= Rot(v’) sein, wobei v — v’ gegen 0 geht, wenn dv gegen 0 geht. Also in Worten: Kleine
Anderungen in der Orientierung miissen durch kleine Anderungen in den Parametern
darstellbar sein. Dies ist nicht der Fall. Alle Vektoren v mit |v| = 27 stellen 360° Drehun-
gen um verschiedene Achsen, also alle die Einheitsmatrix dar. Damit haben fiir |v| = 27
zwar Anderungen der Linge eine Wirkung aber Anderungen, die die Linge gleich lassen
nicht. An dieser Stelle hat die Parametrisierung nur noch 1 und nicht 3 Freiheitgrade.

In der Tat gibt es keine Parametrisierung von SO(3) mit 3 Parametern ohne Singula-
ritdten (wird noch bewiesen).

11.6.2 Darstellung von Mannigfaltigkeiten im UKF

Die Idee ist, solche Zustandsrdume zu behandeln, indem man im UKF die Mittelwerte als
Zustand (also im Beispiel als 3 x 3 Matrix) aber deren Kovarianzen als iiber 3 Parameter
beschriebene Anderungen darstellt. Es wird also die Orientierung selbst als Matrix und
nur kleine Anderungen der Orientierung iiber Parameter dargestellt. Formal fithrt das
zu allgemeinen Zustédnden, so genannten Manigfaltigkeiten, die aber iiber Operationen
verfiigen miissen um kleine Anderungen als Vektor zu parametrisieren.

Dieser Zustandsraum ist fiir den UKF eine Blackbox. Der UKF greift nur zu iiber:
a) die Dynamik- und Messfunktionen, die ja spezifisch fiir jedes Messmodell und damit
auch fiir jeden Zustandsraum ist, und b) iiber die Operationen, die kleine Anderungen im
Zustand als Vektor darstellen und kleine als Vektor dargestellte Anderungen auf einen
Zustand draufrechnen. Alle generischen Formeln des UKF (Sigma-Punkt Propagation,
Kalman Gain, Zustandsaktualisierung) stiitzen sich auf dieser vektoriellen Darstellung
der Anderung relativ zum Mittelwert ab.

Formal ist die Zustandsmenge eine allgemeine Menge S mit den Operationen & : S X
R*" - 5,6:5x58 —>R" X :Q — §,sodass d — s®d an jedem Zustand s eine Bijektion
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11.6 UKF fiir beliebige Mannigfaltigkeiten

einer Umgebung von s mit einer Umgebung von 0 ist. Nach dem Einbettungssatz von
Whitney ist so eine Manigfaltigkeit S stets isomorph zu einer Teilmenge des RP. D. h. die
Zustinde sind wie Vektoren durch endlich viele Zahlen beschreibbar fiir die allerdings
zusétzliche Randbedingungen gelten. In unserem konkreten Beispiel von S = SO(3) ist
dies von vornherein der Fall. Eine 3 x 3 Matrix lédsst sich natiirlich auch als ein Vektor
von 9 Zahlen betrachten. Die Matrix muss allerdings auch noch orthonormal sein und
das definiert 6 Randbedingungen fiir die 9 Zahlen.

Zusammenfassend: Der Zustandsraum S ist durch reelle Zahlen mit Nebenbedingun-
gen beschreibbar aber ansonsten fiir den UKF eine Blackbox. Zugriff erfolgt nur durch die
Dyanmik- und Messmodelle und @, ©. Die Operation @ wendet auf einen Zustand s € S
eine kleine parametrisierte Anderung d an. Umgekehrt ergibt s, © 51 die parametrisierte
Anderung, die s; in sy iiberfiihrt. Es ist also

S1 D (82 &) 81) = S9 (11.36)

Bei Vektorrdumen ist einfach @& = +,© = — und alles bleibt beim alten. Bei Rotationen
gibt es z. B. zwei Moglichkeiten die im Folgenden diskutiert werden. Im Allgemeinen muss
fiir jede Manigfaltigkeit eine spezielle Parametrisierung gewéhlt und als @, © definiert
werden.

Eine einfache Parametrisierung besteht darin, die relative Orientierung als skalierte
Achse darzustellen.

Definition. Parametrisierung von S = SO(n),n = 3 durch Relativrotationen in lokalen
Koordinaten.

s®d = s-Rot(d) (11.37)
59O 51 = aRot (s s2) (11.38)

Bei dieser Definition wird die Achse in Korperkoordinaten dargestellt. Es ist daher
schwer sich die Zahlen z. B. in Kovarianzmatrizen vorzustellen. Einfacher fiir den Men-
schen verstéandlich wird es, wenn man die Achse der relativen Orientierung in Weltkoor-
dinaten darstellt. Dies fithrt zu folgender Definition.

Definition. Parametrisierung von S = SO(n),n = 3 durch Relativrotationen in Welt-
koordinaten.

s®d=s-Rot(s"'d) (11.39)
59O 51 = 51 - aRot(s] 's2) (11.40)

11.6.3 Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Mannigfaltigkeiten

Wir generalisieren jetzt unsere probabilistischen Standardbegriffe — Erwartungswert, Ko-
varianz und Gauflverteilung — mit Hilfe von & und © auf allgemeine Mannigfaltigkeiten.
Es muss bemerkt werden, dass diese Begriffe leider nicht mehr die mathematische Stren-
ge besitzen, wie ihre Vektorraum Pendants. Allgemein kann man aber sagen, dass der
dominante Fehler eines Filters eh darin liegt, dass die Funktionen linearisiert werden.
Im Verhéltnis dazu sind die Probleme dieser Definitionen eher klein.
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11 Transformationen in 3D und Homogene Koordinaten

Definition.
E(X): E(XSE(X)) =0 (11.41)
Cov(X,Y) =E(X SE(X))(Y S E(Y)") (11.42)
N (i, B) =@ N (0, X) (11.43)

Die Definitionen der S-Kovarianz (11.42) ist einfach. Sie ist eh definiert iiber die
Differenz zum Mittelwert ins &uflere Produkt erhoben. Diese Differenz wird einfach iiber
© statt — errechnet. Schwieriger ist die Definition des S-Erwartungswertes, weil S i. A.
keine Moglichkeit bieten, Elemente ,aufzusummieren“. Statt dessen kénnen wir aber
die © Differenz zu einem festen Referenzelement nehmen. Diese ist eine normaler Vektor
und dariiber kénnen wir wie iiblich einen Erwartungswert bilden. Das Ergebnis sollte die
& Differenz des S-Erwartungswertes zum Referenzelement sein. Insbesondere sollte das
Ergebnis 0 sein, wenn man als Referenzelement den Erwartungswert selbst nimmt. Diese
Uberlegung fithrt zur Definition des S-Erwartungswertes durch die implizite Gleichung
(11.41).

Da mit (11.41) E(X) nicht explizit definiert ist, stellt sich die Frage, wie man ihn
berechnet. Das folgende Lemma liefert einen Hinweis.

Lemma 11.7 (Ausrechnen des Erwartungswerts). Rechnet man iterativ:

pi+1 = pi @ E(X © p) (11.44)
So gilt, falls u; konvergiert:
lim pu; = E(X) (11.45)

Mit diesen Begriffen definieren wir jetzt die Annahmen die wir iiber unser zu
schitzendes System in S machen. Die Abhéngigkeit von der konkreten Zustandsma-
nigfaltigkeit versteckt sich in den Dynamik- und Messfunktionen ¢ und h, die ja eh
problemabhéngig sind. Ansonsten wird nur die Ungenauigkeit durch @& Addition von
Rauschen modelliert.

11.6.4 Annahmen

Xo ~ N (po, o), po € S, X € R
Xir1 = g(Xt, Up) D ety &1 ~ N (0, Eet)
Zy = h(Xy) + 8¢ 6 ~ N (0, Zg1)

= W b=

€, 6y unabhéngig.
Definition (Mannigfaltigkeits-Sigma-Propagation). Sei p € S, ¥ € R"*" f: S —> T

eine Abbildung zwischen zwei Manigfaltigkeiten, die mit entsprechenden Operationen @g,
Os, ®r, Or ausgestattet sind. Sei ferner LLT =% die Cholesky-Zerlegung von X.
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11.6 UKF fiir beliebige Mannigfaltigkeiten

ppo = f(u) (11.46)

[(f(u) 1 i)+ (11.47)

Kfit1 = b ST 5 1
n

> (f(n@s Lej) ©1 i)+

j=1

n

S (f(u®s —Lej) O 1) (11.48)
j=1
pp = lm gup; (11.49)

%y = 5[0 Or m) (i 01 1) T+

D (f(®s Ley) O p1g)(f (1 B Laj) ©1 ) "+
j=1

Z(f(ﬂ @5 —Laej) O1 p1f)(f(t ©5 —Lej) ©1 ,Uf)T (11.50)
j=1

n

[Z (1 ®s Log) ©7 ) (Lai) "+ (f(1 B —Laj) O is)(~Lai) "
= j=1

l\D\)—t

(11.51)

Im Vergleich zu der Vektorraum-Sigma-Propagation gibt es drei wesentliche Unter-
schiede.

e Die Sigma-Punkte, also p,p ®©g Lej, it ©5 —Lej werden durch aufaddieren eines
H,olgmas® mit @ statt + gewonnen.

e Fiir die Kovarianz werden die Differenzen zwischen dem Funktionswert der Sigma-
punkte und dem Mittelwert der Funktionswertswerte benttigt. Diese werden mit
© an Stelle von — berechnet.

e Die Formel fiir pf ist deutlich anders. Da man in 7" nicht summieren kann, wer-
den alle Funktionswerte von Sigmapunkten mit ©g relativ zu einem Referenzwert
parametrisiert, tiber diesen wird der Mittelwert gebildet und das Ergebnis wieder
mit @g auf den Referenzwert draufgeschlagen. Das Ergebnis hingt (leicht) vom
Referenzwert ab, deshalb wird es bis zur Konvergenz iteriert.

Vom UKF wird die Sigma-Punkt Propagation einmal im Dynamikschritt mit g und
einmal im Messschritt mit f benutzt. Im Dynamikschritt ist daher S = T'. Im Messschritt
ist T' der Messraum, ein Vektorraum, so dass ®r = + und ©p = —.
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11 Transformationen in 3D und Homogene Koordinaten

Ansonsten dndert sich der UKF nur darin, dass die Mannigfaltigkeits-Sigma-Punkt-
Propagation benutzt wird und bei der Aktualisierung von pu; im Messschritt die
Anderung mit @ auf den Zustand addiert wird.

11.6.5 Algorithmus

Dynamik(Uy = uy):
Wende Mannigfaltigkeits-o-Punkte-Propagation auf g, py—1,%¢—1 an, T'= S

it = fig (11.52)
S =3+ Sa, (11.53)

Messung(Z; = z): )
Wende Mannigfaltigkeits-o-Punkte-Propagation auf h, ji;, >y an, &r =+, O = —

K =S x(Shn + Sge) ! (11.54)
e = fie © K (20 — pn) (11.55)
Y =3 — Ky (11.56)
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12 Starrkorperbewegungen

Vorlesung
Fakt 1. Jede lingenerhaltende Transformation f des R3 lisst sich projektiv (d. h. in P3) 2007-02-07

durch eine Matriz der Form <%2 i) darstellen mit t € R3, Q € O(3).

Zusatz: Q € SO(3), falls f orientierungstreu
Beweisskizze.

1. f ist auch winkeltreu (f bewahrt (_, ))
[Denn: |ja 4 b||* — |ja — b||* = 4 (a, b), siche Wikipedial
2. f ist geradentreu
[Denn nach Cauchy-Schwarz: (a,b)? < |la|/* [|b]|*, ,=* gdw. a,b linear abhiingig.
a, b, c kollinear < ||a — b|| + ||c — b|| = ||la — ][]
3. Nach Hauptsatz der projektiven Geometrie existiert A € R*4, so dass:
f(w) = A(7) in Projektion

Sei A = (Cj Z)
0

rechte Spalte: Bild von (8), also ,endlich“ also b # 0, also auf 1 normierbar.
i

Annahme: a # 0 Dann existiert ein endlicher Vektor (7) mit A ({) = < :

) unendlich.
0

Widerspruch.
Also ist f(v) = A(7) =Qu+t, also Q € O(3) O

Fakt 2. Es existiert keine singularititenfreie ,,Parametrisierung® f : R — SO(3)

Was heifit das?
singularititenfrei = stetig (SO(3) — R3*3, mit Topologie aus R3*3:

f:_— 80(3) stetig & f:_— SO(3) — R3*3 stetig

f soll ,lokal“ R3 in SO(3) deformieren.

Formal: suchen Uberlagerung

das heiBt: zu ,kleiner“ Umgebung U von A € SO(3) besteht das Urbild f~!'U aus
disjunkten ,,Blattern“, die wie U aussehen

Beispiel: R iiberlagert SO(2) (siehe Abbildung 12.1)

Behauptung. Es ezisitiert keine Uberlagerung R — SO(3)
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12 Starrkorperbewegungen

Abbildung 12.1: Die reellen Zahlen R bilden eine Uberlagerung von S*. Die entsprechen-
de stetige Abbildung ergibt sich im Bild durch , herunterprojektion* der
Spirale R auf den darunter liegenden Kreis S!. Jede Umdrehung des
Kreises entspricht einer Schraubenwindung in der Spirale. Da Urbild
der offenen Umgebung eines Punktes u € S' sind damit unendlich vie-
le u; in R die jeweils um eine Schraubenwindung versetzt sind. Da R
einfach zusammenhiingend ist, ist dies eine universelle Uberlagerung.

12.1 (Einfacher) Zusammenhang

Definition (Pfad). Sei X ein (topologischer) Raum, x,y € X. Fin Pfad o von x nach
y ist eine stetige Abbildung o : [0,1] — X mit 0(0) =z, (1) = y.

Definition (homotop). o1, oo homotop < 3h : [0,1] x[0,1] — X, h(0,-) = 01, h(1,.) =
o2, h(.,0) =z, h(_,1) =y

Definition. Ein Nullpfad o — xq ist eine Abbildung oo(t) = xo

Fine Schleife bei xg = ist ein Pfad oxg — xg, o ist zusammenziehbar, gdw o,oq
homotop.
Definition. Ein Raum X ist zusammenhdingend < Vx,y € X3 Pfad v — y.

X ist einfach zusammenhdngend(1-zshd) < Jede Schleife in X ist zusammenziehbar.

Definition. Eine Uberlagerung p : X — X heift universell, wenn X 1-zshd (Abb. 12.1).

72



12.1 (Einfacher) Zusammenhang

Satz 19. Fiir X hinreichend zshd. iiberlagert eine universelle Uberlagerung X2 X alle
Uberlagerungen q von X. Y--—T-—->%

iberlagert

N

Lemma 12.1. Pfade liften eindeutig vom Basisraum in den tiberlagernden Raum bei
Festlegung des Anfangspunkts.

X

Beweis. vgl Abbildung 12.1 O

Rotation um ¢ in R? entspricht komplexer Multiplikation mit .
Darstellung von Rotationen im R? durch Einheitsquaternionen a + bi + ck + dk,
|(a,b,c,d)|| =1 =53 (siche Wikipedia). S® — SO(3) Uberlagerung. S ist 1-zshd.

Beweis von Fakt 2. (Widerspruchsbeweis)

Angenommen es ex. Uberlagerung R? — SO(3), dann ex. Uberlagerung S% — R3.

S3 ist kompakt (beschrinkt und abgeschlossen). Stetige Bilder kompakter Mengen sind
kompakt. Damit wire R? kompakt. Widerspruch. 0
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