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GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Groen auf Mannigfaltigkeiten

Eine Mannigfaltigkeit ist [...] ein
topologischer Raum, der lokal
dem euklidischen Raum R"
gleicht. Im Ganzen muss die
Mannigfaltigkeit jedoch nicht
einem euklidischen Raum
entsprechen [...].

Quelle: Wikipedia Quelle: wikipedia




GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Groen auf Mannigfaltigkeiten: Sphére

@ Beispiel: Punkt auf Sphére
(z.B. Erde)

@ Beispiel: Richtung im Raum
o S2={xeR®||x| =1}
@ 2 Freiheitsgrade

o tradionell: Langen und Breite x(\, ¢)

@ Singularitdt an den Polen
(¢ = £7/2 = +90°)

o Kleine Anderungen von x erfordern
groRe Anderung von (), ¢) Quelle: wikipedia

@ Besser: x € R3 als Vektor mit
Nebenbedingung |x| =1



GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Groen auf Mannigfaltigkeiten: 3D-Orientierung

o Beispiel: 3D-Orientierung

@ Ursprung, Abstand und Handigkeit
erhaltende Abbildung R3 — R3

S0(3) = {Q@: R® — R3|
Q(0) =0,
|Q(u) = Q(v)[ = |u—v],
sgn |Q(u) Q(v) Q(w)| = sgn [uvw|
¥

@ 3 Freiheitsgrade

@ Rot2Blau: Vektor in Rot-Koordinaten
abgebildet auf selben Vektor in
Blau-Koordinaten (alias)

Quelle: wikipedia



GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Groen auf Mannigfaltigkeiten: 3D-Orientierung

Beispiel: 3D-Orientierung
traditionell: Euler-Winkel Q(«, 3,7)
3 Zahlen, 3 Freiheitsgrade
Singularitat bei « =0

alternative bei o = +7/2

Quelle: wikipedia
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Groen auf Mannigfaltigkeiten: 3D-Orientierung

@ Beispiel: 3D-Orientierung
o traditionell: angle-axis Q(e)
@ 3 Zahlen, 3 Freiheitsgrade

o Singularitdt bei 0 = |e| =27 Y

X

Quelle: wikipedia



GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Groen auf Mannigfaltigkeiten: 3D-Orientierung

Beispiel: 3D-Orientierung

besser: Orthonormale Matrizen
{QeR¥[QTQ=1Q =1}
9 Zahlen, 3 Freiheitsgrade
Nebenbedingung QTR =1

Quelle: wikipedia



GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Groen auf Mannigfaltigkeiten: 3D-Orientierung

Beispiel: 3D-Orientierung
besser: Einheitsquaternionen
{aeR* g =1}

4 Zahlen, 3 Freiheitsgrade
Nebenbedingung |g| =1

Quelle: wikipedia



GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Groen auf Mannigfaltigkeiten: 3D-Pose

@ Beispiel: 3D-Posen

@ Abstand und Handigkeit erhaltende
Abbildung R3 — R3

SE(3) ={Q :R®— R3|
|Q(u) = Q(v)| = |u—v],
sgn |Q(u) Q(v)Q(w)| = sgn [uvw|
}

@ 6 Freiheitsgrade (3 Position, 3
Orientierung)

Quelle: wikipedia

@ Rot2Blau: Punkt in Rot-Koordinaten
abgebildet auf selben Punkt in
Blau-Koordinaten (alias)



GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Groen auf Mannigfaltigkeiten: 3D-Pose

o Beispiel: 3D-Posen

Q t 4x4
{[O 1]€]R

Q e R¥3 t c R?,
QTQ=1Q =1,

N\

Quelle: wikipedia



GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Einschub: Namensgebung in Programmen

@ Formale Genauigkeit Variablennamen ist enorm niitzlich

@ Bei Punkten Koordinatensystem Im Namen nennen:
pInA ist Punkt p in A-Koordinaten

o Alle Relativposen AInB nennen (4 x 4 Matrix):
so dass pInB = AInB-pInA

@ Multiplikation mit AInB von links konvertiert den selben Punkt
von A nach B Koordinaten

e Weltkoordinaten: pInWorld, AInWorld, ggf. weglassen p, A
@ Posen von Objekt als ObjectInWorld nicht WorldInObject



GroRen auf Mannigfaltigkeiten

Einschub: Namensgebung in Programmen

@ Inverse von AInB ist BInA

@ Konsistenz von Gleichungen rechts nach links ablesbar:
pInCam = CamInWorld*LObjectInWorld~pInObject

e Koordinatensysteme sinnvoll wahlen, z.B. Z immer nach oben

@ bei Gerdten Koordinatensysteme physisch sichtbar wahlen
(Kanten) oder anzeichnen

@ Bei Quaternionen: Klasse fiir Kombination von Orientierung g

und Translation t, v+ g- v - q~! + t mit Methoden fiir
Komposition und Invertierung, wie bei Matrizen



H-Mannigfaltigkeiten

Schéatzalgorithmen auf Mannigfaltigkeiten

@ Schitzalgorithmen kombinieren unsichere Messungen zur einer
moglichst genauen Schitzung eines unbekannten Zustandes, ...

@ z.B. quadratische Ausgleichsrechnung
(Kalibrierung, Modelfitting, SLAM)

e z.B. (Extended/Unscented) Kalmanfilter
(Lokalisation, Tracking)

@ ..., indem sie Unsicherheit probabilistisch modellieren,...
e mit Erwartungswert, Kovarianz, GauBverteilung

@ ..., und die wahrscheinlichste Losung suchen.



H-Mannigfaltigkeiten

Schéatzalgorithmen auf Mannigfaltigkeiten

Probleme fiir Schitzalgorithmen auf Mannigfaltigkeiten
Algorithmen betrachten Zustand als Vektor
Singularitaten fiihren zu Fehlfunktion

Wie beriicksichtigt man die Nebenbedingung beim Suchen der
wahrscheinlichsten Losung?

Wie definiert man Erwartungswert, Kovarianz und
GauBverteilung auf Mannigfaltigkeiten?



H-Mannigfaltigkeiten
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E-Mannigfaltigkeiten

B-Mannigfaltigkeiten

o Losung: @-Methode

@ Schitzalgorithmen arbeiten in Schritten

@ Betrachte in jedem Schritt Mannigfaltigkeit lokal als
Vektorraum,...

@ ... aber akkumuliere Schritte topologisch richtig in der
Mannigfaltigkeit

Verkapseln globale topologische Struktur
in Operatoren B und B
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E-Mannigfaltigkeiten

B-Mannigfaltigkeiten

e [E-Mannigfaltigkeit S mit
Operatoren

Hs:SxR"—= S, (1)
Hs:SxS —R.  (2)

@ y = xH J verdndert x um
vektorielles §

@ § = y B x berechnet vektorielle
Anderung d von x nach y
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E-Mannigfaltigkeiten

B-Mannigfaltigkeiten

“We write this operation [the state update] as
X — x + dx, even though it may involve considerable
more than vector addition.” W. Triggs [TMHFO0O, p.7]

@ Beitrag der B-Methode [Her08, HWFS10, WBF11]

@ Vage ldee formalisiert, inkl. Erwartungswert, Kovarianz und
GauBverteilung

@ Notation und Verkapselung B8 und B

@ Least-Squares und UKF adaptiert durch, im Wesentlichen,
Ersetzen von + durch B und — durch B
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E-Mannigfaltigkeiten

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf E5-Mannigfaltigkeiten

@ u €8, X Zufallsvariable in R"
e Y := M X Zufallsvariable in S
o GauRverteilung: N(u, ) := pBN(0,X), p €S, £ € R™"
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E-Mannigfaltigkeiten

Erwahrtungswert und Kovarianz auf E5-Mannigfaltigkeiten

EX < Jsx - p(X = x)dx. undefiniert

Gesucht: Aquivalente Formulierung fiir R” die auf
M-Mannigfaltigkeit definiert ist

EX = argmin, .5 E(|X 8 x|?)

= E(XBHEX)=0

CovX = E((XBEX)(XEZEX)T)

X Zufallsvariable in S: EX € S, Cov X € R"™"
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E-Mannigfaltigkeiten

Vektorraume

o Beispiel: R"”

xBHdi=x4+94, yHx=y-—x.
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E-Mannigfaltigkeiten

3D Orientierungen

@ Beispiel: 3D Orientierungen als Matrix
@ In x B0, Drehung um ¢ (angle-axis) relativ zu x

@ In y B x, Drehung y relativ zu x als angle-axis

xMd=xexpd, yHBx=log (X_I)/)7

x cosO+cx? —sz4+cxy sy+cxz
exp [}Z/} = sz+cxy cos@-+cy? —sx+cyz R
—sy+cxz  sx+cyz cosf+cz?

0 =+/x2+y2+ 22 s=sinch,c = 71_(5?59

0 X32—X23
. [m—m} ,0 = arccos X1,
2sinf Lxo1—x2

log x =
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E-Mannigfaltigkeiten

3D Orientierungen

@ Beispiel: 3D Orientierungen als Quaternion
@ In x 0, Drehung um ¢ (angle-axis) relativ zu x

e In y B x, Drehung y relativ zu x als angle-axis

XxBo=x-exp3, yBx=2logy '-x),

[ cos||d]|
sinc |66’

0 v=20

T (W n(||v]|/w

fog H _ ey 20w 20
+7/2,, w =0.

expd =
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E-Mannigfaltigkeiten

Least-Squares auf H-Mannigfaltigkeiten

Classical Least-Squares Least-Squares on a H-Manifold
f:R" = R™ f: 8-> M
f(X) —z~ N(0, X) f(X)Bz~ N(0, T)

Least Squares

& = argmin || f(x) — z||2 & = argmin || f(x) B z||2
x€ERN x€eS
. Te—1 f Ty—1
= argmin (f(x) —z) £~ " (f(x) — z) =argmin (f(x)Bz) X “(f(x)Bz)
xERN xeSs
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Gauls-Newton auf E5-Mannigfaltigkeiten

Classical Gauss-Newton Gauss-Newton on a {-Manifold
f:R" - R™ f:8§ > M
F(X) — z ~ N(0, T) F(X) 8z ~ N(0, ¥)

Iterate with initial guess xp until x; converges:

f(x; +cep) — f(x; — cey) (f(x; Beep)Bz) — (F(x; B —eey) B 2)
= Py Jok =
e 2e
xipp = x — (TR THITE TN g) — 2) xpa =g B (T 2T TR N () B 2)

Jok :



MTK, MTKM und SLoM

MTK, MTKM und SLoM

Bibliotheken fiir E3-Methode unter C++ (MTK,
SLoM) [HWFS10] und MATLAB (MTKM) [WBF11]

WWW.openslam.org
Manifold Toolkit (for Matlab)
Sparse Least Squares on Manifolds

Vektoren, 2D /3D Orientierung, 2D/ 3D Pose, als
B-Mannigfaltigkeit vordefiniert

Mechanismum um HE-Mannigfaltigkeiten als Klasse
zusammenzusetzen (mathematisch: x)

M, B und Indexverwaltung fiir Klasse automatisch generiert

Generische Implementierung von GauR-Newton,
Levenberg-Marquardt, UKF

Automatische Ausniitzung der Diinnbesetztheit des Problems


www.openslam.org

function z= project_point(intrinsic,cam2world,p_world)

p_cam = inv(cam2world.transform()) * [p_world;1]; / Transform to cam coords
z = pinhole(intrinsic.focal_length.vec, intrinsic.offset.vec, intrimnsic.
distortion.vec, p_cam(1:3));

load_data;
% define custom manifold compound type
intrinsic_t = mtk.make_compound(’focal_length’, @mtk.Rn,1,

offset’, @mtk.Rn,2,
>distortion’, @mtk.Rn,1);
% compute initial intrinsic and extrinsic parameters
compute_initial_parameters;
/ create optimization problem
o = mtk.OptimizationProblem();
% add intrinsic parameters
intrinsic_id = o.add_random_var (intrinsic);

cam2world_id_for_img = cell(num_images);
for i=1:num_images / for each calibration image
p_img = z{i}; p_world = M{i}; / get measurements

/ add extrinsic parameter (camera pose)
cam2world_id_for_img{i} = o.add_random_var (cam2world_for_img{i,1});

% add measurements (checkerboard corner points)
for j=1:size(p_img,2)
o.add_measurement (p_img(:, j), @project_point, {intrinsic_id,
cam2world_id_for_img{i}}, {p_world(:, j)}, Sigma);
end;
end

[X] = nrim(@o.fun, o0.X0); / solve problem
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Zusammenfassung

e GroRen auf Mannigfaltigkeiten erfordern Sonderbehandlung in
Schétzalgorithmen

@ M-Methode verkapselt diese in B und B Operatoren

@ axiomatisiert, mit Erwartungswert, Kovarianz und
GauBverteilung

@ Softwareunterstiitzung durch MTK, MTKM und SLoM

vermitteln auch zwischen Sicht als flacher Vektor und
struktierte Klasse

erzeugt B und B Operatoren fiir Klassen
verwaltet Indizes
Gaul-Newton, Levenberg-Marquardt und UKF

“Nur das Problem hinschreiben”
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