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Kapitel 1
Einleitung

Seit seiner Entwicklung in den sechziger Jahren ist der Extended Kalman Filter (EKF) einer
der beliebtesten Filter fiir nichtlineare Online-Zustandsschéitzung in den Ingenieurswissen-
schaften. Urspriinglich im Rahmen des US-Raumfahrtprogramms zur Positionsschitzung von
Raumféhren [18] auf Basis des Linearen Kalman Filters [14] entwickelt, wird der EKF heut-
zutage zur Losung einer Vielzahl verschiedener Schétzprobleme verwendet. Diese reichen von
der Positionsschiatzung eines Kraftfahrzeugs [26] tiber Orientierungsschitzung von Mobilte-
lefonen zu Entertainmentzwecken [9] bis hin zur Schétzung von nicht direkt beobachtbaren
Parametern in der computergestiitzten Biologie [17].

Es existieren Weiterentwicklungen des EKF, welche einfacher zu benutzen sind, dafiir aber
ein Geschwindigkeitsdefizit aufweisen. Ein Beispiel dafiir ist der Unscented Kalman Filter
(UKF) [12], welcher die Modellfunktionen an verschiedenen Stellen auswertet und aus den
Ergebnissen eine sehr genaue Zustandsschitzung erhilt. Im Gegensatz dazu verwendet der
EKF die partiellen Ableitungen (Jacobimatrizen) von Dynamik- und Messmodellen, welche
allerdings vorher vom Benutzer berechnet werden miissen. Besonders fiir grofle Modelle ist
dies mitunter zeitaufwéndig und kann bei ungeiibten Benutzern schnell zu Fehlern fithren.
In dieser Arbeit soll ein Framework entwickelt werden, welches das Berechnen der Jacobima-
trizen vom Benutzer iibernimmt und dabei die Performanz eines per Hand abgeleiteten EKF
behalten soll.

1.1 Motivation

Da die hdndische Differenzierung eine Fehlerquelle darstellt, liegt der Gedanke nahe, die Ja-
cobimatrizen durch einen Computer berechnen zu lassen. In der Praxis wird das haufig auch
umgesetzt, da Computeralgebrasysteme (CAS) wie Mathematica [36] oder die Symbolic Math
Toolbox von MATLAB [29] Funktionalitdten bereitstellen, durch welche ein exaktes symboli-
sches Bestimmen der Jacobimatrizen ermdéglicht wird. Es besteht auch die Méglichkeit einer

numerischen Bestimmung der Jacobimatrizen durch den Differentialquotienten. Dieser An-
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satz wird vom in MATLAB integrierten EKF [28] als Standardeinstellung verwendet.

Beide Ansitze haben Vor- und Nachteile: So ergibt eine symbolische Differenzierung zwar
exakte Ableitungen, aber diese sind bei komplizierten Ausdriicken oft sehr lang wenn auf
Optimierung keine Riicksicht genommen wird. Aulerdem miissen die Ableitungen nach der
Berechnung immer noch per Hand in das Zielsystem tibertragen werden, was eine Fehlerquel-
le birgt. Die numerische Berechnung der Jacobimatrizen ist einfach zu implementieren und
schnell, aber das Ergebnis ist nur eine Approximation und ungeniigende Genauigkeit kann
zu groflen Fehlern in der Linearisierung fithren. Fiir die schnelle und exakte Berechnung einer
Ableitung direkt im Zielsystem eignet sich die automatische Differenzierung. Durch Auftei-
len einer mathematischen Funktion in einzelne Unterausdriicke und rekursives Ausfithren der
Kettenregel macht es diese moglich, das Ergebnis und die Ableitung an einer Stelle exakt zu
bestimmen [20]. Dieses Verfahren ist unkompliziert zu implementieren und die Genauigkeit
héngt nur von der Maschinengenauigkeit ab.

Ein EKF auf Basis von automatischer Differenzierung wurde bereits 1999 von Leuck Et al.
implementiert und zum Tracking von Fahrzeugen verwendet [16]. Eine Untersuchung des EKF
an sich fand nicht statt. Es wurde aber festgestellt, dass der automatisch differenzierte EKF
nur etwa 5-10% langsamer war als ein per Hand differenzierter.

Simon Julier und Jeffrey Uhlmann, die Entwickler des UKF, beschreiben zwei Nachteile des
EKF gegeniiber des UKF [12]. Der Erste betrifft die Eigenschaft des EKF, dass dieser nur
korrekt bis zur ersten Ordnung ist, wobei der UKF Korrektheit der dritten Ordnung garan-
tiert [22, S. 454]. Dieser Nachteil betrifft nur die klassische Variante des EKF. Es ist mit
einem EKF héherer Ordnung moglich die Ubertragungsfunktionen weiter anzunihern und
damit ein dquivalentes Ergebnis zum UKF zu erhalten. Der zweite Nachteil ist, dass die
Berechnung der Jacobimatrizen nichttrivial ist und zu erheblichen Implementierungsschwie-
rigkeiten fithren kann. Da aber durch automatische Differenzierung das hindische Berechnen
der Jacobimatrizen entféllt, lasst sich ein generischer EKF implementieren, der genau so ein-
fach zu verwenden ist, wie eine Implementierung des UKF. Auflerdem ist der EKF fiir grofie
Zustdnde immer schneller.

Die Verwendung von Mannigfaltigkeiten als Zustand in einem Kalman Filter erlauben es
dem Benutzer, Schitzungen auf komplexen topologischen Raumen durchzufiihren, solange
diese lokal einem euklidischen Raum &hneln [10]. Ein Beispiel hierfiir sind geographische
Koordinaten. Diese kénnen lokal durch euklidische Koordinaten angenahert werden, aber
global schligt diese Annahme fehl. Ein Schitzalgorithmus betrachtet deshalb nur die Ande-
rungen zwischen Elementen einer Mannigfaltigkeit, welche wiederum euklidisch angenéhert
werden konnen. Die Berechnung von Jacobimatrizen auf Mannigfaltigkeiten ist kompliziert
und selbst fiir niedrigdimensionale Mannigfaltigkeiten resultiert diese in sehr langen Aus-
driicken [35]. Durch die automatische Differenzierung konnen direkt genaue Jacobimatrizen
der Mannigfaltigkeiten berechnet werden, ohne dass auf komplexe Ausdriicke Riicksicht ge-

nommen werden muss.
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1.2 Ziele und Aufbau der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein Framework zu entwickeln, das einen EKF implementiert und
die Jacobimatrizen per automatischer Differenzierung berechnet. Dabei soll das Interface es
unterstiitzen auch Mannigfaltigkeiten in die Zustidnde aufnehmen zu kénnen. Der Fokus des
Frameworks soll auf einfacher Benutzbarkeit, Geschwindigkeit und Korrektheit liegen.

Zu Beginn werden Grundlagen erldutert auf denen diese Arbeit basiert. Dazu gehéren Diffe-
renzierung, Kalman Filter und Mannigfaltigkeiten. Danach folgt ein Uberblick iiber das entwi-
ckelte Framework mit einer Interfacespezifikation und Implementierungsdetails. Anschliefend
wird das Framework unter verschiedenen Gesichtspunkten evaluiert und die Arbeit endet mit

einem Fazit und Ausblick.
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Kapitel 2
Grundlagen

Die Grundlagen gliedern sich in drei Teile. Zuerst wird ein Uberblick {iber verschiedene com-
puterbasierte Differenzierungsverfahren gegeben. Namentlich, die symbolische, numerische
und automatische Differenzierung. Es folgt eine Einfiihrung in die Zustandsschitzung mit
Kalman Filtern. Darunter fallen auch der Extended und Unscented Kalman Filter, welche
fiir nichtlineare Schétzung verwendet werden. Das Kapitel endet mit den mathematischen
Grundlagen von H-Mannigfaltigkeiten. Diese Art von Mannigfaltigkeit macht es auf sehr ele-
gante Weise moglich Ausgleichsrechnung auf komplexen mathematischen Strukturen durch-

zufiihren.

2.1 Differenzierung

Das Differenzieren einer mathematischen Funktion bildet die Ableitung dieser und beschreibt
so die kontinuierliche Verdnderung der Funktionswerte. Dieser Vorgang bildet die Grundlage
der Differentialrechnung, welche Anwendung in allen Disziplinen der Ingenieurswissenschaft
findet.

Das Bestimmen der Ableitung per Hand basiert auf einer Vielzahl von Regeln, welche auf
die Funktion angewendet werden konnen. Jede dieser Regeln entspricht einem eindeutigen
Unterausdruck innerhalb dieser Funktion und beschreibt wie verfahren werden muss, um aus
diesem Unterausdruck die exakte Ableitung zu erhalten.

Der Umstand, dass in einem einfachen Computerprogramm eine mathematische Funktion
als Black Box angesehen wird, macht es unmoglich diese Methode direkt anzuwenden. Die
folgenden Kapitel geben einen Uberblick iiber Verfahren, die es moglich machen trotzdem

computerbasiert exakt und schnell Ableitungen zu berechnen.
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2.1.1 Symbolisch

Symbolische Differenzierung betrachtet mathematische Funktionen in einem Computerpro-
gramm als Datenstruktur und nicht blof} als einfache Eingabe und Ausgabe von Zahlen. Diese
Datenstruktur speichert jeden einzelnen Unterausdruck der Funktion ab, sodass es moglich
wird Algorithmen zu schreiben, die die Funktion nicht nur Ausfithren, sondern auch Analy-
sieren und Optimieren kénnen. Da der genaue Aufbau der Funktion bekannt ist, macht es
dieser Ansatz auch mdoglich exakte unbestimmte Ableitungen dieser Funktionen zu berechnen,

indem die Ableitungsregeln auf jeden einzelnen Unterausdruck ausgefiihrt werden.

Der grofie Vorteil dieser Methode ist, dass die Ableitungsoperation fiir jede Funktion nur
einmal ausgefithrt werden muss. Danach ist diese fiir jede Eingabe wiederzuverwenden. Aller-
dings ist dieser Ansatz mit einem erheblichen Implementierungsaufwand verbunden, da fiir
jeden moéglichen Unterausdruck nicht nur die Ableitungskorrespondenzen, sondern auch eine
Klassenstruktur programmiert werden muss, die jeden moglichen Ausdruck rekursiv darstel-

len und auch ausfiithren kann.

Die Methode der symbolischen Differenzierung wird hauptséchlich in Computeralgebrasys-
temen [29][36] benutzt um dort schnell und unkompliziert Ableitungen berechnen zu lassen
und diese dann héndisch in das Zielsystem zu tUbertragen. Zwar fihrt dies zu der kiirzesten
Ausfiihrungszeit im Zielsystem, das hindische Ubertragen kann aber besonders bei langen

Ableitungen schnell zu Fehlern fiihren.

2.1.2 Numerisch

Ein einfacher Weg eine bestimmte Ableitung einer Funktion zu berechnen ist die numerische

Differenzierung iiber den Differentialquotienten [30, S. 325]

df (x)
dx

_ lim f(zo+h) = f(x0)

h—0 h (2.1)

=10
Fiir kleine Werte von h ldsst sich so sehr schnell eine Approximation der bestimmten Ab-
leitung an der Stelle zy berechnen. Leider ist fiir jede mogliche Wahl von h die berechnete
Steigung nur eine Approximation. Es ist also nicht mdoglich exakte bestimmte Ableitungen
mit dieser Methode zu bestimmen.

Diese Art der Differenzierung ist zwar sehr schnell und sehr einfach zu implementieren, aber
im Gegensatz zur symbolischen Differenzierung ist sie nicht exakt und muss fiir jeden Wert

von g neu berechnet werden.

2.1.3 Automatisch

Eine weitere Art computergestiitzt Ableitungen zu berechnen ist die automatische Differen-
zierung. Diese wurde von Wengert [34] und Rall [20] popularisiert und seither gab es viele

Veréffentlichungen in diesem Feld [11].
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Bei der automatischen Differenzierung wird ausgenutzt, dass alle mathematischen Funktionen
als eine Hintereinanderausfithrung von elementaren Funktionen betrachtet werden kénnen.
Das Anwenden der Kettenregel macht es moglich fiir jeden Zwischenschritt die bestimmte

Ableitung und das Funktionsergebnis an der gegebenen Stelle parallel zu berechnen.

Sei f = fso fyo fi eine Verkettung multivariater und multidimensionaler elementarer Funk-
tionen. Die automatische Differenzierung beschreibt fiir diesen Fall zwei Modi, die beide das
Matrixprodukt aus der resultierenden Jacobimatrix und einer Matrix 2/, 4y’ berechnen [11].
Der Vorwértsmodus berechnet das Ergebnis des Ausdrucks f’(zg) - 2’ wobei f'(zg) die Jaco-
bimatrix der Funktion f and der Stelle zq ist. Der Riickwartsmodus berechnet den Ausdruck
y' - f'(xg). Die Variablen 2/ und y’ werden vom Benutzer vorgegeben und koénnen jeden ge-
wiinschten Wert annehmen. Setzt man 2’ oder 4 auf die Einheitsmatrix entsprechender Grofie
berechnet man mit dem Vorwérts- und Riickwértsmodus blof8 die Jacobimatrix der Funktion
f

Der Vorwartsmodus berechnet fiir jede elementare Funktion in der Verkettung rekursiv zwei
Zahlen. Die erste Zahl entspricht dem FErgebnis der Funktion nach jedem einzelnen Ausfiih-
rungsschritt und die zweite Zahl dem Ergebnis der Kettenregel. Das Ergebnis einer automa-
tischen Differenzierung im Vorwértsmodus nach jedem Ausfiihrungsschritt am Beispiel von

f an der Stelle z ist folgendes:

[0 , ]
[fi(xo0) 5 filzo) - 2]
[f2(fi(z0)) » fa(fi(zo)) - fi(wo) - 2]
[f3(f2(fi(z0))) » fi(fa(fi(w0))) - f3(f1(20)) - fi(wo) - 2]

Das Ergebnis der automatischen Differenzierung findet sich nun in der zweiten Zelle des letz-
ten Schritts. Man beachte, dass in jedem Schritt blof§ die néchste Funktion in der Verkettung,

dessen Ableitung und das Ergebnis des letzten Ausfiihrungsschrittes verwendet wird.

Bei der Berechnung des Riickwéartsmodus muss zweistufig vorgegangen werden. Da fir die
Berechnung der Ableitungen mit Hilfe der Kettenregel die Funktionsergebnisse aus spéteren
Ausfithrungsschritten benotigt werden. Es werden also zuerst die Ergebnisse der Ausdriicke
fi(zo), fo(fi(zo)) und f3(f2(f1(x0))) berechnet und abgespeichert. Im zweiten Schritt folgt

die Berechnung der Ableitung von hinten nach vorne:

[f3(fa(fi(z0))) , ¥ - f3(f2(fi(w0)))]
[f2(f1(z0)) , (- f3(f2(f1(20)))) - fo(f1(20))]
[fi(xo) , (- f3(fa(f1(20))) - fa(f1(20))) - f1(zo)]

Auch hier findet sich das Ergebnis der automatischen Differenzierung in der zweiten Zelle des
letzten Schritts.

Diese Art der Differenzierung grenzt sich von der symbolischen Differenzierung ab, da sofort



2 Grundlagen 7

exakte bestimmte Ableitungen berechnet werden, ohne dass der Umweg iiber eine symbolische
unbestimmte Darstellung der Ableitung genommen wird. Dieser Umstand macht die auto-
matische Differenzierung sehr attraktiv zur Implementierung in einem Computerprogramm,

auf welche in den nichsten Kapiteln ndher eingegangen wird.

2.1.4 Differenzierung mit dualen Zahlen

Eine sehr elegante Methode zur Berechnung bestimmter Ableitungen per automatischer Dif-
ferenzierung im Vorwartsmodus ist die Evaluation einer Funktion mit dualen Zahlen als
Funktionsargument. Duale Zahlen wurden 1871 von Clifford [4] eingefiihrt und definieren
eine zweidimensionale Algebra auf den reellen Zahlen. Sie sind in ihrer Art sehr dhnlich zu
imagindren Zahlen in dem sie die reellen Zahlen mit einer abstrakten Einheit erweitern. Im
Gegensatz zu der imaginiren Einheit 4 fiir die i = —1 gilt, gilt fiir die duale Einheit ¢ = 0.
Sie ist also nilpotent.

Duale Zahlen haben die Eigenschaft, dass sie das Taylorpolynom einer Funktion ab der ers-
ten Entwicklung abschneiden. Da, wenn sie als Funktionsargument verwendet werden, ab der

zweiten Entwicklung jeder Term einen Faktor ¢2? = 0 enthilt:

w

2
Fl@o+€) = flao) + f'(@o)e + f"(0) S + " (wo) = + -

2 (2.2)
= f(wo) + f'(wo)e

Eine Evaluation einer Funktion mit einer dualen Einheit im Funktionsargument fiithrt also
dazu, dass der reelle Anteil das Ergebnis der Funktion an der Stelle zg und der duale An-
teil die Ableitung der Funktion an der Stelle z( ist. Hier ein Beispiel einer automatischen

Differenzierung anhand der Funktion f(z) = 22 + = an der Stelle 10:

FA0+¢€) = (104 €)? + (10 +¢)
= (100 + 20€ + €?) + (10 +¢)
=110 + 21e + €
=110 + 21e

(2.3)

Die per Hand bestimmte Ableitung von f(z) ist f/(x) = 22+1. Der Koeffizient von € entspricht
also der korrekten Ableitung an der Stelle 10.

Fiir multivariate Funktionen existiert ebenfalls ein auf dualen Zahlen basierender Ansatz zur
Bestimmung von Jacobimatrizen. Dazu wird fiir jede Dimension des Funktionsarguments ein
eigenes duales Element ¢;,¢ € [1,n] definiert, fir welche gilt: Vi, j € [1,n] : ¢je, = 0. Fiir eine

multivariate Funktion f(z) lasst sich die Jacobimatrix f’(x) an der Stelle 2y berechnen mit:

ng(acoJr(el,...,en)T)

(2.4)
F(@)] g = (le1](9), - -, [en] (9))
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Wobei [€,,](g) der Koeffizient der dualen Einheit €, in g ist.

2.2 Kalman Filter

Der Kalman Filter wird verwendet, um den Erwartungswert eines Zustands pu; € R™ und
die dazugehorige Kovarianz X; € R™*"™ optimal zu schitzen. Er wurde 1960 von Rudolph
Emil Kalman entwickelt [14] und in den folgenden Jahren im Rahmen des US Raumfahrt-

programms weiterentwickelt [18].

Wie bei einem Bayes Filter arbeitet der Kalman Filter zweistufig. Zuerst schreitet der Zustand
und die Kovarianz durch die Eigendynamik des Systems fort. Diese Dynamik wird modelliert
durch eine Zustandsiibergangsmatrix Fy € R™*™ welche mit dem Zustand multipliziert wird
um diesen fortschreiten zu lassen. Dies konnen beispielsweise Bewegungsgleichungen sein,
falls der Zustand eine Position und Geschwindigkeit enthélt. Falls der Zustandsiibergang von
einer Messung u; € RP, wie einem Odometrie Offset, abhédngt, kann diese durch eine lineare
Abbildung B; € R™P in den Zustand einfliefen. Der Zustandsiibergang von Zustand und

Kovarianz ist nun definiert als [31, S. 42]

fit = Fypig—1 + Buy

i N (2.5)
Yp= BN F +Qy

Wobei Q; € R"*" die Kovarianzmatrix des additiven Rauschens des Zustandsiibergangs ist
und fi; und ¥; der geschitzte Zustand und die Kovarianz vor Ausfiihrung des Messschritts
sind.

Der zweite Schritt des Kalman Filters ist der Mess- oder Updateschritt. Dabei werden aus
dem aktuell geschétzten Zustand Voraussagen iiber eine Messung gemacht und der Zustand
entsprechend der gegebenen Kovarianzen optimal geschétzt. Dabei konnen auch Zustinde
geschatzt werden, die nicht direkt messbar sind. Zur Modellierung der Messung aus dem
Zustand heraus wird eine Messmodellmatrix H; € R™*" verwendet. Diese berechnet aus
dem Erwartungswert des Zustands den Erwartungswert der Messung und der Kalman Filter
vergleicht diesen mit einer Beobachtung z; € R™ des Zustands. Der Messschritt ist definiert

als:
Ky =Y HI (HSHE + Ry)™

pe = fu + Ki(ze — Hyfur) (2.6)
Y =% — K HY,

K € R™™ ist der sogenannte Kalman-Gain. Dieser ist eine Art Gewichtung, wie stark die
Messung in den Zustand eingehen soll und ist abhéngig von den Kovarianzen des Zustands

¥, und der Messung R;.

Da Zustandiibergangs- und Messmodell lineare Funktionen sind, berechnet der Kalman Fil-
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ter fiir die gegebenen Modelle eine optimale Schiatzung von Zustand und Kovarianz. Das
bedeutet, dass die Schéitzung eine minimale quadratische Abweichung von den tatséchlichen
Werten hat.

Der stochastische Prozess eines Kalman Filters gleicht einem Hidden Markov Model [1], da
fiir einen unbeobachtbaren Zustand tiber Messungen Riickschliisse gezogen werden. Aufler-
dem héngt auch beim Kalman Filter der Zustand zum Zeitpunkt ¢ nur vom Zustand zum
Zeitpunkt ¢ — 1 und die Messungen vom derzeitigen Zustand ab. Zuséatzlich zu den Markov
Annahmen werden beim Kalman Filter die Annahmen getroffen, dass die Abhéngigkeiten
zwischen den Zustédnden linearer Natur, die Rauschterme gaufiverteilt und die Messungen
unabhéngig voneinander sind. Die Annahme, dass es sich bei den Modellen um lineare Ab-
hangigkeiten handelt, schlagt fiir die meisten Schatzprobleme fehl, da Zustandsiibergange und
Messabhéngigkeiten oft nichtlineare Anteile haben. Fiir diesen Fall existieren Weiterentwick-
lungen des Kalman Filters, wie der Extended und Unscented Kalman Filter, die nichtlineare

Dynamik- und Messmodelle unterstiitzen.

2.2.1 Extended Kalman Filter

Der Extended Kalman Filter (EKF) ist eine Weiterentwicklung des Kalman Filters fiir nicht-
lineare Systeme. Die Grundidee dieses Filters ist die Linearisierung der nichtlinearen Modelle
am momentanen Erwartungswert und die Anwendung der Gleichungen des klassischen Kal-

man Filters.

Anstelle der linearen Modellmatrizen werden im EKF eine Funktion f(z,u) : R™ x RP — R"
als Dynamikmodell und eine Funktion A(x) : R” — R als Messmodell verwendet. Da durch
die Kovarianzmatrix eine mehrdimensionale Gauflverteilung parametrisiert wird, miissen li-
neare Abbildungen als Ubertragungsfunktion verwendet werden. Ansonsten wire die resul-
tierende Verteilung nicht mehr gaufiverteilt. Aus diesem Grund werden die Jacobimatrizen
der Modellfunktionen am Erwartungswert berechnet, um die Kovarianz fortschreiten zu las-
sen [31, S. 42].

Dynamik:

it = f(pe—1,uz)

F = Of (x,u)

Ox T=py—1,U=Ut

¥ = tht—lFtT + Q¢
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Messung;:
o, - Oh(x)
ox x=]it
K; = S.HF (HSHE + Ry) ™! (2.8)

pe = fig + Ke(ze — h(jiz))
Y =% — K HSy

Im Gegensatz zum klassischen Kalman Filter ist der EKF durch die Linearisierung kein Op-
timalfilter. Aulerdem koénnen durch die Linearisierung bei nichtlinearen Funktionen hohen
Grades Fehler in der Schiatzung entstehen. In den meisten Féllen reicht die Performanz ei-
nes EKF aber aus und er ist einer der meistverwendeten Algorithmen in der nichtlinearen
Zustandsschétzung [12][22, S. 296][31, S. 61].

2.2.1.1 EKF mit nicht-additivem Rauschen

Die urspriingliche Formulierung des Kalman Filters betrachtet das Dynamikrauschen @; und
Messrauschen R; als additiv. Das bedeutet, dass dieses nur iber eine Addition in die Schét-
zung der Kovarianz einflieft. Im Falle der Messung macht dies auch Sinn, da die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der modellierten Messung und der Beobachtung summiert werden
miissen um eine gesamte Unwahrscheinlichkeitsschatzung zu erhalten. Mochte man aber zum
Beispiel in der Dynamik das Rauschen in Abhéngigkeit der Zustandsiibergangsmessung u;
modellieren, sind die klassischen EKF Gleichungen nicht mehr anwendbar. Fiir diesen Fall
kénnen diese durch eine allgemeinere Formulierung ersetzt werden, welche es erlaubt die An-
griffspunkte und das Verhalten des Rauschens in den Modellen selbst zu definieren. Dafiir
werden Rauschparameter wy ~ N (0, Q¢) und v; ~ N(0, R;) in das Dynamik- und Messmodell
eingefiihrt, iiber welche definiert wird an welchen Stellen das mehrdimensionale Rauschen in
den Modellen angreift. Durch Differenzierung iiber die neuen Parameter kann erreicht werden

das Rauschen korrekt in die Schétzung der Kovarianz zu integrieren [22, S. 400]:

Dynamik:
fie = f(p—1,ut,0)
- af(ﬂg u, w)
x r=pt—1,u=ut,w=0
2.
0 (&, u,w) 29

L=

ow r=pt—1,u=ut,w=>0

S = Y 1 FL + LiQ LT
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Messung;:
o - Oh(z,v)
Ox r=p¢,v=0
M, = 8h(ax,v)
v le=e=0 (2.10)

Ky =S H (HSHE + M R,MT) ™!
pe = fu + Ki(ze — h(f, 0))
Y =% — K HYy

Indem der Rauschvektor in den Modellen mit dem Ergebnis aufsummiert wird, lésst sich
dquivalentes Verhalten zu der klassischen EKF Formulierung erreichen. Da in diesem Fall die

Jacobimatrizen L; und M; Einheitsmatrizen sind.

Verglichen mit der klassischen benétigt die nicht-additive Formulierung die doppelte Anzahl
an Jakobimatrizen und in der Ausfithrung vier weitere Matrixmultiplikationen. Daher sollte
die nicht-additive Formulierung nur verwendet werden, wenn groler Wert auf Prizision und

korrekte Rauschmodellierung gelegt wird.

2.2.1.2 Second Order Extended Kalman Filter

Da einfache Linearisierung von den Modellen eines EKF in manchen Fillen zu Fehlern fiihren
kann, kann es niitzlich sein diese {iber eine weitere Entwicklung anzundhern. Dazu wurden
Extended Kalman Filter hoherer Ordnung entwickelt und der EKF zweiter Ordnung soll an
dieser Stelle vorgestellt werden.

Die Kovarianzpropagation ist identisch zu der des klassischen EKF. Fiir die Berechnung des
neuen Erwartungswertes wird die zweite Taylorentwicklung des Modells um den momentanen
Erwartungswert berechnet und als neuer Summand eingefiihrt. Der Dynamikschritt des EKF

zweiter Ordnung ist folgendermafen definiert [22, S. 419]:

azfi(x, w)
Oui = =32

T=ppo1,U=Ut

_ 1<
fe = f(pe—1,ut) + 3 > ETr[Crisi]

2= (2.11)
T om T=pe—1,u=us

St = FS  FF +Q;

Die Matrix C;; ist die Hesse-Matrix der i-ten Komponente des Dynamikmodells. In der
Berechnung des neuen Erwartungswerts entspricht Tr[X] der Spur der Matrix X und €; dem

i-ten kanonischen Einheitsvektor.
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Der Messschritt des EKF zweiter Ordnung ist folgendermaflen definiert:

o - Oh(z)
ox r=[it
K, =S HN (HSHE + R) ™!
0%h;(z)
Dri=—%5 ) (2.12)
T=[t

_ _ 1 o =
Ut = [t + Kt(Zt — h(,ut)) — iKt Z eiTr [Dt,iEt}
i=1
Et = i:15 - Kthit

Wobei die Matrix D;; die Hesse-Matrix der i-ten Komponente des Messmodells ist. Dieser
EKF bietet bessere Performanz als ein klassischer EKF [22, S. 418] benétigt aber die zweiten

Ableitungen der Modelle in Form von Hesse-Matrizen, welche aufwéindig zu berechnen sind.

2.2.2 Unscented Kalman Filter

Der Unscented Kalman Filter (UKF) ist ein weiterer Ansatz einen Kalman Filter fiir nichtli-
neare Modelle zu implementieren. Im Gegensatz zum EKF verspricht der UKF hoéhere Prézisi-
on fiir hochgradig nichtlineare Modelle und einfachere Benutzbarkeit, da keine Jacobimatrizen
der Modelle mehr benétigt werden [12].

Der UKF verwendet zur Fehlerfortpflanzung keine vorgegebenen Jacobimatrizen, sondern
die sogenannte Unscented Transform [13]. Diese wertet die Modellfunktion an verschiedenen
Punkten aus und berechnet aus der resultierenden Verteilung den neuen Erwartungswert und
die neue Kovarianz. Die Auswahl dieser sogenannten Sigmapunkte X erfolgt dabei nicht zufal-
lig, sondern deterministisch in Abhéngigkeit von der Kovarianz ¥ und Gewichtungsfaktoren
W um den Erwartungswert p herum. Die Sigmapunkte und Gewichte des Dynamikschritts

werden folgendermaflen berechnet:

K

Xt(9)1 = Ht—1 wO = p——

i i 1
Xt(f)l = Ht—1+ (\/ (n+ H)Et—1> W) = m (2.13)

i
, : 1
xmH —(\/Tl"‘liz_) witn) — —
t—1 Hi—1 ( )Y ; 2(n+ k)
Dabei ist n die Dimension des Zustands i und k ein Skalierungsparameter. Dieser Skalierungs-
parameter liefert bei n + x = 3 fiir gauBlverteilte Wahrscheinlichkeitsdichten ein optimales
Ergebnis [12]. Die Quadratwurzel der skalierten Kovarianz kann umgesetzt werden durch die
Cholesky-Zerlegung.

Die berechneten Sigmapunkte kénnen nun dazu verwendet werden in dem Dynamikschritt
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den neuen Erwartungswert und die neue Kovarianz zu berechnen:
jt*(z) = f(Xt(i)lv ut)

2n )
=y W@
=0

Y = 22” w® (‘)Et*(i) - ﬁt) (‘)Et*(i) - ﬂt)T + Q¢
i=0

(2.14)

Ahnlich wie im Dynamikschritt werden im Messschritt wieder Sigmapunkte und Gewichte

aus der neuen Kovarianz generiert:

5(0) _ - 0 _ K

x\ = —

t He W n—+kK

XD = py+ ( (n+ k)X > Wi — 1 (2.15)
! i 2(n + k)

S(n+1i — — i+n 1
2 == (n+ 0% wim = L

)

Nach der Generierung der Sigmapunkte kann dann der Messschritt auf Basis dieser ausgefiihrt

werden:
2 = (&)

5 = % W@z
1=0
5= 3O (20 - 2) (20 - 2)" + &
- (2.16)
(

5 ) (20 - 2)"

Ky =57 (27

2n
mr=wl
1=0

pe = i + Ky (20 — %)
=% - K (307)T

Diese komplexe Berechnung des neuen Zustandes fithrt dazu, dass der Erwartungswert bis
zur dritten Ordnung korrekt bestimmt wird und durch optimieren des Skalierungsparameters
k eine Fehlerminimierung in der vierten Ordnung erreicht werden kann [22, S. 454]. Da aber
zur Generierung der Sigmapunkte eine Cholesky-Zerlegung durchgefithrt werden muss und
die Modelle fiir jeden Sigmapunkt evaluiert werden miissen, ist dieser Ansatz, besonders fiir

grofle Zustiande, vergleichsweise langsam.
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2.3 Mannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeiten beschreiben mathematische Raume, die sich lokal wie ein euklidischer
Vektorraum verhalten aber global eine komplexe topologische Struktur haben kénnen [10].
Schétzalgorithmen wie der Kalman Filter arbeiten im Normalfall nur auf Zustédnden z €
R"™. Mo6chte man aber beispielsweise eine Rotation im zweidimensionalen Raum schétzen,
konnte man denken, dass es ausreicht einen einfachen Winkel o € [—m,7) in den Zustand
aufzunehmen. Erreicht dieser Wert die Grenze des Intervalls, reicht eine kleine Verdnderung
des Zustands aus um eine grofle Verdnderung des Parameters auszulésen. Dieses Verhalten
wird als Singularitit bezeichnet und kann durch eine Uberparametrisierung des Zustands
umgangen werden. Eine mogliche Uberparametrisierung der zweidimensionalen Rotationen ist
die Gruppe der 2D-Rotationsmatrizen SO(2) := {Q € R?*? | QQT = QTQ = IAdet(Q) = 1}.

Es ist aber nicht moéglich die Eigenschaften dieser Matrizen im Kalman Filter zu erhalten.

Eine Losung dieses Problems ist die Variable global iiberzuparametrisieren und lokal fiir
Verdnderungen eine Minimalparametrisierung zu verwenden, welche sich fiir kleine Werte
wie ein euklidischer Raum verhélt [10]. Um diese Variable in Algorithmen wie dem Kalman
Filter verwenden zu kénnen werden Operatoren eingefiihrt, mit welchen der Filter auf die
Variable zugreifen kann. Der erste Operator ist der H-Operator, mit welchem eine vektorielle

Anderung auf eine Mannigfaltigkeit addiert werden kann:
H:SxR"— S (2.17)

Der zweite Operator ist der H-Operator, welche die Differenz von zwei Mannigfaltigkeiten als
Vektor berechnet:
H:SxS—R" (2.18)

Die Definition der Operatoren ist fiir alle x € S an folgende Axiome gebunden:

rHBO=2
Vye SxHB(yBx) =y
VoeR": (zB0)Bx)=46
V81,6 € R” : ||(2 8161) B (2 8 6) | < 161 — b

Fiir eine mathematische Herleitung dieser Operatoren aus der Theorie der Mannigfaltigkeiten
siehe [10].

Die Eleganz dieses Ansatzes liegt darin, dass in Schétzalgorithmen im Normalfall nur die
+ und — Operatoren gegen H und H ausgetauscht werden miissen. Der Schétzalgorithmus
arbeitet dann nur auf den Verdnderungen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten, welche als Vektor
dargestellt werden. Im Falle des EKF und UKF miissen leichte Verdnderungen vorgenommen
werden. Die Berechnung der Jacobimatrizen im EKF muss auf eine spezielle Art geschehen

(ab Formel 2.23) und der Erwartungswert im UKF wird iterativ an den korrekten Wert
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angendhert [10].

Um aus einer Funktion, die eine Mannigfaltigkeit als Funktionsargument oder Funktions-
wert besitzt, die Jacobimatrix am Punkt xp zu berechnen, muss eine der folgenden Formeln

verwendet werden [35]:

BB
f:8—S 0f(w80) B f{x) (2.23)
06 r=1x0,0=0
f:S—R" 9/ B9) (2.24)
00 r=1x0,0=0
[Rns Y+ B/@) (2.25)
00 r=x0,0=0
Aus diesen Gleichungen folgt die Definition des EKF auf Mannigfaltigkeiten [23]:
Dynamik:
fie = f(pt—1,ut,0)
Of (x B, u,w) B f(z,u,w)
Ft -
85 ;p:ut,l,u:ut,wzo
af(x)uvw+6) E’f(l"u’w)
Lt =
8(5 z:#t,hu:ut,w:(]
Y = B Fl + LiQ LT
Messung;:
H, — Oh(xz B d,v) B h(z,v) (2.26)
85 r=[1t,v=0
Oh(z,v 4+ 6) B h(x,v)
Mt ==
6(5 xZﬂt,’UZO

Ky =YHI (HSHE + MR M) ™!

Yt = Ki(2e Baq h(fae,0))

O((zHd)Hy)H (+Hy)
96

D, =

T=[t, Y=Yt
p = i BBy
¥ = Dy(%y — K:H, %) D!

Wobei Hp der B-Operator einer Mannigfaltigkeitsmessung ist. Im Messschritt wird zuséatzlich
zur Definition des EKF (siehe Kapitel 2.2.1.1) eine weitere Jacobimatrix D; berechnet. Diese
ist notwendig, da die Kovarianzmatrix ¥; auf dem lokalen Vektorraum um fi; definiert ist und
im allgemeinen p BN (y, X) # (nBy) BAN(0,X) gilt [23]. Wobei u der alte Erwartungswert,
y die Innovation und 3 eine Kovarianzmatrix ist. Daher muss die Kovarianz des Zustands in

das Koordinatensystem um den neuen Erwartungswert ji; By transformiert werden.
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Kapitel 3

Framework

Automatische

- Differenzierung
—
S
)]
E Dynamikschritt Messschritt
O
L
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII: zustand&KovarianZ lrllllllllllllllllllllIIIIIIIIII
[
GN) - H  Dynamikmodell H
5t e
C 9 H Dynamikrauschen | H
G) E o o T T I
a8 "'q_) || Zustandsiibergangs- ! 1
g © | ____messung |
>

Abbildung 3.1 Ubersicht iiber das entwickelte Framework.
Durchgezogene Rahmen entsprechen Funktionen und gestrichelte Rahmen Va-
riablen

In dieser Arbeit wurde ein Framework entwickelt, welches einen EKF implementiert, oh-
ne dass der Benutzer Jacobimatrizen definieren muss. Dabei unterstiitzen der EKF und die
Funktionen die Aufnahme von Mannigfaltigkeiten als Zustand und Messung. Die Berechnung
der Jacobimatrizen geschieht auf Basis von automatischer Differenzierung, da diese schnel-
le und exakte Ergebnisse liefert. Daher auch der Name des Frameworks: Ein Automatisch
Differenzierter Extended Kalman Filter - ADEKF.

Wie in Abb. 3.1 dargestellt, hat der Benutzer nach Initialisierung von Zustand und Kovarianz
die Moglichkeit einen Dynamikschritt oder einen Messschritt auszufiihren. Fiir einen Dyna-
mikschritt muss der Benutzer dabei nur das Dynamikmodell, das Dynamikrauschen in Form

einer Kovarianzmatrix und eine Zustandsiibergangsmessung iibergeben. Die Berechnung der
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Jacobimatrizen findet innerhalb des Frameworks iiber automatische Differenzierung statt. Die
Jacobimatrizen fiir den Messschritt werden ebenfalls innerhalb des Frameworks berechnet und
der Benutzer muss nur ein Messmodell, das Messrauschen in Form einer Kovarianzmatrix und

eine Messung iibergeben.

Technisch gesehen handelt es sich um eine in C4++ geschriebene header-only Bibliothek. Da
die Bibliothek nur aus Headerdateien besteht, ist es sehr einfach sie in ein bestehendes Projekt
zu integrieren. Die einzige obligatorische externe Abhéngigkeit ist Eigen [5], eine Bibliothek
fiir lineare Algebra. Intern werden Dateien aus dem Ceres Solver [3] fiir die Implementierung
der dualen Zahlen (siehe Kapitel 3.1) und verschiedenen Hilfsfunktionen verwendet. Eine
optionale Abhéngigkeit ist der Praprozessor von Boost [2]. Dieser wird nur zur Konstruktion

von zusammengesetzten Mannigfaltigkeiten (siehe Kapitel 3.2.2) verwendet.

Die Bibliothek besteht aus sieben Dateien, auf welche hier etwas genauer eingegangen werden

soll:

ADEKF.h Dies ist die Hauptklasse des Frameworks. Sie beinhaltet eine Implementierung
des Extended Kalman Filters, sowie Funktionalitdt zur automatischen Bestimmung von
Jacobimatrizen. Im Normalfall ist dies die einzige Datei, die vom Benutzer eingebunden

werden muss.

ADEKFUtils.h Diese Datei enthédlt Funktionen zur Dimensionsbestimmung von Matrizen
und Mannigfaltigkeiten und interne Hilfsfunktionen fiir den EKF.

SO2.h Diese Klasse implementiert die Mannigfaltigkeit SO(2), die Gruppe der 2D-Rota-

tionsmatrizen. Zur Schétzung von 2D-Rotationen im ADEKF.

S0O3.h Diese Klasse implementiert die Mannigfaltigkeit SO(3), die Gruppe der 3D-Rota-

tionsmatrizen. Zur Schitzung von 3D-Rotationen im ADEKF.

jet.h Eine Implementierung der dualen Zahlen. Diese Datei stammt aus der Ceres Solver
Bibliothek.

rotation.h Implementierung von Hilfsfunktionen zur Arbeit mit Quaternionen. Diese Datei

stammt aus der Ceres Solver Bibliothek.

ManifoldCreator.h Diese Datei stellt Funktionalitdten zur einfachen Definition von zu-

sammengesetzten Mannigfaltigkeiten bereit.

3.1 Implementierung und Verwendung der dualen Zahlen

Die Implementierung der dualen Zahlen stammt aus dem Ceres Solver [3]. Diese Bibliothek
ist ein Open Source Projekt von Google und enthélt Werkzeuge zum Losen von Optimie-
rungsproblemen. Es wurde sich fiir diese Implementierung entschieden, da der Ceres Solver

stetig weiterentwickelt und viel getestet wird.
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Damit diese Klasse von Zahlen mit allen in der Standard Bibliothek enthaltenen Funktionen
benutzbar ist, werden diese in der Implementierung iiberladen und berechnen nicht nur das
Funktionsergebnis, sondern auch die bestimmte Ableitung durch Anwendung der Kettenregel.
Intern wird die Ableitung nicht als Zahl sondern als Vektor gespeichert, damit die Ableitung
multivariater Funktionen moglich wird. Die Implementierung dieser dualen Zahlen, welche
vom Ceres Solver Jets genannt werden, sieht am Beispiel der bindren Plus- und Sinusfunktion

in etwa folgendermaflen aus:

template <typename T, int N>
struct Jet {

template <typename Derived>
Jet (const T& a, const Eigen::DenseBase<Derived>& v)

ca(a), v(v) {}
T a;
Eigen :: Matrix<T, N, 1> v;
s

template <typename T, int N>

Jet<T, N> operator+(const Jet<T, N>& f, const Jet<T, N>& g) {
return Jet<T, N>(f.a + g.a, f.v + g.v);

}

using std::sin;

template <typename T, int N>
Jet<T, N> sin(const Jet<T, N>& f) {
return Jet<T, N>(sin(f.a), cos(f.a) x f.v);

}

Diese Art der Implementierung fithrt dazu, dass alle Funktionen die auf die Verwendung mit
klassischen Gleitkommazahlen ausgelegt sind auch auf dualen Zahlen funktionieren. Um nicht
jede Funktion fiir jeden Typ neu schreiben zu miissen ist es moglich C++-Template Typen
anstelle eines festen Datentyps zu verwenden. Solange die Funktionsargumente und Ergeb-
nisse von diesem Template Typ abhéngig sind, ist es moglich die Funktion mit dualen Zahlen
abzuleiten. Es ist nicht méglich Funktionstemplates ohne Instanzierung an eine andere Klasse
zu iibergeben. Um den Benutzer von den dualen Zahlen zu entkoppeln, kénnen Funktoren mit
getemplatetem Klammeroperator verwendet werden. Diese erlauben es den Funktor an eine
Klasse zu iibergeben und die Templateinitialisierung erst bei der Ausfiihrung des Funktors

vorzunehmen.

struct Funktor {
template <typename T>
T operator () (T& input) {
T result;
//Implementation
return result;

}

} functor;
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Um diesen Funktor abzuleiten, muss ein Jet entsprechender Gréfle an diesen iibergeben
werden. Die Grofle richtet sich dabei nach der Anzahl von Funktionsargumenten. Danach
wird fiir jedes Funktionsargument ein Jet erstellt, der an der entsprechenden Stelle mit 1
initialisiert ist. Fiir diese Initialisierung ist im Ceres Solver ein Konstruktor fiir Jets definiert.
Fithrt man nun den Funktor mit Jets als Parameter aus, sind die Spalten der Jacobimatrix
direkt aus dem resultierenden Jet auslesbar. Hier am Beispiel ein Jet mit 10 als reellem
Anteil:

ceres :: Jet<double, 1> result = functor(ceres::Jet<double, 1>(10, 0));

Fiir die Berechnung der Jacobimatrix einer multivariaten und multidimensionalen Funktion

wird zuerst ein entsprechender Funktor definiert:

struct MultiFunctor {
template <typename T>
Matrix<T, 3, 1> operator () (Matrix<T, 5, 1>& input) {
Matrix<T, 3, 1> result;
//Implementation
return result;

}

} multiFunctor;

Der Funktor erwartet einen Vektor der Gréfle 5 und gibt einen Vektor der Grofie 3 zurtick.

Die Konstruktion des Jet-Vektors geschieht folgendermaflen:

Matrix<ceres :: Jet<double, 5>, 5, 1> input;

for (unsigned i = 0; i < 5; ++i)
input[i] = ceres::Jet<ScalarType, Size >(0, i);

Es folgt die Ausfithrung des Funktors auf dem Jet-Vektor und die Extraktion der Jacobima-

trix aus dem Ergebnis:

Matrix<double, 5, 1> x0 = ...; //Calculate the Derivative at the Point z0
Matrix<ceres :: Jet<double, 5>, 3, 1> result = multiFunctor(x0 + input);
Matrix<double, 3, 5> jacobian;

for (int i = 0; 1 < 3; ++i)
jacobian.row(i) = result[i].v;

Jede Zeile der resultierenden Jacobimatrix entspricht dem dualen Anteil des entsprechenden
Jet-Objekts. Die Jacobimatrix enthélt nun die bestimmten partiellen Ableitungen an der
Stelle xg.

3.2 Interface

In diesem Kapitel wird die Verwendung des ADEKF beschrieben. Zuerst die Initialisierung
des Filters und die grundlegende Verwendung. In Kapitel 3.2.1 wird die Anwendung von
nichtadditivem Rauschen (siehe Kapitel 2.2.1.1) erlautert und in Kapitel 3.2.2 der Aufbau
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und die Verwendung von Mannigfaltigkeiten.

Der Konstruktor erwartet eine Initialisierung des Zustands und der Kovarianz. Der Typ des
Zustands wird iiber den Templateparameter der EKF-Klasse vom Benutzer festgelegt und
der Typ der Kovarianz ist immer eine Eigen-Matrix in der entsprechenden Gréfle und dem
Zahlentyp des Zustands. Eine Initialisierung des Filters mit einem Nullvektor als Zustand

und einer Einheitsmatrix als Kovarianz geschieht folgendermaflen:

#include "ADEKF.h"

constexpr unsigned StateSize = ...; //The Dimension of the State
using ScalarType = ...; //e.g. float or double

template<typename T>
using State = Eigen :: Matrix<T', StateSize, 1>;

using Covariance = Eigen:: Matrix<ScalarType, StateSize, StateSize >;

ADEKF: :EKF ekf(State<ScalarType >::Zero(), Covariance:: Identity ());

Soll nun ein Dynamikschritt auf diesem Filter ausgefiihrt werden, kann dies mit der Funktion

predict erreicht werden:

using Control = ...; //The Type of the Control Measurement

struct DynamicModel {
template<typename T>
void operator () (State<I>& state, const Control& u) {
//Implementation of the Dynamic Model

}
J
Covariance Q = ...; //Definition of the Covariance Matriz
Control u = ...; //Definition of the Control Measurement

ekf.predict (f, Q, u);

Der erste Parameter der predict-Funktion ist das Dynamikmodell. Dessen Klammerope-
rator muss nur einen Parameter annehmen und zwar eine Referenz auf den getemplateten
Zustand. Der Riickgabetyp ist void. Innerhalb des Dynamikmodells kénnen dann direkte Ver-
anderungen am Zustand vorgenommen werden. Der dritte Parameter der predict-Funktion
ist variadisch. Alle dort iibergebenen Variablen werden ab dem zweiten Parameter in das
Dynamikmodell eingesetzt. Dies erlaubt eine beliebige Anzahl von Variablen beliebigen Typs
als Zustandsiibergangsmessung an das Dynamikmodell zu ibergeben. Der zweite Parameter
der predict-Funktion ist die Kovarianzmatrix des Dynamikrauschens. Es ist wichtig, dass
der Template-Typ des Zustands im Dynamikmodell noch nicht initialisiert ist, da dieser in

der Implementierung des EKF mit dualen Zahlen initialisiert wird.

Der Messschritt kann mit der Funktion update ausgefiihrt werden:




3 Framework 21

constexpr unsigned MeasurementSize = ...; //Dimension of the Measurement

template<typename T>
using Measurement = Eigen :: Matrix<T', MeasurementSize, 1>;
using MeasurementCovariance =

Eigen :: Matrix<ScalarType, MeasurementSize, MeasurementSize >;

struct MeasurementModel {
template<typename T>
Measurement<I’> operator () (const State<I>& state, const Parameter& p) {
Measurement<I> result = ...;
//Implementation of the Measurement Model

return result;

}
} by
Measurement<ScalarType> z = ...; //Definition of the Measurement
MeasureementCovariance R = ...; //Definition of the Measurement Covariance Matriz
Parameter p = ...; //Definition of auxiliary paramters

ekf.update(h, R, z, p);

Der erste Parameter der update-Funktion ist das Messmodell. Wie das Dynamikmodell, wird
dieses als Funktor mit getemplatetem Klammeroperator implementiert. Anstelle einer einfa-
chen Referenz auf den Zustand erwartet das Messmodell eine const-Referenz und der Riick-
gabetyp ist der Typ der Messung. Bei der Referenz auf den Zustand und dem Riickgabewert
muss darauf geachtet werden, dass beide vom Templateparameter abhéngig sein miissen. Wo-
bei der Riickgabetyp auch auf auto gesetzt werden kann. Der zweite Parameter der update-
Funktion ist die Kovarianzmatrix des Messrauschens. Der dritte Parameter ist die Messung,
mit welcher der Zustand korrigiert werden soll. Hier ist es wichtig, dass der Typ der Messung
mit dem Riickgabetyp des Messmodells iibereinstimmt. Ahnlich wie beim Dynamikmodell ist
es auch moglich an das Messmodell eine beliebige Anzahl von Parametern von beliebigem

Typ zu Ubergeben. Zu diesem Zweck ist der vierte Parameter des Messmodells variadisch.

3.2.1 Interface fiir nichtadditives Rauschen

Analog zur Definition des EKF mit nichtadditiven Rauschtermen (siche Kapitel 2.2.1.1),
exisitert auch im ADEKF-Framework Funktionalitdt um diese Definition abzubilden. Der Dy-
namikschritt wird implementiert {iber die Funktion predictWithNonAdditiveNoise. Diese
ist von der Verwendung sehr dhnlich zu der normalen Implementierung des Dynamikschritts.

Nur die Dimension der Kovarianz und die Signatur des Dynamikmodells ist verschieden:
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constexpr unsigned NoiseSize = ...; //Dimension of the Noise Vector

template<typename T>
using NoiseVector = Eigen :: Matrix<T, NoiseSize, 1>;

using NoiseCovariance = Eigen :: Matrix<ScalarType, NoiseSize, NoiseSize >;
using Control = ...; //The Type of the Control Measurement

struct DynamicModel {
template<typename T>
void operator () (State<I>& state, const NoiseVector<I>& noise, const Control& u) {
//Implementation of the Dynamic Model

}
o
NoiseCovariance Q = ...; //Definition of the Covariance Matriz
Control u = ...; //Definition of the Control Measurements

ekf.predictWithNonAdditiveNoise(f, Q, u);

Der erste Parameter des Dynamikmodells ist auch hier eine Referenz auf den Zustand. Der
zweite muss aber ein Vektor sein, der die gleiche Anzahl von Zeilen hat wie die iibergebene
Kovarianzmatrix. Aus der Grofie der iibergebenen Kovarianzmatrix wird intern bestimmt,
welche Grofle der an das Modell zu tibergebende Rauschvektor haben muss. Der Benutzer
kann nun im Dynamikmodell angeben an welchen Stellen das Rauschen angreift und die
Berechnung der zweiten Jacobimatrix wird intern vom Framework iibernommen. Wichtig ist,
dass die Grofle der Kovarianzmatrix der quadratischen Grofie des Rauschvektors entsprechen

und der Rauschvektor von dem Templatetyp abhéngen muss.

Der Messschritt kann iiber die Funktion updateWithNonAdditiveNoise mit nichtadditivem
Rauschen ausgefiihrt werden. Ahnlich zur Verwendung von predictWithNonAdditiveNoise
muss auch hier nur ein Rauschvektor in das Messmodell eingefithrt werden, iiber welchen

innerhalb des Frameworks differenziert werden kann:
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constexpr unsigned NoiseSize = ...; //Dimension of the Noise Vector

constexpr unsigned MeasurementSize = ...; //Dimension of the Measurement

template<typename T>
using NoiseVector = Eigen :: Matrix<T, NoiseSize, 1>;
using NoiseCovariance = Eigen :: Matrix<ScalarType, NoiseSize, NoiseSize >;

template<typename T>
using Measurement = Eigen :: Matrix<T', MeasurementSize, 1>;

struct MeasurementModel {
template<typename T>
Measurement<I> operator () (const State<I>& state, const NoiseVector<I>& noise, const
Parameter& p) {
Measurement<I>> result =
//Implementation of the Measurement Model

return result ;

}
}ohy
Measurement<ScalarType> z = ...; //Definition of the Measurement
NoiseCovariance R = ...; //Definition of the Covariance Matriz
Parameter p = ...; //Definition of auziliary paramters

ekf.updateWithNonAdditiveNoise(h, R, z, p);

3.2.2 Mannigfaltigkeiten

Das Framework unterstiitzt Zustdnde in Form von Mannigfaltigkeiten. Neben den beiden
bereits implementierten Mannigfaltigkeiten SO(3) und SO(2) ist es auch moglich eigene
Mannigfaltigkeiten zu implementieren und mit dem ADEKF zu verwenden. Die Minimalan-

forderungen an diese Klassen sind:

e Es muss sich um Klassentemplate mit einem Templatetyp handeln.

e Nach der Instanzierung des Templates muss der Templatetyp in einer Typdefinition

ScalarType auszulesen sein.

e Die Dimension der Minimalparametrisierung muss aus einer konstanten statischen Va-

riable DOF auszulesen sein.

e Einen Plus-Operator, der einen Parameter vom Typ Eigen: :MatrixBase erwartet und

die Basisklasse mit dem korrekten Zahlentyp wieder zuriick gibt.

e Einen Minus-Operator, der einen Parameter vom Typ der Basisklasse erwartet und

einen Vektor mit dem korrekten Zahlentyp wieder zuriick gibt.

Da es moglich sein muss die Plus- und Minus-Operatoren einer mit einem Gleitkommazahlen-
typ instantiierten Mannigfaltigkeit auch mit Jets zu verwenden, bedarf es einer Bestimmung

des resultierenden Typs. Dies kann durch die decltype und declval Operatoren erreicht
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werden. decltype gibt den Typ eines iibergebenen Ausdrucks zuriick. Da der resultierende
Typ des Ausdrucks aber bekannt sein soll bevor der Ausdruck ausgefiithrt wird, muss declval
verwendet werden. declval konvertiert einen iibergebenen Typ in einen Referenztyp. Dies
macht es moéglich in einem decltype-Aufruf, nur auf Basis von Typen, einen Ausdruck zu
schreiben, wovon decltype den resultierenden Typ bestimmt. M&chte man also eine Addition
von Skalaren implementieren und den resultierenden Datentyp bereits zur Ubersetzungszeit

bestimmen, kann folgendermaflen vorgegangen werden:

template<typename Scalarl ,
typename Scalar?2 ,
typename ResultScalar =
decltype(std::declval<Scalarl >() + std::declval<Scalar2 >())>>
ResultScalar add(Scalarl a, Scalar2 b) {
return a + b;

}

Templatetypen konnen auch direkt an die Funktion iibergeben oder aus den Funktionspara-
metern deduziert werden. Da der Riickgabetyp aber zur Ubersetzungszeit bekannt sein muss,

macht es aber Sinn, diesen auf dem vorgestellten Weg zu herauszufinden.

In C++14 ist es auch moglich auto als resultierenden Datentyp zu verwenden. Da Eigen
aber die Ergebnisse von Operatoren und Funktionen nicht direkt ausrechnet, sondern diese
in sogenannte Expression Templates kapselt und erst bei Zuweisung ausfiihrt, ist es sicherer

mit festen Datentypen zu arbeiten.

Eine mogliche Basisimplementierung einer Mannigfaltigkeit wiirde folgendermaflen aussehen:
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template<typename Scalar>
class Manifold {

private:

public:
constexpr unsigned DOF = ...; //The Degrees of Freedom of the Manifold
using ScalarType = Scalar;

template<typename Derived ,
typename OtherScalar = typename internal:: traits<Derived >::Scalar ,
typename ResultScalar =
decltype (std ::declval<Scalar >() + std::declval<OtherScalar >())>
Manifold<ResultScalar> operator+(const MatrixBase<Derived> &delta) const {
Manifold<ResultScalar> result;
//Implementation of the Boxzplus Operator

return result;

template<typename OtherScalar, typename ResultScalar =
decltype(std:: declval<Scalar >() — std::declval<OtherScalar >())>
Matrix<ResultScalar ,DOF,1> operator—(const Manifold<OtherScalar> &other) const {
Matrix<ResultScalar ,DOF,1> result;
//Implementation of the Boxminus Operator
return result ;

Durch decltype und declval wird zur Ubersetzungszeit fiir jede Verwendung dieser Funk-
tion der resultierende Riickgabetyp bestimmt. So miussen diese Funktionen nicht fiir Jets

iuberladen werden.

Es besteht die M6glichkeit mehrere Mannigfaltigkeiten bzw. Mannigfaltigkeiten und Vektoren
in einer zusammengesetzten Mannigfaltigkeit zusammenzufassen. Zu diesem Zweck existiert
ein Makro, das fiir jede integrierte Mannigfaltigkeit und jeden integrierten Vektor die bené-
tigten Operatoren und Variablen automatisch generiert. Um eine zusammengesetzte Mannig-
faltigkeit Pose3D zu erstellen, welche eine Rotation des Typs S03 und eine Position des Typs

Matrix enthélt, wird folgendermaflen vorgegangen:

template<typename T>
struct Pose3D {

ADEKF: : SO3<T> rotation;

Matrix<T,3,1> position;

ADEKF CONSTRUCT MANIFOLD(Pose3D ,(rotation , position))
b

Das Makro ADEKF_CONSTRUCT_MANIFOLD erwartet den Namen der Klasse und ein Tupel der

Namen der Attribute. Dieses Makro erstellt folgende weitere Attribute und Funktionen:

e Eine Typdefinition ScalarType, die dem Instanziierungstyp des Templates entspricht.

e Eine statische konstante Variable DOF, welche die Summe aller DOF-Attribute aus gege-

benen Mannigfaltigkeiten und Grofien gegebener Matrizen enthélt.
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e Einen Plus-Operator, der einen Vektor der Grofle DOF erwartet und die Basisklasse als

Riickgabetyp besitzt.

e Einen Minus-Operator, der die Basisklasse als Argument erwartet und einen Vektor der
Grofe DOF zuriick gibt.

Damit sind alle Anforderungen an Mannigfaltigkeitenklassen vom Anfang des Kapitels er-
filllt. Wichtig ist, dass nur Eigen-Matrizen und nach dem oben genannten Schema erstellte
Mannigfaltigkeitsklassen in das Makro iibergeben werden kénnen. Da die durch das Makro
erstellen Klassen ebenfalls diesen Anforderungen entsprechen, ist es auch moglich diese in

einem anderen Makro zu verwenden.

3.2.2.1 SO(2)

Eine der dem Framework zugehorigen Mannigfaltigkeitsimplementierungen ist die Gruppe
der 2D-Rotationsmatrizen SO(2). Zusammen mit dem Makro zum Erstellen von zusammen-
gesetzten Mannigfaltigkeiten kann schnell eine Kalman Filter Konfiguration zum Tracking

von Robotern in einer Ebene implementiert werden.

Die Klasse S02 erbt von der Eigen-Implementierung fiir 2D-Rotationen Rotation2D. Diese
enthélt viele Hilfsmethoden und speichert den Zustand als einfachen Winkel. Der Winkel muss
nicht normalisiert abgespeichert werden solange die Differenz zweier Objekte normalisiert ist.

Die ungefahre Implementierung der Klasse S02 ist folgendermafien:

template<typename Scalar>
class SO2 : public Rotation2D<Scalar> {
public:
using ScalarType = Scalar;

constexpr unsigned DOF = 1;
SO2(const Scalar &angle = 0) : Rotation2D<Scalar >(angle) {};

template<typename Derived ,
typename OtherScalar = typename internal:: traits <Derived >::Scalar
typename ResultScalar =
decltype (std ::declval<Scalar >() + std::declval<OtherScalar >())>
SO2<ResultScalar> operator+(const MatrixBase<Derived> &delta) const {
return SO2<ResultScalar >(Rotation2D<Scalar >::angle() + delta[0]);

}

template<typename OtherScalar
typename ResultScalar =
decltype (std:: declval<Scalar >() — std::declval<OtherScalar >())>
Matrix<ResultScalar ,DOF,1> operator—(const SO2<OtherScalar> &other) const {
return Matrix<ResultScalar ;,DOF,1>(
normalize (Rotation2D<Scalar >::angle() — other.angle()));

}s

Wobei normalize eine Funktion ist, die einen Winkel im Intervall (—7, 7] normalisiert.
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Fiir die Klasse S02 existieren die beiden Typdefinitionen S02f und S02d. Dabei handelt es
sich um Kurzformen der Typen S02<float> und S02<double>.

3.2.2.2 SO(3)

Neben der Klasse S02 ist auch die Klasse S03 ein Teil der bereits implementierten Mannig-
faltigkeiten. Diese kann zur allgemeinen Orientierungsschétzung im dreidimensionalen Raum

eingesetzt werden.

Die Klasse S03 speichert die 3D-Orientierung als Quaternion. Die Minimaldarstellung dieser
Mannigfaltigkeit ist ein dreidimensionaler Rotationsvektor. Da jede Rotation durch eine Achse
und einen Winkel beschrieben werden kann, handelt es sich bei dieser Minimaldarstellung um
den Achsenvektor, der um den Winkel skaliert wurde [10].

Der H- und B-Operator implementieren folgende Funktionen:

x B0 =exp (g) exp (0) = < cos(jo1)) > (3.1)

sinc([|8]]) - &
0 v=20
w
z By =2log (y_l-:c) log . = %v v#0,w#0 (3.2)
iﬁv w=70

Der restliche Aufbau der Klasse S03 ist sehr dhnlich zu der Klasse S02:

template<typename Scalar = float>
class SO3 : public Quaternion<Scalar> {
public:
using ScalarType = Scalar;
constexpr unsigned DOF = 3;

SO3(const Quaternion<Scalar> &src = Quaternion<Scalar >::Identity ())
Quaternion<Scalar >(src) {};

template<typename Derived ,
typename OtherScalar = typename internal:: traits<Derived >::Scalar ,
typename ResultScalar =
decltype(std::declval<Scalar >() + std::declval<OtherScalar >())>
SO3<ResultScalar> operator+(const MatrixBase<Derived> &delta) const {
//Implementation of Equation 3.1

template<typename OtherScalar ,
typename ResultScalar =
decltype(std:: declval<Scalar >() — std::declval<OtherScalar >())>
Matrix<ResultScalar , DOF, 1> operator—(const SO3<OtherScalar> &other) const {
//Implementation of Equation 3.2
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Fiir die Klasse S03 existieren die beiden Typdefinitionen S03f und S03d. Dabei handelt es
sich um Kurzformen der Typen S03<float> und S03<double>.

3.3 Softwaretechnische Besonderheiten

Der ADEKF ist abhéangig von C++14. Obwohl diese Version schon seit einigen Jahren in
Verwendung ist, funktionieren nicht alle Funktionalitdten mit allen Compilern. Zum Zeit-
punkt der Bearbeitung dieser Arbeit war es zum Beispiel nicht méglich den ADEKF mit dem
Microsoft Visual C' Compiler zu iibersetzen. Der Grund dafiir sind die internen Funktionen
predict_impl und update_impl. Diese beiden Funktionen extrahieren die Jacobimatrizen
aus den Jets, die aus den jeweiligen Modellen resultieren. Da fiir die Extraktion von Jaco-
bimatrizen aus Vektoren und Mannigfaltigkeiten unterschiedlich vorgegangen werden muss,
sind diese Funktionen iiberladen. Die erste Implementierung fiir Mannigfaltigkeiten empfangt
einen generischen Templatetyp und die zweite flir Vektoren nur Eigen-Vektoren von fester
Grofle. Im Fall, dass ein Vektor an diese Funktionen iibergeben werden soll wird im Nor-
malfall die zweite Implementierung ausgewéhlt, da diese spezialisierter ist als ein generisches
Template. Der MSVC Compiler wahlt aber nicht die spezialisierte Funktion, sondern gibt
eine Fehlermeldung aus. Dies scheint ein Fehler im MSVC Compiler zu sein, da gcc und clang

den Programmcode korrekt iibersetzen.

Lambda Funktionen bieten dem Benutzer die Moglichkeit schnell und einfach lokale Varia-
blen direkt in der Funktionsdefinition zu verwenden. Da es aber in C++14 noch nicht die
Moglichkeit gibt Lambda Funktionstemplates zu erstellen, muss fiir den ADEKF ein Funktor
verwendet werden, welcher nicht innerhalb einer Funktion definiert werden kann. Um trotz-
dem lokale Variablen an den Funktor iibergeben zu kénnen, ohne ihn in jedem Durchlauf neu
zu konstruieren, wurde sich dafiir entschieden variadische Argumente und std: :bind in den
Funktionen zum Dynamikschritt und Messschritt zu integrieren. Dieses Vorgehen soll an die-
ser Stelle am Beispiel der predict-Methode erldutert werden. Das Dynamikmodell, in Form
einen Funktors mit einem Funktionstemplate als Klammeroperator, wird iiber einen generi-
schen Templatetyp an die Funktion iibergeben. Dies ist moglich weil der Objekttyp irrelevant
ist solange der Klammeroperator implementiert ist. Die Zustandsiibergangsmessungen werden
iiber das Function Parameter Pack u an die Funktion iibergeben. Dabei kénnen verschieden
viele Parameter auf einmal iibergeben werden. Es ist auch moglich gar keine Parameter an
ein Parameter Pack zu iibergeben. Per Template Type Deduction werden die Typen aller
iibergebenen Parameter im Template Parameter Pack Controls definiert. Damit der Benut-
zer moglichst grofe Freiheit bei der Ubergabe von weiteren Parametern hat, diese aber keinen
Einfluss auf den unterliegenden Framework-Code haben, wird per std: :bind ein neues Funk-
tionsobjekt erstellt, welches bereits Referenzen auf die ibergebenen Parameter enthélt. Da
der erste Parameter eines tibergebenen Modells immer der Zustand sein muss, muss dieser
ungebunden bleiben, damit die Funktion spéter auf Jets ausgefiihrt werden kann. Zu diesem

Zweck kann std::bind mit Platzhaltern ausgefiihrt werden, die den Funktionsargumenten
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im generierten Funktionsobjekt entsprechen. Im Beispiel ist dieser Platzhalter definiert als
1:

template<typename DynamicModel, typename... Controls>
void predict (DynamicModel dynamicModel, const Covariance &Q, comnst Controls ...u) {
JacobianOf<State> F;
auto f = std::bind(dynamicModel, _1, u...);
auto input = eval (mu + getDerivator <DOF>());
f(input);
predict_impl(f, input, F);
sigma = F % sigma * F.transpose() + Q;

}

Im Laufe der Tests hat sich herausgestellt, dass die Berechnung des neuen Zustands und der
Kovarianz beschleunigt werden kann, wenn die verwendeten Datenstrukturen an Zweierpo-
tenzen im Speicher ausgerichtet werden und prozessorspezifische Programme erzeugt werden.
Dies ist bereits mit fritheren Versionen von C++ moglich gewesen, aber die Version C++17
sorgt automatisch dafiir, dass Datenstrukturen korrekt ausgerichtet sind. Da dies mit ande-
ren Frameworks nicht funktioniert hat, wurde die Evaluation nicht mit diesen Einstellungen
durchgefiihrt. Aber um den ADEKF zu beschleunigen bietet es sich an diesen mit C+417 zu

kompilieren.

Die Implementierung der dualen Zahlen aus dem Ceres Solver verlangt zur Ubersetzungs-
zeit nach der Dimension der dualen Zahlen. Aus diesem Grund wurden auch die Matrizen
innerhalb des ADEKF mit festen Groflen definiert. Wahrend der Evaluation hat sich her-
aus gestellt, dass Eigen-Matrizen fester Grofle immer auf dem Stack alloziert werden. Daher
kommt es zu Problemen wenn die Matrizen zu grof sind. Eigen setzt dieses Limit auf 2!7 Byte
pro Matrix. Das entspricht bei doppelter FlieSkommagenauigkeit einer quadratischen Matrix
der GroBe 1282. Da die GroBe der Kovarianzmatrix von der GroSe des Zustands abhingig ist,
ist es bei doppelter FlieBkommagenauigkeit momentan nicht moéglich Zusténde, die gréfer als
128 sind, mit dem ADEKF zu verwenden. Bei einfacher FlieBkommagenauigkeit liegt dieses
Limit bei 181.
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Kapitel 4

Evaluation

In diesem Kapitel findet eine Evaluation des entwickelten Frameworks aus verschiedenen
Gesichtspunkten statt. Im ersten Teil werden die Ergebnisse des ADEKF mit den Ergebnissen
eines per Hand abgeleiteten EKF verglichen. Dies dient der Validierung des Frameworks,
bevor im zweiten Teil der Evaluation die Geschwindigkeit des ADEKF mit anderen Kalman
Filter Implementierungen verglichen wird. Die Evaluation endet mit einem Vergleich der
Codekomplexitét zwischen den getesteten Frameworks. Die ersten beiden Teile der Evaluation
werden basierend auf drei Schétzproblemen durchgefiihrt, welche an dieser Stelle erldutert

werden sollen.

Das erste Schétzproblem ist ein klassisches Simultaneous Localization and Mapping Problem
basierend auf dem DLR (Deutsches Zentrum fir Luft- und Raumfahrt) Spatial Cognition
Dataset von Udo Frese [7]. Dieses wird zur Validierung des Frameworks (Kapitel 4.1) und im
Rahmen des Laufzeittests ohne Mannigfaltigkeiten (Kapitel 4.2) eingesetzt. In diesem Dataset
fahrt ein mobiler Roboter durch die Rdumlichkeiten des DLR und nimmt mit einer Kamera
kreisformige Landmarken auf. Teil des Datasets sind auch die Assoziationen der Landmarken,
um SLAM Algorithmen zu testen.

Das zweite Schéitzproblem ist die Orientierungsschiatzung einer Handfliche durch eine auf
dem Handriicken angebrachte Inertiale Messeinheit (IMU). Dabei soll die Korrektur der Ori-
entierung iiber ein 3D-Trackingsystem geschehen, indem die vom Trackingsystem gemessene
Orientierung direkt als Messung an den Kalman Filter iibergeben werden kann. Da die Dar-
stellung der Orientierung im Zustand als Mannigfaltigkeit SO(3) geschehen soll, miissen die
verwendeten Filter das Schétzen von Mannigfaltigkeiten und Mannigfaltigkeitsmessungen
unterstiitzen. Die im Rahmen dieser Arbeit aufgenommenen IMU und 3D-Tracking Daten

wurden fiir den Laufzeitvergleich mit Mannigfaltigkeiten (Kapitel 4.3) verwendet.

Das dritte Schéitzproblem ist die Orientierungsschétzung eines NAO Roboters [24]. Diese Ro-
boter werden im Rahmen des Studentenprojekts B-Human [21] programmiert, sodass diese
jedes Jahr bei internationalen Wettkdmpfen im Roboterfufiball antreten kénnen. Da auf der

Orientierungsschétzung viele weitere Funktionen des Roboters aufsetzen ist eine schnelle und
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genaue Berechnung notwendig fir ein erfolgreiches Fufiballspiel. In Kapitel 4.4 wird ein Lauf-
zeitvergleich zwischen dem ADEKF und der bereits im B-Human Framework vorhandenen

Orientierungsschétzung durchgefiihrt.

Abgesehen von der Validierung des Frameworks wurden keine Prézisionsuntersuchungen des
ADEKF durchgefiihrt. Der ADEKF produziert exakte Ableitungen und liefert damit &qui-
valente Ergebnisse zu einem klassischen Extended Kalman Filter. Da die Genauigkeit des
EKF gegeniiber Weiterentwicklungen bereits in vielen Publikationen untersucht wurde ist es
redundant dies in dieser Arbeit auch durchzufithren [12][15][19][33].

Die Laufzeittests in Kapitel 4.4 wurden auf einem Intel Atom E3845 mit 1.91 GHz durch-
gefithrt. Der Code wurde iibersetzt mit clang auf Optimisierungsstufe 3. Alle anderen auf
einem Intel i7-7700HQ Prozessor mit 2.8 GHz und Ubuntu 18.04. Bei diesen Tests wurde gcc
auf Optimisierungsstufe 3 zum iibersetzen verwendet. Fiir jeden Test auf Basis von Daten-
sétzen wurde der Durchschnitt aus zehn Testlaufen als die resultierende Laufzeit verwendet.
Der Laufzeittest in Kapitel 4.4 verwendet die Durchschnittszeit eines Zeitschritts wahrend

einer Ausfithrungszeit von ungefahr 10 Sekunden.

4.1 Validierung des Frameworks

Bevor Laufzeittests mit dem ADEKF durchgefiihrt werden, wird der Algorithmus auf Kor-
rektheit iiberpriift. Dies geschieht durch Ausfithrung eines EKF SLAM auf Basis vom ADEKF
und einem per Hand abgeleiteten EKF. Da die automatische Differenzierung exakte Ablei-

tungen produziert, muss der ADEKF identische Ergebnisse zu einem per Hand abgeleitetem
EKF liefern.

Der EKF SLAM wird ausgefiithrt auf dem DLR Spatial Cognition Datensatz [7]. Der Da-
tensatz enthélt Odometrie Offsets und fiir jeden Zeitschritt eine Menge von relativen Land-
markenmessungen eines mobilen Roboters, der durch die Rdumlichkeiten des DLR fahrt. Der

Roboter verfolgt dabei die folgende Route:

Abbildung 4.1 Links: Der Roboter, mit dem der DLR Datensatz aufgenommen wurde.
Rechts: Die Route, die von dem Roboter verfolgt wurde. [7]
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Der EKF SLAM schétzt die Pose des Roboters zusammen mit den Positionen von allen
Landmarken. Alle Positionen werden dabei in Weltkoordinaten abgespeichert und mit 0 in-
itialisiert.

Jeder Zeitschritt beginnt mit der Addition des Odometrie Offsets auf die geschétzte Position
und Orientierung des Roboters. Der Odometrie Offset wird als Zustandsiibergangsmessung
an das Dynamikmodell iibergeben. Wéahrend eines Zeitschritts erfasst der Roboter eine Menge
von Landmarken. In diesem Fall sind die Landmarken kreisférmige Scheiben, welche auf dem
Boden ausgelegt sind (siehe Abb. 4.2). Zu jeder Landmarke sind die Datenkorrespondenzen
bekannt. Es kann also die Performanz des EKF SLAM direkt betrachtet werden ohne, dass

die Korrespondenzen selbst bestimmt werden miissen.

Abbildung 4.2 Das Blickfeld des Roboters mit den annotierten Landmarken [7]

Falls eine Landmarke zum ersten Mal wéihrend des EKF SLAM gesehen wird, wird die Posi-

tion [ = (l;,1,) dieser folgendermafen initialisiert:

l r cos(rgy) —sin(r m
Fo(rm) = <x> _ ( x> N < 3(73) ( ¢)) ( w) (@)
Ly Ty sin(ry)  cos(rg) My
Wobei r = (ry,ry,rg) die Pose des Roboters und m = (mg,m,) die relative Messung der

Position der Landmarke ist. Die Kovarianz R der relativen Position wird vom Datensatz

bereitgestellt. Diese muss in die Kovarianz der absoluten Position umgerechnet werden:

~ Ofinit(r,m)

F= or

1, = Oinit(r,m) (4.2)
om

Y, =FS,.FT + LRLT
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Wobei ¥, die Kovarianzmatrix der Roboterpose und ¥; die Kovarianz der absoluten Land-

markenposition ist.

Falls eine Landmarke bereits initialisiert wurde, wird die relative Messung der Landmarke an
den Messschritt des EKF iibergeben. Das Messmodell berechnet dabei die relative Position
der Landmarke aus der geschétzten Position des Roboters und der geschétzten Position der

Landmarke.

Die Gleichungen des Dynamik- und Messmodells inklusive der Jacobimatrizen kénnen aus

dem begleitenden Paper zum DLR Datensatz entnommen werden [7].

In Kapitel 3.3 wurde beschrieben, dass Zustinde im ADEKF nur eine maximale Gréfie von
128 annehmen koénnen. Das bedeutet, dass neben der Position und Orientierung des Roboters
nur 62 Landmarkenpositionen geschatzt werden konnen. Daher wurde sich dazu entschlossen
die Evaluation nur auf den ersten 196 Zeitschritten des Datasets durchzufiithren, weil zu
diesem Zeitpunkt nur 62 Landmarken aufgenommen wurden. Dies beschrankt die Positionen

des Roboters ungefidhr auf den in Abb. 4.3 eingezeichneten Bereich.

i

L ITIT

Abbildung 4.3 Im blauen Rahmen: Die ungefdhren Positionen des Roboters in den ersten 196
Zeitschritten

Der EKF SLAM wurde mit den beschriebenen Voraussetzungen auf dem ADEKF und einem
klassischen EKF ausgefiihrt. Dabei wurde nach jedem Zeitschritt die geschéatzte Position
des Roboters und nach Beendigung des Algorithmus die generierte Karte der Landmarken

abgespeichert.

Die Ergebnisse zeigen, dass die vom ADEKEF und klassischen EKF berechneten Positionen
des Roboters und Landmarken bis auf die zwolfte Nachkommastelle iibereinstimmen. Diese
minimalen Fehler lassen sich erkldren durch leichte numerische Abweichungen zwischen den
unterschiedlichen Differenzierungsimplementierungen. Da sich aber dieser Fehler durch einen
praziseren Zahlentyp verringern lassen wiirde und nicht abhéngig von der Implementierung

des ADEKEF ist, wird dieser nicht weiter betrachtet. Eine Visualisierung der Ergebnisse ist in
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Abb. 4.4 zu sehen.
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Abbildung 4.4 Die vom Roboter verfolgte Route und die letzte Schitzung der Landmarken-
positionen. In Griin: Die Ergebnisse des ADEKF'. In Rot: Die Ergebnisse eines
EKF mit per Hand abgeleiteten Jacobimatrizen. Zur besseren Ubersicht wurde
die Orientierung um 90° gegen den Uhrzeigersinn gedreht.

4.2 Laufzeitvergleich ohne Mannigfaltigkeiten

Um die Laufzeit des ADEKF zu evaluieren, wird dieser in diesem Kapitel mit den Laufzeiten
von anderen Kalman Filter Implementierungen verglichen. Alle Implementierungen berechnen
den in Kapitel 4.1 beschriebenen EKF SLAM. Zum Vergleich wird die bendtigte Gesamtzeit

zur Losung des Algorithmus verwendet.

Zum Vergleich stehen der ADEKF, ein klassischer EKF, ein UKF und ein numerisch abgelei-
teter EKF. Die Implementierung des klassischen EKF ist identisch zu der Implementierung
des ADEKF ohne die automatische Differenzierung. Der UKF stammt aus dem Manifold
Toolkit (MTK) [10]. Die Implementierung des UKF weicht leicht vom klassischen UKF ab,
da keine Berechnung von Gewichtungen vorgenommen wird. Es wurde sich trotzdem fiir den
MTK UKEF entschieden, da dieser das, fiir den Laufzeittest in Kapitel 4.3 bendétigte, Schitzen
von H-Mannigfaltigkeiten unterstiitzt. Um einen Vergleich zu einem anderen computerge-
stiitzt abgeleiteten EKF ziehen zu konnen, wird der Laufzeittest auch auf dem in MATLAB
integrierten EKF durchgefiihrt [28]. Diese EKF Implementierung verwendet numerische Dif-
ferenzierung (siehe Kapitel 2.1.2), damit der Benutzer keine Jacobimatrizen berechnen muss.
Zuséatzlich zu der MATLAB internen Implementierung besteht die Moglichkeit den EKF
Algorithmus tiber den in MATLAB integrierten MATLAB Coder [27] als C++-Code zu ex-

portieren. Um zu evaluieren, ob der C++ Export zu einer Geschwindigkeitssteigerung fiihrt,
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wurde auch der exportierte MATLAB EKF in die Wertung aufgenommen.

Der Test zeigt, dass der klassische EKF mit 594 ms am schnellsten war. Das entspricht
auch den Erwartungen an diesen Test, da die Jacobimatrizen vorher per Hand berechnet
wurden. Ebenfalls den Erwartungen entsprochen hat die Laufzeit des UKF, da dieser fiir
grofle Zusténde vergleichsweise langsam ist (siche Kapitel 2.2.2). Dieser hat mit 2535 ms am
langsten fiir einen Durchlauf des Datensatzes benétigt. Im Vergleich von den computerbasiert
differenzierten Extended Kalman Filtern ist der ADEKF mit 693 ms weit schneller als die
Implementierungen aus MATLAB mit 1801 und 2273 ms. In Abb. 4.5 sind diese Ergebnisse
grafisch dargestellt.

Klassischer EKF

ADEKF

MATLAB

MATLAB Coder Export

UKF

1

0 0.5 1 15 2 25 3
Zeit (s)

Abbildung 4.5 Laufzeiten eines EKF SLAM auf verschiedenen Kalman Filter Implementie-
rungen

In [16] wurde die Geschwindigkeit eines automatisch differenzierten EKF gegeniiber eines
klassischen EKF evaluiert. Die Ergebnisse zeigten eine 5-10% hohere Laufzeit des automatisch
differenzierten EKF. Dieses Ergebnis entspricht der in dieser Arbeit gemessenen ungefihr
7.5% hoheren Laufzeit.

Der ADEKEF ist fast drei mal so schnell wie der numerisch differenzierte EKF aus MATLAB.
Das ist ein sehr gutes Ergebnis, wenn man bedenkt, dass der ADEKF exakte Ableitungen

produziert. Paradoxerweise ist der von MATLAB generierte C++-Code langsamer als die
Ausfithrung des EKF innerhalb von MATLAB.
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4.3 Laufzeitvergleich mit Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel wird evaluiert, wie performant der ADEKF auf Schétzproblemen arbeitet,
die Mannigfaltigkeiten enthalten. Da nicht alle Kalman Filter Implementierungen Mannigfal-
tigkeiten unterstiitzen kann an dieser Stelle nur der ADEKF und der MTK UKF verglichen
werden. Es wurde auch ein MATLAB Interface fir das MTK entwickelt [32]. Da dieses aber
nicht mit der EKF Implementierung von MATLAB kompatibel ist, sondern nur mit eigens

dafiir entwickelten Algorithmen, wird dieses nicht mit verglichen.

Der Testdatensatz ist eigens fiir diese Arbeit aufgenommen worden und enthélt 3D-Orien-
tierungen eines 3D-Trackers, Accelerometer- und Gyrometermessungen. Die Accelerometer-
und Gyrometerdaten stammen von einer inertialen Messeinheit, welche auf einem Handriicken
befestigt ist. Auf der IMU sind Reflektoren eines 3D-Tracking Systems angebracht (siehe Abb.
4.6).

Abbildung 4.6 Die inertiale Messeinheit (orange) und die Reflektoren des 3D-Trackers

Da es moglich sein muss Mannigfaltigkeiten als Zustand aufzunehmen, sowie diese direkt zu
messen, soll die Orientierung der Handflache als Mannigfaltigkeit SO(3) geschétzt werden.
Implementiert wurde die Mannigfaltigkeit SO(3) als Quaternion (siehe Kapitel 3.2.2.2). Dabei
wird im Dynamikschritt der Zustand iiber die Gyrometerdaten weitergedreht und alle zwanzig
Zeitschritte iiber eine direkte Zustandsmessung korrigiert. Das Dynamikmodell f und das

Messmodell h sind folgendermafien definiert:

S, ug) = pe—1 B (ug - At) (4.3)
h(fe) = fut (4.4)
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Wobei die Zustandsiibergangsmessung u; dem Rotationsvektor der Gyrometerdaten ent-
spricht. Der Faktor At ist die Zeit seit dem letzten Zeitschritt.

Es wurde die Durchschnittszeit fiir einen Durchlauf des Datensatzes aus 10 Durchldufen
berechnet. Die Durchschnittszeiten des ADEKF und UKF fiir einen Durchlauf sind jeweils
9.6 und 17.5 ms (siche Abb. 4.7).

ADEKF

UKF

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Zeit (Ms)

Abbildung 4.7 Laufzeiten einer Orientierungsschitzung auf Mannigfaltigkeiten mit verschie-
denen Kalman Filter Implementierungen

Der ADEKF ist mit einen Faktor von 1.8 zwar immer noch schneller als der UKF, aber
nicht so dramatisch, wie in Kapitel 4.2 mit einem gemessenen Faktor von 3.6. Dies begriindet
sich damit, dass der UKF bei niedrigdimensionalen Schétzproblemen weniger Sigmapunkte
benétigt. Daher werden die Modelle nicht so oft ausgefithrt. Der ADEKF benétigt dagegen
fiir die Berechnung der Jacobimatrizen von Mannigfaltigkeiten mehr Zeit, da jedes Modell

zwei mal ausgefithrt werden muss (siche Kapitel 2.3).

Obwohl der ADEKF auf kleinen Mannigfaltigkeiten vergleichsweise langsam arbeitet, ist er
ungefihr um einen Faktor 1.8 schneller als der UKF. Und da nach LaViola [15] der EKF und
UKF auf Quaternionen ungefidhr die selbe Prézision haben, ist der ADEKF in diesem Fall

eine gute Alternative zum UKF.

4.4 Einbettung in einem Live Robotiksystem

In diesem Testlauf wird der ADEKF zur Orientierungsschéitzung eines NAO Roboters [24]
(siche Abb. 4.8) benutzt. Im Rahmen des Studentenprojekts B-Human [21] werden diese pro-
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grammiert, um an internationalen Roboterfulballwettbewerben teilzunehmen. Die aktuelle
Orientierungsschitzung basiert auf einem UKF, der sehr dhnlich zu dem bereits getesteten
MTK UKF ist und einer im Robotertorso verbauten IMU. Genau wie der MTK UKF un-
terstiitzt auch die B-Human Implementierung die Verwendung von Mannigfaltigkeiten. Die
Orientierungsschiatzung basiert auf einer Mannigfaltigkeit SO(3). Da es sich hier um einen
Online Laufzeittest und nicht um die Laufzeit eines Datasets handelt, wurden jeweils nur die
flir den Dynamik- und Messschritt benotigten Zeiten gemessen. Die Zeiten des Dynamik- und
Messschritt wurden addiert und iiber 1000 Zeitschritte gemittelt.

Abbildung 4.8 FEin NAO des Teams B-Human schieit einen Ball.
Foto: Tim Laue, Universitidt Bremen

Das Dynamikmodell dreht die Schiétzung um die, im letzten Zeitschritt, vom Gyrometer
gemessenen Winkel und das Messmodell korrigiert die Schétzung mit der Annahme, dass
das Accelerometer den um die Schitzung gedrehten Gravitationsvektor misst. Die beiden

Gleichungen sind folgendermaflen definiert:

J(pe—1,us) = pg—1 B (uy - At)
h(f) = i ' -[0,0, 9"

Wobei u; der Rotationsvektor der Gyrometerdaten, At die Zeit seit dem letzten Zeitschritt

und g der Ortsfaktor ist. Beim Geschéitzten Zustand p handelt es sich um ein Quaternion.

Auf dem Prozessor des NAO Roboters benétigt der ADEKF fiir einen Zeitschritt 0.0085
ms. Der bisher verwendete UKF benétigt dagegen mit 0.0183 ms mehr als das doppelte an
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Laufzeit (siche Abb. 4.9).
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Abbildung 4.9 Laufzeiten einer Orientierungsschéitzung auf Mannigfaltigkeiten mit verschie-
denen Kalman Filter Implementierungen. Berechnet auf einem NAO Roboter.

4.5 Vergleich der Codekomplexitat

In diesem Kapitel wird die Codekomplexitit der verschiedenen Frameworks verglichen. Als
objektive Kriterien werden die Lange des Codes in Verbindung mit der Anzahl der benétigten
Sprachkonstrukte zum Vergleich verwendet. Dabei gliedert sich die Evaluierung in mehrere
Teile. Zuerst werden die Dynamik- und Messmodell Definitionen der einzelnen Frameworks
verglichen. Danach folgt die Initialisierung des Filters. Und zum Schluss werden die Aufru-
fe des Dynamik- und Messschritts verglichen. Die zu vergleichenden Frameworks sind der
ADEKF, der MTK UKF und der MATLAB EKF. Da der MATLAB EKF die Verwendung
von Mannigfaltigkeiten nicht unterstiitzt, wird dieser Vergleich mit Vektoren als Zustand
durchgefiihrt.

4.5.1 Dynamik- und Messmodell

Der ADEKF benoétigt Funktoren mit Funktionstemplates als Klammeroperator fiir das Dyna-
mik- und Messmodell. Dabei werden fiir die Syntax des Dynamikmodells 5 Zeilen Code und
fir das Messmodell 6 Zeilen Code benétigt. Dabei zéhlt das return-Statement des Messmo-
dells dazu, weil dieses im Dynamikmodell nicht benétigt wird. Bei beiden Modellen werden

Verbunddatentypen oder Klassen, Funktionen und Templates verwendet:
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struct DynamicModel {
template<typename T>
void operator () (State<T> &state , const Control &control) {
//Implementation of the Dynamic Model

}

} dynamicModel;

struct MeasurementModel {
template<typename T>
auto operator () (const State<T> &state, const Parameter &parameter) {
//Implementation of the Measurement Model
return ...; //Return the predicted Measurement

}

} measurementModel;

Die Modelle des MTK UKF werden als einfache Funktionen implementiert. Da bei beiden
Modellen Riickgabewerte beno6tigt werden, werden fiir die Syntax beider Modelle 3 Zeilen

Code bendétigt. Das einzige verwendete Sprachkonstrukt sind Funktionen:

State dynamicModel(const State &state, const Control &control) {
//Implementation of the Dynamic Model
return ...; //Return the predicted State

Measurement measurementModel (const State &state, const Parameter &parameter) {
//Implementation of the Measurement Model

return ...; //Return the predicted Measurement

Ahnlich wie beim MTK UKF werden bei MATLAB die Modelle auch als einfache Funktionen
definiert. Dabei miissen die einzelnen Funktionen in eigenen Dateien definiert werden. Auch

hier werden fiir beide Modelle 3 Zeilen fiir die Syntax bendtigt:

function result = dynamicModel(state, control)
%Implementation of the Dynamic Model

result = ...; %Return the predicted State

end

function result = measurementModel(state, parameter)
Z%Implementation of the Measurement Model
result = ...; %Return the predicted Measurement

end

Die Implementierung der Semantik der Modelle geschieht an den im Code markierten Stel-
len. Der ADEKF und UKF verwenden dafiir von Eigen bereitgestellte Ausdriicke. Fir die
Implementierung der Modelle in MATLAB konnen alle in MATLAB integrierten Funktionen

verwendet werden.

Im Vergleich zu MATLAB und dem MTK UKF sind die Definitionen der Modelle im ADEKF
etwas langer. Der Grund, warum Funktoren mit getemplatetem Klammeroperator in diesem
Kontext eingesetzt werden, ist, dass diese vom Ceres Solver fiir automatische Differenzierung
eingesetzt werden. Alternativen wéren die in C++-20 eingefiihrten Lambda Templates oder die

in C++14 bereits verfiighbaren polymorphen Lambdafunktionen. Keiner dieser Ansétze wurde
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in dieser Arbeit verwendet, da das Framework von einer moglichst niedrigen C++-Version ab-
héngen sollte. Aulerdem erwarten polymorphe Lambdafunktionen Funktionsargumente vom
Typ auto. Dieses Schliisselwort kann zu Problemen mit Eigen-Ausdriicken fithren, da diese
nicht sofort evaluiert werden. Der Benutzer muss in diesem Fall in den Modellen Riicksicht

auf den Typ dieser Expression Templates nehmen.

4.5.2 Initialisierung

Beim ADEKF wird fiir die Initialisierung nur eine Zeile benotigt. Der Konstruktor erwartet
Initialisierungswerte fiir den Zustand und die Kovarianz. Der Template-Typ des EKF wird

dabei aus dem Typ des ersten Konstruktorarguments deduziert:

ADEKF: :EKF ekf(State<double>::Zero(), Cov::Zero());

Der UKF wird sehr dhnlich zum ADEKF initialisiert. Der einzige unterschied ist, dass der

verwendete Zustand kein Klassentemplate sein muss:

ukfom :: ukf ukf(State::Zero(), Cov::Zero());

Der MATLAB EKF erwartet nicht nur eine Initialisierung des Zustands und der Kovarianz,
sondern auch Referenzen auf das Dynamik- und Messmodell. Dabei ist die Zuweisung der
Kovarianz etwas komplizierter, da diese {iber das Schliisselwort StateCovariance eingeleitet

werden muss:

ekf = extendedKalmanFilter (Q@QdynamicModel ,@measurementModel , . ..
zeros (...,1) ,’StateCovariance’ ,zeros (...) );

Alle Frameworks lieflen sich in einer Zeile initialisieren. Auch wird in jedem Beispiel nur
ein Konstruktor verwendet. Dabei sind die Aufrufe des ADEKF- und UKF-Konstruktor sehr
dhnlich. Der Konstruktor des MATLAB EKF erwartet direkt Referenzen auf das Dynamik-
und Messmodell. Das ist etwas unintuitiv, da diese erst bei der Ausfithrung des Dynamik-
und Messschritts verwendet werden. Auflerdem muss die Initialisierung der Kovarianz speziell
eingeleitet werden. Es wird festgestellt, dass der ADEKF nicht komplizierter zu initialisieren
ist als der MTK UKF oder der MATLAB EKF.

4.5.3 Dynamik- und Messschritt

Zur Ausfiihrung eines Dynamikschritts benotigt der ADEKF eine Definition der Kovarianz-
matrix und der Zustandsiibergangsmessung. Diese konnen dann zusammen mit dem Dyna-
mikmodell direkt an einen Funktionsaufruf iibergeben werden. Es werden mit allen Defini-

tionen 3 Zeilen Code und ein Funktionsaufruf benétigt:

Covariance cov = ...; //Definition of the Covariance Matriz
Control u = ...; //Definition of the Control Measurements

ekf.predict (dynamicModel, cov, u);
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Der Aufruf des Dynamikschritts des MTK UKF ist &hnlich zum ADEKF, abgesehen davon,
dass Zustandsiibergangsmessungen nicht direkt an den Funktionsaufruf iibergeben werden
kénnen. Daher miissen die Zustandsiibergangsmessungen vor der Zuweisung auf das Dyna-
mikmodell gebunden werden. Die Zeilenanzahl bleibt dadurch gleich, aber es muss neben dem

Funktionsaufruf der predict-Funktion auch bind aufgerufen werden:

Covariance cov = ...; //Definition of the Covariance Matriz
Control u = ...; //Definition of the Control Measurements

ukf.predict (std :: bind (dynamicModel, _1, u), cov);

Beim MATLAB EKF muss vor dem Aufruf der predict-Funktion die Kovarianz direkt in
das EKF-Objekt geschrieben werden. Dies verldngert den Code auf vier Zeilen. Die Zustands-

iibergangsmessung kann dafiir direkt an den Funktionsaufruf iibergeben werden:

covariance = ...; %Definition of the Covariance Matriz
control = ...; %Definition of the Control Measurements
ekf.ProcessNoise = covariance;

predict (ekf,control);

Beim Aufruf des Dynamikschritts vereint der ADEKEF die Vorteile des MTK UKF und MAT-
LAB EKF. Die Zustandsiibergangsmessungen kénnen dabei direkt an den Funktionsaufruf

iibergeben werden und es sind keine weiteren Zuweisungen notwendig.

Die Ergebnisse der Komplexitdtsuntersuchung des Messschritts sind ahnlich zu den Ergebnis-
sen des Dynamikschritts. Auch beim Messschritt miissen zusétzliche Parameter beim MTK
UKF iiber die bind-Funktion auf das Messmodell gebunden werden. Auflerdem muss bei der
Benutzung des MATLAB EKF das Messrauschen vor der Ausfiihrung des Messschritts in das
EKF-Objekt geschrieben werden. Der ADEKF empfingt die Kovarianzmatrix des Messrau-

schens und zusétzliche Parameter direkt im Funktionsaufruf.

4.6 Zusammenfassung

In Kapitel 4.1 wurde gezeigt, dass der ADEKF identische Ergebnisse zu einem klassischen
EKF liefert. Die nachfolgenden Laufzeittests in Kapitel 4.2 und Kapitel 4.3 ergaben, dass
der ADEKF schneller war als alle anderen getesteten Kalman Filter Implementierungen ohne
gegebene Jacobimatrizen. Dazu ist der ADEKF nur ungefiahr 7.5% langsamer als ein per
Hand abgeleiteter EKF.

Die Codekomplexitdt des ADEKF ist im Durchschnitt nicht héher als bei den anderen geteste-
ten Frameworks. Beim Aufruf des Dynamik- und Messschritts hat der ADEKF eine niedrigere
Komplexitdt. Im Falle der Definition vom Dynamik- und Messmodell ist die Komplexitit in
geringem MaBe hoher als bei den anderen Frameworks. Fiir diesen Umstand wurden Alter-

nativen vorgestellt, die kiirzere Definitionen der Modelle erméglicht.
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Kapitel 5

Fazit

In dieser Arbeit wurde ein Framework entwickelt, das einen Extended Kalman Filter auf Basis
von automatischer Differenzierung implementiert. Dies erlaubt es Schéitzprobleme mit einem

EKF zu l6sen, ohne dass vorher die Jacobimatrizen der Modelle berechnet werden miissen.

Die Evaluation hat gezeigt, dass der sogenannte ADEKEF identische Ergebnisse zu einem
klassischen EKF liefert. Die Geschwindigkeit des ADEKF ist dabei nur ungefahr 7% geringer,
als ein per Hand abgeleiteter EKF.

Die Geschwindigkeit des ADEKF wurde weiterhin mit einem Unscented Kalman Filter und
dem numerisch differenzierten EKF aus MATLAB vergleichen. Fiir die Losung eines SLAM
Problems (siehe Kapitel 4.2) war der ADEKF um einen Faktor von 2.5 schneller als die
schnellste Implementierung von MATLAB und um einen Faktor von 3.6 schneller als der
UKF. In Kapitel 4.3 und 4.4 wurde die Performanz des ADEKF gegeniiber dem UKF auf
Mannigfaltigkeitsschétzproblemen evaluiert. Bei der Orientierungsschétzung einer Handfla-
che, mit Mannigfaltigkeiten als Zustand und Messung, konnte eine um einen Faktor 1.8 héhere
Geschwindigkeit des ADEKF festgestellt werden. Bei der Orientierungsschitzung eines Ro-
botersystems, mit einer Mannigfaltigkeit im Zustand, war der ADEKF um einen Faktor von
2.1 schneller.

Bei der Evaluation der Codekomplexitéit in Kapitel 4.5 wurde gezeigt, dass der Implemen-
tierungsaufwand des ADEKF dhnlich ist wie bei vergleichbaren Frameworks. Dabei ist die
Definition der Modelle zwar etwas komplexer, aber der Aufruf der Dynamik- und Messschritte

ist einfacher.

Die automatische Differenzierung auf Basis von dualen Zahlen ist vergleichsweise unbekannt.
Diese Arbeit zeigt aber, dass diese sehr niitzlich sein kénnen. Besonders die exakte Differen-
zierung von Mannigfaltigkeiten wurde durch Anwendung von automatischer Differenzierung

um ein vielfaches vereinfacht.

Durch den Aufbau des ADEKF als header-only Bibliothek ist es sehr einfach moglich, diesen
in bestehende Systeme zu integrieren. Die unterstiitzte Verwendung von Mannigfaltigkeiten

im Zustand und als Messung fithrt dariiber hinaus zu einer deutlich einfacheren Losbarkeit
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von Problemen der Orientierungsschiatzung. Allgemein kann der ADEKF, durch seine generi-
sche Implementierung, mit allen beschriebenen Vorteilen, {iberall dort eingesetzt werden, wo
bisher andere Kalman Filter Implementierungen verwendet werden. Der ADEKF bietet somit
eine Plattform zum l6sen von Schétzproblemen jeder Art. Er verbindet die Handhabbarkeit
des UKF mit der Geschwindigkeit des EKF in idealer Weise.

Sommer Et al. haben eine erhebliche Beschleunigung von automatischer Differenzierung er-
reicht, indem fiir die Mannigfaltigkeitsoperationen spezialisierte Funktionen fiir duale Zahlen
implementiert wurden [25]. Dieser Ansatz liefle sich auch auf den ADEKF {ibertragen indem
die Jacobimatrizen der Funktionen auf den enthaltenen Mannigfaltigkeiten vorher berechnet
und optimiert werden. So muss der Benutzer selbst keine Jacobimatrizen implementieren, er

profitiert aber von der erhéhten Geschwindigkeit der automatischen Differenzierung.

Die dualen Zahlen wurden 2011 von Fike Et al. erweitert durch die hyper-dualen Zahlen [6].
Diese erméglichen nicht nur das exakte Berechnen von Ableitungen erster Ordnung, sondern,
durch Einfithren von weiteren dualen Einheiten, das exakte Berechnen von Ableitungen be-
liebiger Ordnung. So liee sich der in Kapitel 2.2.1.2 beschriebene Second Order Extended
Kalman Filter oder ein Extended Kalman Filter htherer Ordnung ohne vorheriges Berechnen
der partiellen Ableitungen ausfiihren. Allerdings ist die Laufzeit eines durch hyper-duale Zah-
len differenziertem Extended Kalman Filter héherer Ordnung, im Vergleich zum Unscented

Kalman Filter noch nicht evaluiert worden.

In Kapitel 3.3 wurden einige Einschrankungen des Frameworks beschrieben. Da die aktuelle
Implementierung des ADEKF auf Eigen-Matrizen fester Grofle ausgelegt ist, ist die Grofle
der Zusténde Software-seitig beschrinkt. Eine Implementierung des ADEKF auf Basis von
dynamischen Matrizen wiirde diese Beschréankung nicht nur autheben, sondern es auch erlau-
ben, die ZustandsgroBe dynamisch zu erweitern. Eine solche Erweiterung ware sehr attraktiv
zum Losen von Online-SLAM-Problemen, da bei diesen nicht vorhergesehen werden kann,

wie grof} der Zustand werden muss.

Auflerdem miissen Strukturen evaluiert werden, welche das Definieren von Modellen fiir den
ADEKF erlauben. In Kapitel 4.5 wurde gezeigt, dass der ADEKF etwas komplexere Defini-
tionen der Dynamik- und Messmodelle bendétigt, als dhnliche Frameworks. Allerdings wur-
den auch Alternativen vorgeschlagen. Die in C++414 und C++20 eingefiihrten polymorphen
Lambdafunktionen und Lambda Templates ermoglichen eine d&hnliche Codekomplexitit wie
die Funktionsstrukturen der verglichenen Frameworks. Es muss aber evaluiert werden, ob
diese Alternativen nahtlos mit Eigen-Ausdriicken arbeiten kénnen, ohne dass der Benutzer
Interna des ADEKF in seiner Modelldefinition beachten muss. Wenn dies zutrifft wére der
ADEKF nicht nur schneller sondern auch teilweise einfacher zu benutzen als die verglichenen

Frameworks.
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