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Kapitel 3.1: Sequenzenkalkul




Sequenzenkalkul

Wir betrachten ein Kalkul far Gultigkeit in der Pradikatenlogik
Motivation:

e rekursive Aufzahlbarkeit nachweisen
e einfacher Beweis fir das Kompaktheitstheorem in FO

e einfache Beweise weiterer wichtiger Resultate,
insbesondere Satz von Lowenheim-Skolem

Im Prinzip kdnnten wir wieder Resolution verwenden
(Grundlage fur Theorembeweiser der Logik erster Stufe)

Wir verwenden aber einen technisch einfacheren Ansatz:

Gentzens Sequenzenkalkul

Der Einfachheit halber verzichten wir auf das Gleichheitspradikat
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Sequenz |

Definition Sequenz

Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form I' = A wobei I'; A C FO
endliche Mengen von Satzen sind. Wir nennen

e [' das Antezendenz und
e A das Sukzedenz.
Die Sequenz I = A is gultig wenn AT = \/ A, in Worten:
jedes Modell von A T" macht auch mindestens einen Satz aus A wahr

Ist eine Sequenz " = A gultig, so schreiben wir =T" = A.

Beispiele fur glltige Sequenzen:
o {Vz.P(x),Q(c)} ={ P(c) A Q(c), R(c,d)}

e jede SequenzT' = AmitI'NA #0(
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Sequenzenkalkul

Das Sequenzenkalkul erlaubt, alle gultigen Sequenzen abzuleiten

Offensichtlich:

e FO-Satz ¢ ist Tautologie gdw. die Sequenz () = {¢} gultig ist

o FO-Satz ¢ ist unerflllbar gdw. die Sequenz {p} =0 glltig ist
(denn \/ () ist unerfillbar)

Man kann das Sequenzenkalkil also auch als Kalkil zum Ableiten
aller Tautologien/unerfillbaren Formeln ansehen.
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Sequenzenkalkul

Die zentralen Bestandteile des SK:

e Axiome

Sequenzen, die man ohne Beweis / Herleitung als gulltig voraussetzt

» Schlussregeln
Im Gegensatz zu Resolution/Hilbert hat das SK recht viele davon:
2 Stick pro Operator —, A, V, V, 3,
jeweils fur die linke und die rechte Seite von Sequenzen

(positive und negative Form der Regel)
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Sequenzenkalkul

Zum Hervorheben von Formeln in Sequenzen schreiben wir

o= Ay statt TU{p} = AU {y}

Definition Axiome SK

Die Axiome des Sequenzenkalklls (SK) sind alle Sequenzen der Form
o= A, .

Axiome sind offensichtlich gultige Sequenzen
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Sequenzenkalkul

I'= A, p
(= =)
[—p=A
Fey=A TI¢v=A
(V=)
Mevy = A
o, p = A
(A=)
oAy = A
I, = A icht i
SR ¢|c] c nicht in
I 3r.e(z)=A T, A o)
[t = A
v =) plt]
[Vr.p(x) = A
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(=)

I'= A, -

I'= A9
(= V)

I'= A, oV

I'=A4A0¢0 I'=A¢
(=A)

I'= A, oA

I'= A, p|t
_ 1) plt] °

I'= A, dx.p(x)

I'= A, nicht in
=) pld] c

I'= A,VSBQO(SC) L', A, QO(CB)
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Sequenzenkalkul

Definition ableitbar |

Die Menge der ableitbaren Sequenzen ist die kleinste Menge von
Sequenzen, die

e alle Axiome des SK enthalt und

e abgeschlossen ist unter Regelanwendung: wenn Instanzen der
Sequenzen in der oberen Zeile einer Schlussregel enthalten sind,
so auch die entsprechende Instanz der unteren Zeile

Ist eine Sequenz I' = A ableitbar, so schreiben wir - I" = A.

Instanz bedeutet: I', A, o, v durch konkrete Formeln/Formelmengen ersetzen

Beispiel o
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Sequenzenkalkul

Definition SK-Beweis

Ein SK-Beweis ist ein Baum, dessen Knoten auf folgende Weise mit
Sequenzen beschriftet sind:

e Jedes Blatt ist mit einem Axiom beschriftet

e Jeder innere Knoten ist mit einer Instanz der unteren Zeile
einer Schlussregel beschriftet

e die Kinder dieses Knotens sind dann genau mit den entsprechenden
Instanzen der Sequenzen in der oberen Zeile der Regel beschriftet.

Beachte:
* jeder innere Knoten hat ein oder zwei Kinder

* eine Sequenz ist ableitbar gdw. sie als Knotenbeschriftung in einem
SK-Beweis auftritt.

Beispiel
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Sequenzenkalkul

Zur Erinnerung:

In der Sequenz T', p darf I" auch ¢ enthalten, muss aber nicht

Darum darf man bei Anwendung von (=- ) und (V =) im SK-Beweis
die verwendete Teilformel “behalten”:

ot = A
Beispiel (V =): (V=)
[Vr.p(x) = A
P(c) = P(c) A P(d) Va.P(z),P(c) = P(c) A P(d)
Vx.P(x) = P(c) A P(d) Vae.P(x) = P(c) A P(d)

Das gilt im Prinzip fur alle Regeln ist, aber nur bei (= 3) und (V =)
natzlich (und notwendig!)
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Korrektheit

Theorem (Korrektheit SK)

WennT = A, dann =T = A (jede ableitbare Sequenz ist gultig).

Beweis:
Es reicht, zu zeigen:
1. alle SK-Axiome sind gultig

offensichtlich gilt AT =\ A wennes p € I'N A gibt

2. wenn eine Sequenz I' = A durch das Anwenden einer Schluss-
regel auf glltige Sequenzen entsteht, dannist I' = A guiltig.

Fallunterscheidung: ein Fall pro Regel. ®

'Ll_JJl Universitat Bremen 13




Vollstandigkeit

Theorem (Vollstandigkeit SK)
Wenn =T = A, dann T = A (jede gliltige Sequenz ist ableitbar).

Beweisstrategie:

Zeige: wenn Sequenz I = A nicht ableitbar,
dann gibt es Modell 2 fir I' U = A, wobei -A = {—-¢p | p € A}

Im Prinzip mochten wir 2 einfach aus I' "ablesen”,

die nicht-Ableitbarkeit von I' = A soll sicherstellen, dass 2 = —-A

Um das "Ablesen” zu ermoglichen, mul3 I erst vervollstandigt werden
dennz.B.T = {Q1(c) V Q2(c), Ix.P(z)} entspricht keinem Modell
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Vollstandigkeit

Flr den Rest des Beweises fixiere Signatur 7 = Sig(l' U A) U C,

C abzahlbar unendliche Menge neuer Konstantensymbole
Wir arbeiten 0.B.d.A. mit reduzierten Formeln (nur —, A, 3):

Eine Sequenz I" = A ist reduziert wenn alle Satze in I', A reduziert sind.

Wenn alle glltigen reduzierten Sequenzen ableitbar sind,
dann sind alle gultigen Sequenzen ableitbar.
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Vollstandigkeit

Definition (Herbrandstruktur)

Eine 7-Struktur $ heisst Herbrandstruktur wenn
e ihr Universum H die Menge aller Grundterme der Signatur  ist

e alle Funktionssymbole
f € F*(7), n > 0, werden durch syntaktisches Anwenden interpretiert:

2%, tn) = ft, .. tn)

Beispiel .

Beachte: Fir alle Konstanten c gilt also ¢ = ¢, fUr alle Grundterme ¢ =t

Herbrandmodelle Uber der gewahlten Signatur sind unendlich
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Vollstandigkeit |

Lemma

Sei I' = A nicht ableitbar. Dann gibt es Mengen I'* 2 I' und A* O A
SO dass

1. IT* N A* = (;

2. Wenn —p € T'*, dann ¢ € A*;
wenn ¢ € A*, dann ¢ € I'*;

3. Wenn p Ay € T, dann ¢, ¢ € T';
wenn o A € A*, dann ¢ € A* oder i) € A*

4. Wenn Jz.¢(x) € I'*, dann gibt es Grundterm ¢ mit p[t] € T'*
wenn Jz.p(x) € A*, dann ¢[t] € A* fir alle Grundterme ¢

Theorem (Vollstandigkeit SK)
Wenn =T = A, dann T = A (jede gultige Sequenz ist ableitbar).
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Sequenzenkalkul

Eine der wichtigsten Anwendungen des SK ist der Beweis der
Kompaktheit von FO

Dies erfordert den Umgang mit unendlichen Satzmengen I1

FOr eine Menge von Satzen II CFO erhalt man die II-Erweiterung
des SK durch Hinzufligen der Regel

o= A
(IT) p eIl

I'=A

Durch Anpassung der ursprunglichen Beweise zeigt man leicht:

Theorem (Korrektheit+Vollstandigkeit erweiterter SK)
I' = A in der II-Erweiterung des SK ableitbar gdw. [T = AT = \/ A
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Sequenzenkalkul

Anmerkung:

e Es reichen wenige Regeln, um das vorgestellte SK-Kalkl

auf FO mit Gleichheitspradikat zu erweitern

e Der Vollstandigkeitsbeweis wird dann etwas komplexer:
man benotigt zusatzlich eine Quotientenkonstruktion
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Mehr zur Pradikatenlogik
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Kapitel 3.2: Rekursive Aufzahlbarkeit, Kompaktheit und
Léwenheim-Skolem
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Rekursive Aufzahlbarkeit

Theorem (Rekursive Aufzahlbarkeit)

FOr jede aufzahlbare Signatur = sind rekursiv aufzahlbar:

e die Menge aller Tautologien aus FO(7)

e die Menge aller unerfiillbaren Formeln aus FO(7)

Beweis:

e die Menge aller 7-Formeln ist rekursiv aufzahlbar,

also auch die Menge aller SK-Beweise

e FO Formel p(x1,...,x,) ist

— Tautologie gdw. es SK-Beweis fir () = Vx1,...,x,.¢ gibt,

— unerfullbar gdw. es SK-Beweis fur 4z, ..

(Korrektheit und Vollstandigkeit des SK)

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Rekursive Aufzahlbarkeit

Wenn 7 mind. ein binares Relationssymbol enthalt, ist die Menge
der erfullbaren FO(7)-Formeln nicht rekursiv aufzahlbar.

Denn:

Ll_JJ Universitat Bremen

Waren die erflllbaren Formeln rekursiv aufzahlbar,
so ware Erflillbarkeit entscheidbar:

Um Erflllbarkeit von ¢ zu prifen, zahle simultan
die erflllbaren Formeln und die unerfullbaren Formeln auf:

erfullbar unerfillbar
1
Un
P2
()

Nach endlicher Zeit findet man Eingabeformel ¢.
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Theorembeweiser

Rekursive Aufzéhlbarkeit liefert Semi-Entscheidbarkeit fur Giltigkeit
(und Unerfullbarkeit):

e wenn Eingabe Tautologie, dann terminiert der Algorithmus
nach endlicher Zeit und antwortet “gultig”;

e wenn Eingabe keine Tautologie, dann keine Terminierung.

Auf diesem Prinzip beruhen moderne Theorembeweiser wie
Vampire, Paradox, Spass; allerdings wird...

e meist Resolution verwendet (mit aufwendigen Optimierungstechniken)

e durch zusatzliche Verfahren in “vielen Fallen” auch Terminierung
auf nicht-Tautologien erreicht

l@l Universitat Bremen
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Theorembeweiser

Beachte:

wenn eine FO-Theorie I' eine endliche Axiomatisierung 11 hat,
dann kann ein Theorembeweiser auch fur I" verwendet werden:

¢ € I' gdw. A\ II — ¢ Tautologie

Auch auf unendliche Axiomatisierungen konnen viele Beweiser
angepasst werden

Man kann sie aber nicht verwenden, um Goldbachs Vermutung
(oder andere zahlentheoretische Resultate) zu beweisen, denn

Th(N, 4+, %,0,1)

ist ja nicht axiomatisierbar.

'@l Universitat Bremen
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Rekursive Aufzahlbarkeit

Uber endlichen Strukturen kehrt sich die Situation um:

Theorem (Rekursive Aufzahlbarkeit, endliche Modelle)

Uber endlichen Modellen gilt:

1. die Menge der erfullbaren Formeln ist rekursiv aufzahlbar,
flr jede aufzahlbare Signatur 7

2. die Menge der unerfilloaren Formeln ist nicht rekursiv aufzahlbar,

ebensowenig die Menge der Tautologien

A

Beweis in der Ubungsgruppe.

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Kompaktheit

Theorem (Kompaktheitssatz)
Fir alle Mengen von Satzen I' € FO und Satze ¢ € FO gilt:

1. I' ist erfillbar gdw. jede endliche Teilmenge von I" erflllbar ist

2. I' &= ¢ gdw. endliches A C T existiert mit A = ¢

Beweis einfach mittels I'-Erweiterung des Sequenzenkalkils, also:

II= AableitbarausI' gdw. I'l= AIl—\/A

Beachte: es wird hier eine syntaktische Eigenschaft (Kalkdl!)
in eine rein semantische (Erfullbarkeit, Konsequenz!) Gbertragen.

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Kompaktheit

Wir nutzen die Kompaktheit zum Beweis einiger wichtiger modell-
theoretischer Resultate

Diese beziehen sich einerseits auf die Gro3e von Modellen:

» wie gro3 kbnnen die Modelle einer gegebenen Formel werden?

* gibt es Formeln, die nur in endlichen/unendlichen/abzahilbaren/
uberabzahlbaren Modellen erfullbar sind?

Andererseits erlauben sie uns erste Beobachtungen bezuglich der
Grenzen der Ausdrucksstarke von FO:

* kann ich eine Eigenschaft wie “das Modell ist endlich/unendlich/
abzahlbar/Uberabzéahlbar” in FO ausdricken?

l@l Universitat Bremen
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Unendliche Modelle

Theorem (unbeschrankte endliche Modelle)

Wenn ein FO-Satz ¢ beliebig gro3e endliche Modelle besitzt
(d.h. fUr jedes n > 0 gibt es Modell 2f mit |A| > n), dann hat ¢
auch ein unendliches Modell.

[ N

Dieses Theorem impliziert eine Beschrankung der Ausdrucksstarke
von FO:

Es gibt keinen FO-Satz ¢ so dass 2 = ¢ gdw. |A| endlich.
“Endlichkeit ist nicht FO-ausdrickbar”

FUr ein festes n ist "Modellgrof3e < n” aber naturlich leicht ausdrickbar:

\V/CUO, <o 7xn(\/0§’b<]§n Ly = 'CUJ)

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Lowenheim-Skolem

Theorem (Aufsteigender Satz von Lowenheim-Skolem)

Wenn ein FO-Satz ¢ ein unendliches Modell besitzt, dann gibt es
far jede Menge U ein Modell 2 von ¢ mit |A| > |U|.

Beachte: Die Kardinalitat von U ist beliebig!

Es folgt also z.B.:
wenn I unendliches Modell hat, dann auch Uberabzahlbares Modell

(also ist auch Abzahlbarkeit nicht FO-ausdrickbar)

Korollar (Nicht-Standardmodell der Arithmetik)
Th(N, +, -,0,1) hat Modelle, die nicht isomorph zu (N, +,-,0,1) sind.

Man kann sogar zeigen:
die Arithmetik (N, +, %, 0, 1) hat abzahlbare Nichtstandardmodelle

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Lowenheim-Skolem

Theorem (Absteigender Satz von Lowenheim-Skolem)

Wenn ein FO-Satz ¢ ein Modell besitzt und = abzahlbar ist,
dann hat ¢ auch ein endliches oder abzahlbar unendliches Modell.

Es gibt also keine FO-Formeln, die nur Gberabzéhlbare Modelle haben.
Es folgt: Uberabzéhlbarkeit nicht FO-ausdriickbar

Es folgt auch, dass es ein abzahlbares Nichtstandardmodell
far die Arithmetik der reellen Zahlen Th(IR, +, %, 0, 1) gibt
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Mehr zur Pradikatenlogik
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Kapitel 3.3: Ausdrucksstarke /
Grundlagen von Ehrenfeucht-Fraisse Spielen
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Eigenschaften / Ausdruckbarkeit

In der Informatik ist die Analyse der Ausdrucksstarke von FO und
anderen Logiken ein sehr wichtiges Thema, z.B.:

e Zusammenhang “SQL als FO”:

Kann jede gewlinschte Anfrage in SQL/FO ausgedriickt werden?

* FO in der Verifikation von Soft-/Hardware:

Welche Systemeigenschaften kbnnen in FO beschrieben werden?

» Spater: FO zur Definition von formalen Sprachen

Welche formalen Sprachen kénnen in FO definiert werden?

etc.
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Eigenschaften / Ausdruckbarkeit

Statt Anfragen/Systemeigenschaften/Sprachen betrachten wir
verallgemeinernd Eigenschaften von Strukturen

Sei R binares Relationssymbol, T ternares Relationssymbol

Beispiel 1: die Eigenschaft “R% ist eine Aquivalenzrelation”

ist FO-ausdruckbar:

¢ =Va.R(x,x) NVx,y.(R(z,y) — R(y,x)) A
Va,y,z.(R(x,y) AN R(y,z) = R(x, 2))

Beispiel 2: ebenso die Eigenschaft

“In T® sind die ersten beiden Spalten ein Primarschliissel”:

SOZVijy,ZPZ/.((T(aj,y,Z)/\T(Qﬂ',y,zl)) —Z= Z/)
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Eigenschaften / Ausdruckbarkeit

Definition Eigenschaft, Ausdrickbarkeit

Sei 7 eine Signatur. Eine 7-Eigenschaft ist eine Klasse von 7-Strukturen,
die unter Isomorphie abgeschlossen ist.

Die Eigenschaft P ist FO-ausdriickbar wenn es Satz o € FO(7) gibt

so dass 2 € P gdw. 2 = ¢ fur alle Strukturen .

Beispiele:

P, = {2 | R ist eine Aquivalenzrelation}

P, = {2 | In T® sind die ersten beiden Spalten ein Primarschlissel}
Eigenschaften, die nicht unter Isomorphie abgeschlossen sind,

* sind trivialerweise nicht FO-ausdruickbar

* “passen nicht zur Philosophie von FO”.

'Ll_JJl Universitat Bremen
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Eigenschaften / Ausdruckbarkeit

Die Satze von Lowenheim/Skolem und verwandte Resultate haben als
Nebenprodukt Beschrankungen der Ausdrucksstérke von FO aufgezeigt

Nicht ausdrickbar sind folgende Eigenschaften:

* Endlichkeit von Strukturen

« Abzahlbarkeit / Uberabzahlbarkeit von Strukturen

In der Informatik sind aber meist andere Eigenschaften relevant

Im folgenden: Werkzeuge zur Analyse der Ausdrucksstarke, wobei

* Ausdruckbarkeit meist leicht zu zeigen, Nicht-Ausdruckbarkeit schwierig!

* Man braucht unterschiedliche Methoden fir endliche Modelle (Informatik)
und beliebige Modelle (Mathematik)

l@l Universitat Bremen
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Zusammenhang

Zur Erinnerung:

ein ungerichteter Graph G = (V, F) ist zusammenhéangend wenn es
fir alle Knoten v, v’ € V eine Knotenfolge v1, ..., v, gibt so dass
v=uv1, v, =0 Und {v;,v;11} € Efir1 <i<n

Ungerichtete Graphen sind nichts anderes als { E'}-Stukturen,
E binares Relationssymbol, das symmetrisch interpretiert wird.

In der Mathematik wird Nicht-Ausdrickbarkeit oft Gber Kompaktheit
bewiesen

Zusammenhang von ungerichteten Graphen ist nicht FO-ausdrickbar. \ °

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Zusammenhang

Kann man also Zusammenhang auch in SQL nicht ausdriicken?

Leider kbnnen wir das nicht aus dem vorigen Resultat folgern, denn
e Datenbankinstanzen entsprechen endlichen Modellen

» der Kompaktheitssatz gilt auf endlichen Modellen nicht: far

F:{Hxl,...,mn./\xi#xj | n > 2}
i]

(“es gibt unbeschrankt viele Elemente”) gilt:
- jede endliche Teilmenge von I ist in endlichem Modell erfullbar

- I" hat kein endliches Modell

Wir brauchen ein besseres Werkzeug zur Analyse der Ausdrucksstarke!

l@l Universitat Bremen
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Ehrenfeucht-Fraisse Spiele

Ehrenfeucht-Fraisse Spiele sind eine elegante Beweistechnik,
die es erlaubt, die Nicht-Ausdrickbarkeit von Eigenschaften in

FO (und anderen Logiken) nachzuweisen.

Eine fur die Informatik besonders wichtige Eigenschaft:

Ehrenfeucht-Fraisse Spiele funktionieren auf endlichen und
unendlichen Modellen gleichermaBen

Wie wir gesehen haben, gilt das fur viele andere Resultate nicht
(z.B. Kompaktheit, rekursive Aufzahlbarkeit von Tautologien)

l@l Universitat Bremen
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Ehrenfeucht-Fraisse Spiele

Zwei Spieler: Spoiler und Duplikator

Das Spielbrett besteht aus zwei 7-Strukturen 2( und B
(endlich oder unendlich)

Die Spieler wechseln sich ab, Spoiler beginnt
Die zu spielende Rundenzahl & ist beliebig, aber vorher festgelegt

In jeder Runde wahlt Spoiler zunachst eine Stuktur (2( oder 8),
dann ein Element der gewahlten Struktur

Duplikator antwortet mit einem Element der anderen Struktur

Im Prinzip: Spoiler mochte zeigen, dass 21 und 8 unterschiedlich
sind, Duplikator dass sie gleich sein

Die genaue Gewinnbedingung werden wir gleich definieren.

l@l Universitat Bremen
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Gewinnbedingung

Der Einfachheit halber arbeiten wir im folgenden mit relationalen Signaturen

Wenn 2 Struktur und S C A, so ist 2| s die Einschrankung von 21 auf S

e das Universum von 2|g ist S

e flr alle n-stelligen Relationssymbole R:

R¥s = {(a1,...,a,) € R¥ | a1,...,a, € S}

Definition Partieller Isomorphismus

Seien 2 und % 7-Strukturen und ¢ : A — B eine partielle Funktion
mit Definitionsbereich dom(d) und Wertebereich ran(d). Dann ist 6
ein partieller Isomorphismus wenn ¢ ein Isomorphismus von 2A|gom(s)
nach B |,n(s) ist.

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Gewinnbedingung

Gewinner eines EF-Spieles:

e Angenommen, es wurden alle £ Runden gespielt und
in Runde i wurden die Elemente a; € A und b; € B ausgewahlt

e Wenn die erreichte Menge

{(al, bl), “ ey (ak, bk)}

ein partieller Isomorphismus ist, gewinnt Duplikator.

e Sonst gewinnt Spoiler.

Uns interessiert weniger der Gewinner eines einzelnen Spielverlaufs,
sondern hauptsachlich der Gewinner bei optimaler Spielweise

'@l Universitat Bremen
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Gewinnstrategien

e Das Spiel auf 2,28 mit k-Zlgen bezeichnen wir mit G, (2, B)

e Ein Spieler hat eine Gewinnstrategie fir Gy (2, B)
wenn er dieses Spiel gewinnen kann, egal was der andere Spieler tut

e Gewinnstrategien fir G, (2, B8) kann man anschaulich als
endliche Spielbaume der Tiefe k darstellen

e FUr jedes Spiel G, (2, B) hat Spoiler oder Duplikator
eine Gewinnstrategie

(denn das gilt fir alle endlichen 2-Personen-Spiele, in denen
kein Unentschieden moglich ist)

Beispiele ®

'@l Universitat Bremen
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Gewinnstrategien

Beachte:

e Abwechselnde Ziige entsprechen Quantorenalternierungen

e Gewinnstrategien flr Spoiler und Duplikator sind dual

Gewinnstrategie Spoiler: Gewinnstrategie Duplikator:
4 Zug Spoiler so dass v Zuge Spoiler gilt
v Zuge Duplikator gilt 4 Zug Duplikator so dass
4 Zug Spoiler so dass v Zlge Spoiler gilt
v Zuge Duplikator gilt 34 Zug Duplikator so dass
Spiel ist kein part. Isom. Spiel ist part. Isom.

@ Universitat Bremen
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Quantorenrang

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen EF und FO her
Die Anzahl der Spielrunden entspricht dabei dem Quantorenrank

Definition Quantorenrang

Der Quantorenrang qr(y) einer Formel ¢ ist die Schachtelungstiefe
von Quantoren in . Formal:

e wenn ¢ ein Atom, dann qr(¢) =0
e qr(—p) = qr(p)
o qr(p Ap) = ar(p V) = max{aqr(p),ar(s)}

o ar(Jz.¢) = ar(Vz.p) = ar(p) + 1

Beispiel:
qr(Fz.(Vy.P(z,y) V 32.Vy.Q(z,y, 2))) = 3

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Quantorenrang

Folgende Beobachtung Uber den Quantorenrang werden wir bendtigen:

Lemma Uber paarweise Aquivalenz |

Sei 7 eine endliche Signatur, m eine Stelligkeit und & ein Quantorenrang.
Es gibt nur endlich viele Formeln ¢ € FO(7) mit m freien Variablen und
qr(yp) = k, die paarweise nicht aquivalent sind.

\.

Beispiel: 7= {P}, P 1-stellig

Fir & = 0 gibt es vier Aquivalenzklassen:
P(x), -P(x), P(x)AN-P(x), P(x)V-P(x)
Es qilt z.B. P(z) V P(x) = P(x)

Fir & = 1 gibt es schon 16 Aquivalenzklassen (Ubung!)

‘Ll_JJl Universitat Bremen

45




Ehrenfeucht-Fraisse Theorem

Theorem (Ehrenfeucht-Fraisse)

Seien 2 und B 7-Strukturen. Fur alle k£ > 0 sind folgende Aussagen
aquivalent:

1. A = ¢ gdw. B = ¢ fur alle Satze ¢ € FO(7) mit qr(p) < k

2. Duplikator hat Gewinnstrategie flr G, (2, B).
V.

Um einen Induktionsbeweis durchfihren zu kénnen, missen wir Spiele
betrachten, die bereits einige Runden gespielt wurden:

Angenommen, nach i Zugen ist Spielposition {(a1,b1), ..., (a;,b;)} erreicht
Das verbleibende Restspiel mit £ Zligen bezeichnen wir mit

gkz(maafla'“aaia%ablr"7b’i)

Gewinnstrategien fur Teilspiele genauso definiert wie fir vollstdndige Spiele
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Ehrenfeucht-Fraisse Theorem

Wir beweisen nun folgende allgemeinere Aussage per Induktion tber &

Seien 2 und B 7-Strukturen, @ = a,...,a, € Aund b ="by,...,b, € B.
Far alle k£ > 0 sind folgende Aussagen aquivalent:

1. 2 | pla] und B £ ¢[b] fur eine Formel o(z) € FO(7) mit qr(y) < k
2. Spoiler hat Gewinnstrategie fur G, (2, @, B, b).

\.

Unterschiede:

1. bereits begonnene Spiele, also Formeln mit freien Variablen

2. Gewinnstrategien flr Spoiler und Unterscheidbarkeit durch Formeln
statt Duplikatior und Ununterscheidbarkeit

Offensichtlich folgt das Theorem von Ehrenfeucht-Fraisse
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Mehr zur Pradikatenlogik
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Methodologie-Theorem

Folgendes Theorem ist die Grundlage fur nicht-Ausdrickbarkeitsbeweise
mittels EF:

Theorem (Methodologie-Theorem) |

Sei P eine Eigenschaft. Wenn es flr jedes k& > 0 Strukturen 2, 25,
gibt, so dass

lekePundin¢P

e Duplikator hat eine Gewinnstrategie fur G (24, Bx)

dann ist P nicht FO-ausdriickbar. )

Funktioniert auch fir jede Strukturklasse K (z.B. alle endlichen Strukturen)

solange die Paare 2, B, alle aus K stammen.
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Paritat

Wichtige Einschrankung: FO kann nicht “unbeschrankt Zahlen”
"Beschranktes Zahlen” meint Zahlen bis zu Konstante ¢, z.B.:
Vo, ... ’xc'(v0§i<j§6 T = :I:j)
“Unbeschranktes Zahlen” z.B.:
e FINITE = {2 | | 4| ist endlich aber beliebig gross }

e EVEN = {2 | |A| geradzahlig } und ODD = {2( | |A| ungeradzahlig }
Unendliche Modelle kénnen beliebig zu EVEN/ODD gehdren oder nicht.

EVEN und ODD sind nicht FO-ausdriickbar, weder in der Klasse aller
Strukturen noch in der Klasse der endlichen Strukturen.
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Paritat

Also kann auch SQL nicht unbeschrankt Zahlen, Paritat nicht ausdriicken

Das gilt natarlich nicht nur fur die GroBe des Universums, z.B.

“finde alle Ubungsgruppen mit ungradzahlig vielen Studierenden”

auch nicht ausdruckbar.

Es hilft auch nicht, FO durch geeignete Relationen zu “unterstitzen”:

In der Klasse von { R}-Strukturen 20 mit R* lineare Ordnung
(antisymmetrisch, transitiv, total) ist EVEN nicht FO-ausdriickbar.

Beweis per EF-Spielen, etwas aufwendiger.
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Zusammenhang

Schon gesehen: Zusammenhang von ungerichteten Graphen ist nicht
FO-ausdrickbar.

Wir zeigen nun: dies gilt auch in der Klasse aller endlichen Stukturen
(und damit auch fur SQL)

Wir wahlen ungerichtete Graphen ., 98, so dass:
e ;. ein Kreis der Lange 2* (also zusammenhangend)

e B, besteht aus zwei disjunkten Kreisen der Lange 2*
(also nicht zusammenhangend)

Wir missen zeigen: Duplikator hat Gewinnstrategie far Gy (2, By)
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Zusammenhang

Far zwei Knoten u, v ist die Distanz d(u,v)

e die Lange des klrzesten Pfades von u nach v
wenn so ein Pfad existiert

e d(u,v) = oo wenn kein solcher Pfad existiert

Far ¢ > 0 ist die ¢-Nachbarschaft Ny(u) = {v € V | d(u,v) < ¢}

Lemma

Duplikator kann G (A%, B ) so spielen, dass nach ¢ Ziigen ein Spielstand
{(a1,b1),...,(a;,b;)} erreichtist, sodassfur1 < j < ¢ <q:

(*) d(a;,ap) = d(bj,by) oder d(a;,ar),d(b;,bg) > 25"

Zusammenhang ist nicht FO-ausdrickbar, weder in der Klasse aller
Strukturen noch in der Klasse aller endlichen Strukturen.
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Transitive Hulle

Fur viele Anwendungen ist es nutzlich, die transitive Hulle einer binaren
Relation verwenden zu kbnnen.

Beispiel SQL.:
Datenbank mit Direktverbindungen einer Fluggesellschaft
Transitive Hulle liefert dann alle Verbindungen, mit und ohne Umsteigen

Wichtiges Resultat:

Sei 7 = {E£}. Es gibt keine FO-Formel ¢(x,y) € FO(7) die in jeder
7-Struktur 2 = (A4, E*) die transitive Hille von E definiert, d.h.:

A = ¢la, b] gdw. es einen Pfad in 2l von a nach b gibt
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Nicht-Ausdruckbarkeit

Auch nicht FO-ausdriickbar z.B.:
o Azyklizitat
e Graphen, die ein Baum sind
e Planaritat
e k-Farbbarkeit flr beliebiges (fixes) £ > 2

quasi jede algorithmisch interessante Eigenschaft von Graphen
(wir werden in Teil 4 sehen, warum!)
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Methodologie-Theorem

Nachbemerkung:

Man kann auch folgendes starkere Methodologie-Theorem beweisen:

Theorem (Methodologie-Theorem) |
Sei P eine Eigenschaft. Es gibt flr jedes k£ > 0 Strukturen A, B,
SO dass

° QlkePundin¢P
e Duplikator hat eine Gewinnstrategie fur G (24, Bx)

gdw. P nicht FO-ausdrickbar.

Damit ist der EF-Ansatz far Nicht-Ausdrickbarkeit vollstandig:

Wenn P nicht FO-ausdriickbar, dann kann man das
mittels EF-Spielen beweisen.

|Ll_JJ| Universitat Bremen 56




