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Formale Sprachen: DNA Computing

Einseitige Sticker-Sprachen sind reguléir

Ein Sticker-System v = (V,p, A, D) ist einseitig (one-sided), wenn in jedem Baustein
(u,v) € D u= X oder v = A, d.h. in jedem Berechnungsschritt wird nur links oder nur
rechts etwas angebaut. Es soll gezeigt werden, dass die von einseitigen Sticker-Systemen
erzeugten Sprachen reguliir sind. Als erster Schritt wird eine korrekte Ubersetzung einsei-
tiger Sticker-Systeme in kontextfreie Grammatiken konstruiert. Die Idee dabei ist, die bei
Berechnungen entstehenden Sticky Ends zu Nonterminals zu machen und in den Regeln
auszudriicken, wie sich das aktuelle Molekiil beim Berechnen an seinen Enden veréndert.
Eine Schwierigkeit dabei ist, dass potentiell unendlich viele Sticky Ends beim Berechnen
vorkommen koénnen. Es stellt sich heraus, dass man sich auf Berechnungen beschréanken
kann, deren Sticky Ends nie langer als die sind, die bereits in den Axiomen und Bau-
steinen vorkommen. Weitere Regeln modellieren die Anfinge von Berechnungen und die
Abschliisse von kompletten Berechnungen. Explizit ist die Ubersetzung folgendermaBen
definiert:
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mit N(y) = {S} U {(Dz’ (Z)T | 7= Xoder s =\, v=Xoder w=A\,|rs| <d(v) < |vw|}.

Dabei ist d(v) die Lange des ldngsten Einzelstrangs, der in D direkt oder in A und D
als Sticky End vorkommt, und |w| bezeichnet die Lénge eines Wortes w. P(y) ist so
gewdhlt, dass sich komplette Berechnungen von v als Ableitungen in G(v) simulieren
lassen. Entsprechend enthilt P(v) gerade alle Regeln, die in den folgenden Uberlegungen
verwendet werden.
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lasst sich das durch die Ableitung S — Z, simulieren, wobei z, die rechte Regelseite ist.

Jede Berechnung beginnt mit zy = (T) {t} (”) € A. Mit einer Regel S::= (T)l [t} (U)T

Betrachte nun eine Berechnung z LN x, der Lange k, wobei die Sticky Ends von xy nicht
langer als d(7) sind. Es sei vorausgesetzt, dass diese Berechnung durch eine Ableitung
S 5 & in G () simuliert werden kann, wobei Zj aus xj entsteht, indem man die Sticky
Ends durch die entsprechenden Nonterminals ersetzt.

Sei ferner vorausgesetzt, dass das rechte Sticky End oben sitzt und an diesem Ende wei-
tergebaut wird. Dann gibt es vier Félle:
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mit [:,] Zj}l,) € D und [ﬂ € WK,(V). Auerdem gilt v" = X oder w’ = A und

|v'w’| < d(7). Deshalb kann die Ableitung S —— #;, geeignet verlingert werden zu
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falls (;’\) = [ZZ/,] (’Z)/’>r € P(7).
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kann die korrespondierende Ableitung wieder geeignet verlangert werden zu
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falls (K)T::: Lﬂ (J)/)T € P(v).
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mit (A, (w’l\u,)) € Dund { } € WK,(V). AuBlerdem gilt |w’| < |ww'| < d(7y). Deshalb
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mit (A, (u’},)) € D und M/] € WK,(V) und v = v'v". AuBerdem gilt [v"| < [v'v"] =

|v| < d(7). Deshalb kann die korrespondierende Ableitung erneut geeignet verlangert
werden zu
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mit (A, (2)) € D. Die korrespondierende Ableitung kann wieder geeignet verlangert
werden:



falls (;’\)T = (T)T € P(y). Aber das ist nach Definition der Nonterminals nur

moglich, wenn |vv| < d(7). Bei einer Berechnung ist diese Bedingung allerdings
nicht immer erfiillt, so dass der Fall |vT] > d(y) noch weiter betrachtet werden
muss, was im nédchsten Abschnitt passiert.

Damit G(v) dieselbe Sprache wie 7 erzeugt, miissen nur komplette Berechnungen simu-
liert werden. Bei denen aber wird jedes zwischendurch bestehende Sticky End spéter
aufgefiillt. Wie kann die Berechnung in Punkt 4 weitergehen? Da die Arbeiten am linken
und rechten Ende vollig unabhéngig voneinander sind, kann angenommen werden, dass
erst alle Schritte rechts ausgefiithrt werden, bevor links gearbeitet wird. Demnach konnten
als néchstes weitere Schritte kommen, die das vorhandene Sticky End verlingern. Das
andert die Situation nicht grundsétzlich. Auf jeden Fall muss ndmlich nach der vorlaufig
letzten Verldngerung des Sticky End eine Auffiillung erfolgen, die mit einem Einzelstrang
arbeitet, weil echte Sticky Ends in D zu kurz sind.
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mit |vt| > d(7), (A, (i‘))) € D,vv = v'v" und [ﬁ e WK,(V).

Dieser Schritt lasst sich aber mit den Verldngerungen vertauschen, was man wie folgt
einsehen kann:
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Wegen v/vv = vv = v'v" und |u/| = |w| = |v/| folgt v = v und v’ = 0", so dass beide

Berechnungen dasselbe liefern.

2. Fall: w = w'w" mit [IZ,} € WK,(V) und v = tt' mit {uﬂ e WK,(V) und vt =" :
= e == L

Wegen vt = vtt = v't = v'v” folgt ¢ = v”, so dass wieder dasselbe Molekiil herauskommt.

In beiden Féllen kann man also einen (k + 1)-ten Berechnungsschritt finden, der nach
Punkt 2 oder 3 simuliert werden kann. Wiederholt man diese Konstruktion oft genug, ver-
schwindet das Problem, weil am Ende kein Sticky End bleibt, so dass man eine komplette
Berechnung zy —= E} immer simulieren kann durch eine Ableitung S —— (’\>l [f (A)T.
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Dabei ist ausgenutzt, dass man mit Sticky Ends unten so umgehen kann wie oben und
links wie rechts. Um zu terminieren, braucht man noch zwei weitere Regeln: (:\\)z n= A

und (i) = A. Die Regeln sind auflerdem so gewihlt, dass jede Ableitung vom Start-
symbol aus einer Berechnung entspricht, wenn sie nicht gerade die Linge 0 hat. Das

alles zusammengenommen ergibt die Korrektheit der Ubersetzung auf der Ebene der Mo-
lekiilsprachen: LM (v) = L(G(7)).

Da G(7) eine kontextfreie Grammatik ist, bleibt noch die Regularitét zu zeigen. Auflerdem
soll noch nachgewiesen werden, dass sich daran nichts &ndert, wenn man zu Wortern
iibergeht.



Die Grammatik G(7) ist sehr speziell gebaut. In der rechten Seite von Regeln erschei-
nen zwei Nonterminals, wenn S die linke Seite ist. Alle anderen Regeln sind links- oder
rechtslinear. Auerdem beginnt jede Ableitung, die in S startet und einen terminalen Wert
liefert, mit der Anwendung einer Regel, die am linken und am rechten Ende je ein Non-
terminal hat, wobei das linke Nonterminal nur durch linkslineare Regeln und das rechte
nur durch rechslineare Regeln abgeleitet wird. Auflerdem sind die linken und rechten Ab-
leitungsschritte voneinander vollig unabhéngig. Betrachtet man nun die Grammatiken
G(:)l, die alle [-Nonterminals als Nonterminals und alle Regeln mit /-Nonterminals als

linker Seite enthalten und (Z)l als Startsymbol besitzen, sowie analog die Grammatiken
G(;’})T, so stellt sich heraus, dass jedes [u“)’,} € L(G(y)) die Form Lﬂ = [“”,} {t} [y/}

T t! Y

hat mit [f,} € L<G(:)z)’ [y,] € L(G(Z)r) und (;) [t} (Z) € A Da G(:)l links- und
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G (Z) rechtslinear ist, sind die erzeugten Sprachen reguldr. Da einelementige Sprachen,
Konkatenationen und Vereinigungen regulérer Sprachen regulir sind, erweist sich L(G(7))
als regulér.

L(G(7)) wird von einem endlichen Automaten A erkannt. Ersetzt man bei dem das Einga-
bealphabet [‘q durch V und in jedem Zustandsiibergang das zugehorige Eingabesymbol
P

[‘Z} durch a, erkennt der resultierende Automat gerade die oberen Strange der von A
erkannten Molekiile und damit L(7).

Bezeichnet man die Klasse der durch einseitige Sticker-Systeme erzeugten Sprachen als
OSL und die der reguldren Sprachen als REG, so gilt also nach den vorausgegangenen
Konstruktionen und Uberlegungen: OSL C REG. Da sich auch REG C RSL zeigen
lasst, wobei RSL alle von reguldren Sticker-Systemen erzeugten Sprachen enthilt, und
offensichtlich RSL C OSL gilt (nur rechts Anbauen ist besonders einseitig), stellt sich
insgesamt heraus:

REG = RSL = OSL.

Die Erzeugungskraft von Sticker-Sytemen iiber das Kontextfreie hinaus bis ins Kontext-
sensitive hinein kommt also vom gleichzeitigen Bauen an beiden Enden.

Dariiber hinaus sind die Sticky Ends wichtig. Denn ein Verzicht auf echte Sticky Ends,
wie bei glatten Sticker-Systemen, deren Atome und Bausteine nur vollstandige Molekiile
enthalten, fithrt zu Sticker-Sprachen, die linear sind.



