Formale Sprachen: Graphtransformation

Hans-Jo6rg Kreowski

Universitat Bremen
Studiengang Informatik
kreo@informatik.uni-bremen.de

Sommersemester 2004



Inhaltsverzeichnis

1 Graphen in der Informatik 2
1.1 Wohlstrukturierte Flussdiagramme . . . . . . . . . . .. .. .. ... 3
1.2 Erzeuger-Verbraucher-System . . . . . . . . ... ... ... . oL D
1.3 Verkehrsfluss auf Kreuzungen . . . . . . .. ... ... ... L. 6

2 Ableitung von Graphen durch Anwendung von Regeln 8
2.1 Graphmodell . . . . . . 8

2.1.1 Markierungsalphabet . . . . . . ... ..o 8
2.1.2  Gerichtete, kantenmarkierte Graphen . . . . . . .. ... ... L. 8
2.1.3 Bemerkungen . . . . . ... L 10
2.2 Graphmorphismen und Untergraphen . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 10
2.2.1 Morphismus fiir gerichtete Graphen . . . . . . . .. . .. ... ... ... 10
2.2.2 Untergraph . . . . . . . .. 11
2.3 Regelanwendung . . . . . . .. Lo 12
2.3.1 Regel . . . . o 12
2.3.2  Ansatz und Kontaktbedingung . . . . . . ... ... ... ... ... 13
2.3.3 Zwischengraph . . . . . ..o Lo 13
2.3.4 Ergebnisgraph . . . . . . ..o 14
2.3.5 Direkte Ableitung . . . . . . ... 15
2.3.6 Ableitung . . . ... 16



Kapitel 1

Graphen in der Informatik

Wo in der Informatik schwierige Zusammenhénge veranschaulicht oder kompliziert strukturierte
Datenobjekte bearbeitet und untersucht werden sollen, sind Graphen als Darstellungsmittel be-

liebt.

Graphen sind Strukturen, mit denen sich Beziehungen zwischen Einzelheiten ausdriicken

lassen. Es gibt Graphen in vielen Variationen; denn ihre drei Grundbestandteile — Knoten,
Kanten und Markierungen — kénnen unterschiedlich miteinander verkniipft werden.

In allen Graphenbegriffen kommen Knoten und Kanten vor. Knoten sind voneinander unter-
scheidbare, eigenstdndige Objekte; Kanten verbinden Knoten. Wihrend Knoten als Elemente
von (Knoten-)Mengen in praktisch allen Graphenbegriffen geeignet identifizierbare Objekte
sind, konnen Kanten sehr verschiedenartig gewahlt werden, um Beziehungen zwischen Knoten
auszudriicken:

(a)

Kann eine Kante Beziechungen zwischen beliebig vielen Knoten herstellen, spricht man
von einer Hyperkante. Dementsprechend werden Graphen mit Hyperkanten Hypergraphen
genannt. Ublicher jedoch ist, dass eine Kante zwei Knoten verbindet, was im folgenden

behandelt wird.

Sind die beiden Knoten einer Kante gleichberechtigt, handelt es sich um eine ungerichtete
Kante. Andernfalls ist die Kante gerichtet. Technisch lasst sich eine Kante dadurch ,,rich-
ten“, dass ihr ein geordnetes Paar von Knoten zugeordnet wird oder die beiden Knoten
verschiedene Bezeichnungen erhalten. Ublich ist die Unterscheidung durch Angabe von
Quelle und Ziel einer Kante. Ein Graph, der nur aus ungerichteten Kanten besteht, wird
selbst ungerichtet genannt. Analog enthélt ein gerichteter Graph ausschliefilich gerichtete
Kanten.

Auflerdem konnen Kanten wie Knoten individuelle Objekte sein; die zugehorigen Knoten
miissen dann gesondert zugeordnet werden. Oder Kanten sind aus Knoten zusammen-
gesetzte GroBlen. Im ersten Fall kann es in einem Graphen gleichartige parallele Kanten
zwischen zwei Knoten geben, im zweiten Fall nicht.

Markierungen schliellich dienen dazu, Knoten und Kanten mit zusétzlicher Information zu
versehen. Es gibt vier Standardmoglichkeiten, mit Markierungen umzugehen. Sie vollig zu
verbieten, liefert unmarkierte Graphen. Nur die Markierung von Knoten zu erlauben, ergibt



Knoten—-markierte Graphen. Analog werden bei Kanten—markierten Graphen nur Kanten mar-
kiert. Werden Knoten und Kanten markiert, erhélt man markierte Graphen.

Diese verwirrende Vielfalt hat den Vorteil, dass das Konzept der Graphen flexibel an konkrete
Anwendungssituationen angepasst werden kann. Aber die Variabilitdt hat auch ihren Preis.
Da die verschiedenen Graphenbegriffe unterschiedliche mathematische Eigenschaften aufweisen,
lassen sich Ergebnisse iiber die eine Art von Graphen nicht ohne weiteres auf eine andere Art
iibertragen:

WARNUNG: Graph ist nicht gleich Graph!

Einige Beispiele sollen die Bandbreite von Graphen und ihre Anwendungsmoglichkeiten illus-
trieren.

1.1 Wohlstrukturierte Flussdiagramme

Wohlstrukturierte Flussdiagramme sind graphische Darstellungen der Anweisungen einer ein-
fachen, PASCAL-&hnlichen Programmiersprache. Die Syntax siecht Wertzuweisung, Reihung,
Fallunterscheidung (if-then—else) und Wiederholung (while—do) vor; die zugehorige Backus—
Naur-Form lautet:

S = V:=FE|S;S|if B then S else S | while B do S

Dabei steht S fiir ,statement“, V fiir ,,variable“, F fiir ,expression“ und B fiir ,,boolean expres-
sion“. Die entsprechenden Flussdiagramme kénnen folgendermafien als Graphen beschrieben
werden:

(a) Sie haben immer genau einen Eingang und einen Ausgang, die Knoten sind und mit begin
bzw. end bezeichnet werden.

(b) Eine Wertzuweisung wird als Kante dargestellt:

O

Der Kasten in der Mitte der Kante kann als Markierung aufgefasst werden. Er dient
lediglich der Verstdrkung des optischen Eindrucks, damit die beschriebenen Graphen auch
wie Flussdiagramme aussehen und diese nicht nur formal darstellen. Man beachte, dass
nur die Tatsache représentiert ist, dass eine Wertzuweisung stattfindet, nicht jedoch,
welche Variable welchen Wert erhélt. (Das liefle sich durch eine entsprechende Markierung
der Kante erreichen.)



(c) Ein Graph N ist ein Flussdiagramm, das eine Reihung repréisentiert, wenn er sich in zwei
Graphen N; und N, aufteilen léasst, die beide Flussdiagramme darstellen, derart dass der
Eingang von N; der Eingang von N, der Ausgang von N, der Ausgang von N und der
Ausgang von N; und der Eingang von Ny der einzige gemeinsame Knoten von N; und N,
in N ist:

(d) Ein Graph N ist ebenfalls ein Flussdiagramm, das der Fallunterscheidung entspricht,
wenn er sich folgendermaflen aufteilen lasst:

Qe

Dabei miissen N7 und N, Flussdiagramme sein, deren Ausgang auch Ausgang von N
ist und die sonst keine gemeinsamen Knoten haben. Auflerdem muss 1 der Eingang von
Np sein und 2 der von N,. Neben seinem Eingang muss N noch einen weiteren Knoten
besitzen, der mit der Rhombusform markiert ist. Vom Eingang fiihrt eine Kante in diesen
Knoten. Von diesem Knoten aus geht je eine Kante nach 1 und 2. Eine davon ist mit T’
(fiir ,,true”) markiert, die andere mit F* (fiir ,false®).

(e) Schlieflich ist ein Graph N ein Flussdiagramm, das fiir die Wiederholung steht, wenn er
folgende Form hat:

Dabei muss Vg ein Flussdiagramm sein, dessen Eingang der Knoten 0 und dessen Ausgang
der Eingang von N ist. Auflerdem besitzt N neben seinem Ausgang noch einen Knoten
mit drei anhingenden Kanten wie bei den Fallunterscheidung, wobei hier allerdings die
mit F' markierte Kante zum Ausgang geht und die mit 7" markierte zum Knoten 0.

Beachte, dass in (d) und (e) von den konkreten Booleschen Ausdriicken abstrahiert wird.

Ein Programm, das die n-te Potenz von x folgendermafien bestimmt:
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if n>0
then exp := 1;
while n > 0 don :=n - 1;
exp := exp * X
else exp := 0

besitzt als Flussdiagramm den Graphen:

1.2 Erzeuger-Verbraucher-System

Situationen, die in technischen oder informationsverarbeitenden Systemen auftreten, lassen sich
sehr haufig angemessen durch Petri-Netze darstellen, die spezielle Graphen sind. Das soll anhand
eines vereinfachten Warenlagers demonstriert werden, das von einem Erzeuger bestiickt wird
und aus dem zwei Verbraucher beliefert werden. Der folgende Graph hélt einen ,,Schnappschuss®
aus diesem System fest:

’/Q‘E\/erbraucher

Erzeuger

@/‘ Verbraucher

Dabei gehoren die Ziffern nicht zum eigentlichen Graphen, sondern dienen als Referenzen, um
iiber den Sinn der einzelnen Knoten besser sprechen zu kénnen. Alle eckig eingefassten Knoten



sind gleich markiert, dazu kann das graphische Objekt einfach als Markierung aufgefasst werden.
Diese Knoten repréasentieren jeweils mogliche Aktivitdten des Systems; die folgende Tabelle
weist aus, wofiir jeder Knoten, abhéngig von seiner Ziffer, steht:

1. Vorbereitung (eines Produktionsvorgangs)
2. Herstellung (einer Wareneinheit)
3. Erwerb (einer Wareneinheit)

4. Erwerbsvorbereitung

Die als Kreis gezeichneten Knoten stellen Systemeigenschaften oder -zustdnde dar. Thre Markie-
rung ist immer eine natiirliche Zahl, die Zahl der im Kreis befindlichen Punkte. Ihr Wert sagt
etwas iiber die konkrete Beschaffenheit der jeweiligen Eigenschaften. Im einzelnen beschreiben
die Knoten, die mit 5 bis 9 nummeriert sind, folgende Aspekte des Systems:

produktionsbereit
nicht produktionsbereit
empfangsbereit

nicht empfangsbereit

R

Warenlager

Fiir die Knoten 5 bis 8 bedeutet die Markierung 0, dass die genannte Eigenschaft gerade nicht
vorliegt, wihrend 1 die Erfiilltheit beschreibt. Alle anderen Zahlen machen keinen Sinn. Die
Markierung des Knotens 9 gibt die Zahl der momentan im Warenlager gespeicherten Waren-
einheiten an.

Es ist klar, dass analog zum obigen Graphen durch Verdnderung der natiirlichzahligen Markie-
rungen andere Systemsituationen reprisentiert werden.

1.3 Verkehrsfluss auf Kreuzungen

Graphen lassen sich auch vorteilhaft einsetzen, wenn bestimmt werden soll, wie viele Ampel-
phasen erforderlich sind, um komplizierte Kreuzungen verkehrsgerecht zu steuern.

Betrachte etwa folgende Kreuzungssituation:
S\ 4
%
B



Die Zufahrtsstraffen sind mit A bis E bezeichnet, und die Fahrtrichtung von Einbahnstraflen ist
durch einen zusétzlichen Pfeil angegeben. Paare von Buchstaben beschreiben dann Verkehrs-
strome, die die Kreuzung passieren kénnen. Sie werden als Knoten eines Graphen genommen.
Einige Verkehrsstrome konnen nicht gleichzeitig iiber die Kreuzung fahren, weil sie sich kreuzen.
Wenn das fiir zwei Verkehrsstrome gilt, wird eine Kante (beliebiger Richtung) zwischen ihren
Knoten gezogen. Fiir die obige Kreuzung entsteht so der Graph:

Solche Graphen enthalten wichtige Informationen fiir die Planung der Ampelphasen an den
zugrundeliegenden Kreuzungen, weil griines Licht fiir einen Verkehrsstrom als Konsequenz hat,
dass alle Verkehrsstrome, die mit dem einen durch eine Kante verbunden sind, vor roten Ampeln
halten miissen.



Kapitel 2

Ableitung von Graphen durch
Anwendung von Regeln

In diesem Kapitel werden die von Chomsky-Grammatiken her bekannten Konzepte der Regel,
der direkten Ableitung und der Ableitung, die fiir Worter definiert sind, auf Graphen iibertra-
gen. So wird es moglich, Graphen aus Graphen durch Regelanwendung abzuleiten.

2.1 Graphmodell

Die Moglichkeiten, Graphen zu definieren, sind vielfiltig. Eine héufig verwendete Variante bil-
den gerichtete, kantenmarkierte Graphen (mit Schleifen und Mehrfachkanten).

2.1.1 Markierungsalphabet

Um nicht bei jedem einzelnen Graphen die Markierungen vereinbaren zu miissen, wird ein glo-
bales Markierungsalphabet C vorausgesetzt, das allerdings je nach Anwendung und Geschmack
frei gewdhlt werden kann. Beispiele sind die Menge A* aller Zeichenketten aus einem Alphabet
A, die Mengen N und Z der natiirlichen und ganzen Zahlen oder die Menge der Wahrheits-
werte BOOL = {true, false}, Aufzihlungen wie COLOR = {red, green, blue, yellow} sowie
Vereinigungen und kartesische Produkte dieser Typen von Markierungen.

2.1.2 Gerichtete, kantenmarkierte Graphen

Ein gerichteter, kantenmarkierter Graph ist ein System N = (V, E, s,t,m), wobei

e V/ eine endliche Menge von Knoten ist,
e [ eine endliche Menge von Kanten ist,

e s: EF—Vundt: E — V zwei Abbildungen sind, die jeder Kante e € E ihre Quelle s(e)
und ihr Ziel ¢(e) zuordnen,

e m : E — C eine Abbildung ist, die jeder Kante e € E ihre (Kanten—)Markierung m(e)
zuordnet.
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Abbildung 2.1: Verschiedene Knotenformen

In Graphvisualisierungen werden Knoten als geometrische Figuren (Kreis, Rechteck, Ellipse)
dargestellt — entweder ausgefiillt oder nur mit ihrer Umrandung (Abb. 2.1).

Eine gerichtete Kante ist an ihrem Quell- und Zielknoten aufgehédngt bzw. mit diesem inzident.
Grafisch wird dies durch Pfeile dargestellt. In Abbildung 2.2 ist eine gerichtete Kante e € F zu
sehen, die als Quelle s(e) = vy € V und als Ziel t(e) = v, € V hat.

(%1 e (%)
o—————»>0

Abbildung 2.2: Grafische Darstellung einer gerichteten Kante

Eine Kante e € E mit s(e) = t(e), die also an einem einzigen Knoten aufgehéngt ist, wird als
Schleife bezeichnet. Sie kann als gewchnliche gerichtete Kante mit Pfeilspitze dargestellt oder
alternativ als Fahnchen gezeichnet werden (sieche Abb. 2.3).

&8

gewohnliche Kante Fdhnchen

Abbildung 2.3: Grafische Darstellung von Schleifen

In der grafischen Darstellung einer Kante, bei der Quelle und Ziel verschieden sind, wird die
Markierung in der Regel neben dem Pfeil platziert. Bei einer Schleife gibt es weitere Moglich-
keiten. Bei der Darstellung als Fiahnchen wird die Markierung in die Fahnenfliche geschrie-
ben. AuBlerdem kénnen Schleifenmarkierungen auch wie Knotenmarkierungen dargestellt und
verwendet werden. In diesen Féllen werden die Schleifen nicht gezeichnet, sondern nur ihre
Markierungen neben den zugehorigen Knoten oder in diesen geschrieben. SchliefSlich darf in der
grafischen Darstellung einer Kante, die mit dem leeren Wort (A) markiert ist, die Markierung
weggelassen werden, was einer unmarkierten Kante entspricht. Falls es sich um eine Schleife
handelt, darf sie allerdings nicht auch noch weggelassen werden, da dieser Fall sonst so ausséhe,
als sei keine Schleife vorhanden. Die moglichen Darstellungen fiir Schleifenmarkierungen sind
in Abbildung 2.4 zu sehen.

Abbildung 2.5 zeigt einen einfachen gerichteten, kantenmarkierten Graphen, mit vier Knoten
und vier Kanten, welche alle mit ,a*“ markiert sind. In den folgenden Abschnitten wird ein
fortlaufendes Beispiel in einer Umgebung mit gerichteten Graphen zur llustration verwendet.
Der abgebildete Graph taucht dort immer wieder als Arbeitsgraph M, auf.
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an der Schleife am Fahnchen direkt am Knoten im Knoten

Abbildung 2.4: Schleifenmarkierungen

é._a>._a>.
a

Abbildung 2.5: Gerichteter, kantenmarkierter Graph

2.1.3 Bemerkungen

Die Bezeichnungen fiir die Graphkomponenten haben mnemonische Zuordnungen aus dem Eng-
lischen: V' von ,vertex“, E von ,edge“, s von ,source“, t von ,target, m von ,marking“ und
C von ,color, denn Farben wird synonym fiir Markieren gebraucht.

Die Endlichkeit der Mengen V' und E miisste nicht unbedingt gefordert werden, in der Imple-
mentierung der Graphen sind allerdings nur endliche Mengen zu verarbeiten. Das Markierungs-
alphabet kann unendlich sein.

In einer Umgebung mit mehreren Graphen werden die Komponenten des jeweiligen Graphen
zusitzlich mit dessen Namen als Index beschriftet. Ein gerichteter, markierter Graph N =
(V,E,s,t,m) ist dann durch G = (V, En, sy, ty, my) bestimmt. Dies geschieht, damit die
Komponenten der Graphen unterscheidbar sind, ohne dass sie einzeln eingefiihrt werden miissen.

Im folgenden werden die Attribute ,,kantenmarkiert” und ,,gerichtet® oft weggelassen.

2.2 Graphmorphismen und Untergraphen
Es werden Graphmorphismen und Untergraphen eingefiihrt, um Graphen in anderen Graphen

zu lokalisieren.

2.2.1 Morphismus fiir gerichtete Graphen

Seien L und M gerichtete Graphen. Dann besteht ein Graphmorphismus g = (gv,9g) : L — M
von L nach M aus zwei Abbildungen gy : Vi, — Vi, und gg : E;, — E), derart dass fiir alle
ee€ Epund v € Vp, gilt:

@ gv(swle)) = sulgrle)),
@ gv(tr(e)) =tu(gr(e)),

® mp(e) = mu(ge(e)).
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Ein Graphmorphismus g bildet Knoten und Kanten von L auf korrespondierende Objekte aus
M ab. Dabei darf eine Kante von L nur dann auf eine Kante von M abgebildet werden, wenn
auch Quellen und Ziele entsprechend aufeinander abgebildet werden (nach @ und @). Aufierdem
diirfen Kanten nur einander zugeordnet werden, wenn sie gleich markiert sind (®). Die Struktur
von L findet sich also in M wieder, denn alle Knoten, Kanten, Aufhdngungen und Markierungen
werden durch den Morphismus erhalten. Insbesondere der Zusammenhang von Objekten in L
iibertriagt sich vollstéandig auf korrespondierende Objekte in M.

Ein Beispiel fiir einen Graphmorphismus gy von Ly nach M, ist in Abbildung 2.6 zu sehen.
Dort ist mit gestrichelten Linien die Abbildung gy der Knoten von Ly nach M, eingezeichnet.
Die Abbildung der Kanten ggo und deren Markierungen ist eindeutig spezifiert, da an jedem
Knoten maximal eine ausgehende und maximal eine eingehende Kante aufgehéngt ist. Aus
diesem Grund muss die Abbildung ¢zo nicht dargestellt werden, was zur besseren Ubersicht

beitragt.
a a
;-
/ //"’
/ 7 /
/. /
7 a !
a

Abbildung 2.6: Morphismus gy von Ly nach M,

2.2.2 Untergraph

Seien U und M gerichtete Graphen mit Vi; C Vy; und Ey C Ejy. Dann ist U ein Untergraph
von M, wenn fiir alle e € Ey gilt:

@ sy(e) = sple),
@ tU(e) = tM(e),

® my(e) =mp(e).

Abbildung 2.7 zeigt einen Untergraphen U, von M,. Alle Objekte, die vollstindig von der
Umrandung, die Uy zugeordnet ist, umschlossen sind, gehéren zu Uy.

ic==—u

Abbildung 2.7: Untergraph U, von M,

Die Definition von Untergraphen sorgt dafiir, dass die Authdngung von Kanten aus U in M
erhalten bleibt (@, ®).
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Gleiches gilt fiir Kantenmarkierungen, die fiir Kanten in U dieselbe sein muss wie in M (®).
Ist U ein Untergraph von M, kann dies als U C M geschrieben werden.

U ist genau dann ein Untergraph von M, wenn die Inklusionen der Knoten- und Kantenmengen
einen Morphismus bilden.

2.3 Regelanwendung

Mit Graphen und Morphismen sind die Konzepte verfiighar, die fiir den grundlegenden Begriff
der regelbasierten Graphtransformation gebraucht werden: die Regelanwendung, mit der ein
gegebener Graph lokal verdndert werden kann. Eine Regel besteht aus einer linken und rech-
ten Seite, die beide Graphen sind und einem Klebegraphen, der gemeinsamer Untergraph von
linker und rechter Seite ist (2.3.1). Die linke Seite ohne Klebegraph beschreibt, was bei einer
Regelanwendung aus einem Graphen geloscht werden soll, die rechte Seite ohne Klebegraph,
was zugefiigt werden soll. Um eine Regel auf einen Graphen anwenden zu kénnen, muss zuerst
ein Ansatz (Matching) der linken Seite gefunden werden, was als Morphismus der linken Seite
in den zu dndernden Graphen realisiert wird (2.3.2). Die Regel darf allerdings nur angewendet
werden, wenn beim Loschen ein Graph entsteht, der sogenannte Zwischengraph (2.3.3). Das
ist genau dann der Fall, wenn mit einem Knoten auch alle inzidenten Kanten geléscht wer-
den. Dafiir sorgt die Kontaktbedingung (2.3.2). Das Ergebnis der Regelanwendung, der direkt
abgeleitete Graph, entsteht dann aus dem Zwischengraphen durch Zufiigen der rechten Seite
ohne Klebegraph, indem man quasi Zwischengraph und rechte Seite im Klebegraphen mitein-
ander verklebt (2.3.4). Zusammengenommen ergibt das eine Regelanwendung, die auch direkte
Ableitung genannt wird (2.3.5). Wenn direkte Ableitungen nacheinander ausgefiithrt werden,
bezeichnet man dies als Ableitung (2.3.6).

2.3.1 Regel

Eine Regel r = (L O K C R) besteht aus den drei Graphen L, K und R, wobei der Klebegraph
K Untergraph von L und R ist. L wird linke Seite von r genannt, R rechte Seite.

Statt L O K C R kann man auch L = R schreiben, wenn sich K durch geeignete Konventionen
aus dem Kontext ergibt.

In Abbildung 2.8 ist eine Regel rg mit ihren drei Graphkomponenten — linke Seite L, Klebe-
graph Ky und rechte Seite Ry — dargestellt.

Ly Ko

Abbildung 2.8: Regel mit linker Seite, Klebegraph und rechter Seite
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2.3.2 Ansatz und Kontaktbedingung

Sei r = (L O K C R) eine Regel und M ein Graph.
Dann wird ein Morphismus ¢ : L — M Ansatz von r in M (oder Matching von r in M) genannt.

Eine Regelanwendung beginnt mit der Suche nach einem geeigneten Ansatz. Wird kein Ansatz
fiir r in M gefunden, ist eine Graphtransformation mit der Regel r nicht durchfiihrbar.

Ein Ansatz erfiillt die Kontaktbedingung, wenn eine Kante e aus M —g(L),d.h. e € Eyy—gr(EL),
weder ihre Quelle noch ihr Ziel in g(L) — g(K) hat, d.h. sy(e), tar(e) € gv (VL) — gv (V).

Im Beispiel-Arbeitsgraphen M, gibt es insgesamt vier verschiedene Ansétze fiir die linke Seite
der Regel rg, wobei zwei davon die Kontaktbedingung verletzen.

Ein Ansatz, der die Kontaktbedingung nicht einhilt, war bereits in Abbildung 2.6 zu se-
hen. Die Verletzung der Kontaktbedinung besteht darin, dass die mittlere Kante aus M, in
Evy — 9p0(Er,) liegt, aber in gyo(Vz,) — gvo(Vk,) ihre Quelle hat, ndmlich den zweiten Knoten
von links in M.

Abbildung 2.9 (i) zeigt einen weiteren Ansatz g; von rg in My, wobei die Kontaktbedingung
verletzt ist durch die Kante, die von rechts nach links verlauft.

Abbildung 2.9 (ii) und (iii) stellen weitere Ansétze g, und gs dar, die allerdings die Kontaktbe-
dingung erfiillen. Die Kanten, die in Ey, — gpo/3(EL,) liegen und Quelle bzw. Ziel in gy4/3(Vz,)
haben, beriihren dabei nur gy2/3(Vx,), was erlaubt ist. Dieser dritte und vierte Ansatz g, aus
(ii) und g3 aus (iii) werden in den Beispielen weiterverfolgt.

2.3.3 Zwischengraph

Sei g : L — M ein Ansatz von r = (L O K C R) in M, der die Kontaktbedingung erfiillt.
Dann ist der Zwischengraph Z derjenige Untergraph von M, der entsteht, wenn man alle Knoten
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und Kanten aus g(L) — g(K) 16scht, d.h. gv (V1) — gv(Vk) aus Vi, und gg(EL) — gr(Fk) aus
Eyy. Dafiir wird kurz Z = M — (g(L) — g(K)) geschrieben.

Mit dem Zwischengraph Z ergibt sich auch ein Morphismus d : K — Z mit d(z) = g(z)
fiir alle x € K, der also genau wie g abbildet, allerdings nur fiir Elemente in K. Wegen der
Kontaktbedingung ist die Bildmenge von d auf Z beschrankt.

Der Schnitt des Zwischengraphen Z und g(L) ist gerade g(K'). Anschaulich ist also Z mit g(L)
tiber g(K') zu M verklebt. Daher kommt die Bezeichnung Klebegraph fiir K.

Unter Verwendung der Ansétze g aus Abbildung 2.9 (ii) und g3 aus Abbildung 2.9 (iii) entste-
hen die Zwischengraphen Z, und Z3, die in Abbildung 2.10 zu sehen sind.

ERCEEE e —

Abbildung 2.10: Zwischengraphen Z; und Z3

A

2.3.4 Ergebnisgraph

Zum Schluss kann der Ergebnisgraph N konstruiert werden als N = Z 4+ (R — K), wobei im
einzelnen gilt:

[ ] VN:VZ+(VR—VK),
o By =FEz+ (Eg— Ek),

o my: Exy — C mit

m(e) = mz(e) fiire € FEy,
M mg(e) fire € Er — B’

o sy Ex — Vy mit
snle) = sz(e) fiir e € Ey,
hv(SR(e)) fiir e € ER - EK,

ty : Ex — Vi analog,

dy(v) firve Vg

v sonst.

mit hy : Vg — Vy definiert durch hy (v) = {

h : R — N ist schliefilich ein weiterer Morphismus, der fiir alle Elemente © € R definiert ist

durch:
W) = T firxre R— K,
d(z) furze K.
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Praktische Auswirkung dieses Transformationsschrittes ist ein Verkleben von R mit Z ohne
Teile von K erneut einzufiigen, da diese bereits in Z vorhanden sind. Die Kantenauthdngung
einer Kante, die Quelle oder Ziel in Z hat, bleibt in hy bewahrt. Sonst gilt die Aufhéingung in
R.

Die Ergebnisgraphen Ny und N3 der Beispiel-Regelanwendungen sind in Abbildung 2.11 illus-
triert.

Abbildung 2.11: Ergebnisgraphen N, und N3

2.3.5 Direkte Ableitung

Man sagt, dass der Ergebnisgraph N direkt aus dem Graphen M durch Anwendung der Regel
r= (L O K C R) mit dem Ansatz g : L — M abgeleitet wird, falls die Kontaktbedingung

erfiillt ist. Dafiir schreibt man kurz M :/> N bzw. M = N, wenn der Ansatz nicht explizit von
/g s
Interesse ist.

Jede Regel r definiert also durch alle direkten Ableitungen M = N eine bindre Relation
auf Graphen = C G x G, wenn G die Klasse aller Graphen bezeichnet. Statt = kann auch
SEM/(r) geschrieben werden, wenn betont werden soll, dass die Regelanwendungsrelation als
operationelle Semantik einer Regel angesehen werden kann.

Die direkte Ableitung des Beispiel-Graphen My nach N3 mit der Regel 7o (Abb. 2.8) und dem
Ansatz g3 aus Abbildung 2.9 (iii) ist in Abbildung 2.12 dargestellt.

Abbildung 2.12: Direkte Ableitung von N3 aus M,
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2.3.6 Ableitung

Eine Sequenz direkter Ableitungen wird Ableitung genannt.

Seien My ... M, Graphen, r;...7r, € R Regeln aus einer Regelmenge R fiir v =1,...,k und g;
ein Ansatz von r; in M;_;.
Dann sind fiir eine Ableitung von M, nach M der Lénge k folgende Schreibweisen moglich:

o My — M, = ... = M,
T1/91 r2/92 T/ 9k

o My— M) = ... = M,
71 Tk

T2

My=— M, = ... = M,
R R R

M0:>M1:>---:>Mk7

M, % M,

My -2 0,

MO :;> Mka

[ ] M0:*>Mk

Dabei ist auch der Fall & = 0 zugelassen. Mit der Ableitung der Lénge 0, bei der keine Regel
angewendet wird, leitet jeder Graph sich selbst ab.
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