Algebraische Spezifikation

Prof. Dr. Hans-Jorg Kreowski

Studiengang Informatik

Wintersemester 2001/02

MZH 3260 E-Mail: kreo@informatik.uni-bremen.de
Tel.: 2956, 3697 (Sekr.), Fax: 4322 www.informatik.uni-bremen.de/theorie






1 Einleitung

Dieses Material und die zugehorige Lehrveranstaltung sollen die mathematischen Grund-
lagen fiir die algebraische Spezifikation von Datentypen bereitstellen. Ist das wirklich
notig? Was hat Informatik {iberhaupt mit Mathematik zu tun, was speziell Datentypen
mit Algebren? Diese Fragen sind Schliissel zum Verstdndnis der algebraischen Spezifikati-
on von abstrakten Datentypen und der dafiir erforderlichen mathematischen Theorie der
universellen Algebren; es soll deshalb eine Antwort versucht werden.

Was hat Informatik mit Mathematik zu tun?

Every program performs some
task correctly. What is of interest
to computer scientists is whether
a program performs its intended
task.

B. Liskov und V. Berzins

Zu den wichtigsten Aufgaben der Informatikerinnen und Informatiker zéhlt der Entwurf
von Algorithmen (Programmen, Programmpaketen, grofien Softwaresystemen), die vorge-
gebene Probleme 15sen. Typische Aufgabenstellungen sind beispielsweise: Ubersetze eine
Programmiersprache; betreibe eine Rechenanlage; verwalte eine Bibliothek! Sie werden
bewiltigt durch die Entwicklung entsprechender Compiler, Betriebs- und Datenbanksy-
steme. Die Betonung muss dabei auf “entsprechend” liegen, denn es ist evident, dass ein
Texteditor keine der gestellten Aufgaben erledigen kann. Deshalb lautet eine zentrale —
leider fiir nichtnumerische Algorithmen &duflerst selten explizit gestellte und noch seltener
beantwortete — Frage:

Lost Algorithmus A Problem B?

Diese Frage nach der Korrektheit eines Algorithmus ist vorrangig; denn erst wenn sie
positiv beantwortet ist, kénnen ernsthaft und sinnvoll andere erwiinschte Eigenschaften
von Algorithmen bzw. Softwaresystemen wie Strukturiertheit, Effizienz, Zuverléssigkeit,
Stabilitédt, Portabilitdt usw. erortert werden. Dass sie dennoch so selten diskutiert wird,
hat sicherlich sehr vielschichtige Griinde:

— Haufig erscheinen die Probleme (grofiter gemeinsamer Teiler; sortiere ganze Zahlen
nach Groéfle) so einfach, dass man den Algorithmen intuitiv ansieht, ob sie das
Gewiinschte leisten.

— Unterstiitzt wird das dazu nétige Vorstellungsvermégen durch Namensgebung und
Kommentierung der Algorithmen (GGT, LIST-OF-INT, CHANGE, ... ), was einen
Zusammenhang zu gegebenen Problemen suggeriert.

— Wo Intuition und Suggestion versagen, kann man dann testen (und bei negativem
Ausgang die Programme revidieren und erneut testen ... ).



— Es sind viele ausgezeichnete, sehr bequeme, leicht handhabbare Konzepte bekannt,
Algorithmen zu schreiben — insbesondere aus den héheren Programmiersprachen;
dagegen steht zum Aufschreiben der Probleme selten mehr als die natiirliche Sprache
zur Verfiigung.

— Dieses Missverhiltnis macht einen fundierten Vergleich von Algorithmen und Pro-
blemen nahezu unmoglich, so dass manche ihn sogar fiir unnétig halten.

Aus wissenschaftlicher Sicht ist dieses Dilemma fehlender Méglichkeiten (und Einsicht)
ganz unbefriedigend und Abhilfe dringlich. Um aber Problemstellungen exakt formulie-
ren und Algorithmen daraufhin iiberpriifen zu kénnen, ob sie die gewiinschten Aufgaben
erfiillen, ob sie also korrekt sind, ist eine gemeinsame Sprachebene zum Schreiben von Pro-
blemen und Algorithmen erforderlich. Es werden also in der Informatik Spezifikations- und
Implementierungssprachen gebraucht, die Korrektheitsbeweise unterstiitzen bzw. iiber-
haupt erst erlauben.

Welchen Charakter wird eine solche Sprache haben miissen? Es werden einerseits Sprach-
mittel benotigt, mit denen Probleme und sie l6sende Algorithmen ausgedriickt werden
konnen; welche Konsequenzen ergeben sich aber daraus, dass zusidtzlich beantwortbar
sein soll, ob Algorithmus A Problem B 16st?

Betrachtet man die beiden moglichen Antworten “A 16st B” und “A 16st B nicht” (das
bisher in der Informatik iibliche Achselzucken — teils wortreich verbramt — nicht gerech-
net), so handelt es sich dabei um Aussagen, um Behauptungen, die wahr sein kénnen
oder falsch. Will man definitiv wissen, welche Antwort zutrifft, so muss man eine der
beiden verifizieren oder falsifizieren. In einem exakten Sinne lassen sich Richtigkeit oder
Falschheit von Aussagen jedoch ausschliefflich in mathematischen Theorien nachweisen.

Einer der bedeutendsten Zusammenhinge von Mathematik und Informatik spiegelt sich
deshalb in folgender These wider.

These 1
Korrektheit erfordert mathematische Theorien.

Was haben Datentypen mit Algebren zu tun?

Types are not sets.
F.L. Morris

Algorithmen (Programme, groie Softwaresysteme) sind aus kleinen “Bausteinen” zusam-
mengesetzt, zu denen die Kontrollstrukturen wie if-then—else, while—do, ... zidhlen. Diese
sind bei praktisch allen Algorithmen in dhnlicher Weise zu finden, und ihre Wahl hingt
mehr vom Programmierstil, der Programmdisziplin und vom personlichen Geschmack der
einzelnen Programmiererin bzw. des einzelnen Programmierers ab als von den konkreten
Programmieraufgaben. Die problemorientierte Sprachebene von Algorithmen und damit
ihre Fahigkeit, bestimmte Probleme zu 16sen, ist dagegen erst durch den Datentyp gege-
ben. Einige bekannte oder typische Beispiele fiir Datentypen, die auch abstrakte Daten-
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typen genannt werden, wenn sie unabhéngig von der Repriisentation der Daten behandelt
werden (konnen), sind in folgender Liste zusammengestellt:

Datentyp ‘ Bezeichnung
Wahrheitswerte, Boolesche Werte BooL
endliche Menge, Alphabet A
natiirliche Zahlen NAT
ganze Zahlen INT
Vektoren, Matrizen, Arrays ARRAY
Worter STRING
Keller STACK
Schlangen QUEUE
Teilmengen, Potenzmenge SET
Béume TREE
verkettete Listen LisT
Graphen GRAPH
Symboltabellen (Teil eines Compilers) SYMTAB
Filesystem (Teil eines Betriebssystems) FIiLE
Airportschedule (spezielles Datenbanksystem) | APS

Damit die Charakteristika von Datentypen erfasst werden kénnen, sollen einige dieser
Beispiele genauer betrachtet werden.

1.1 Beispiel
1. BooL, der Datentyp der Wahrheitswerte, besteht aus einer zweielementigen Menge
B = {true, false} mit dem Namen Bool und zwei direkten Zugriffen mit den Bezeich-
nungen true und false auf die beiden Elemente von B.

Formal ldsst sich das in folgender Weise aufschreiben:

spec BooL =
sorts Bool
opns true: — Bool
false: — Bool

Fiir die beiden direkten Zugriffe true und false, die als spezielle Operatoren unter
dem Schliisselwort opns aufgelistet sind, ist neben ihrem Namen noch angegeben,
in welchem Datenbereich sie Werte abliefern bzw. auf Werte zugreifen — nédmlich
Bool. Da die Namen von Datenmengen auch Sorten (oder Typen) genannt werden,
ist Bool unter sort aufgefiihrt.

BooL sieht noch reichlich drmlich aus; das wird sich spéter jedoch mit Einfiihrung
der Operatoren “nicht”, “und”, “oder”, ... #ndern (siehe Beispiel 4.3.3).

2. Der Datentyp der natiirlichen Zahlen NAT hat eine unendliche Menge von Daten
N=1{0,1,2,3,...}. Er besitzt in 0 ein ausgezeichnetes, “kleinstes” Element und ist
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total geordnet, d.h. jede natiirliche Zahl n besitzt in n+ 1 eine direkte Nachfolgerin:
succ(n) =n+ 1.

Gibt man der Menge der natiirlichen Zahlen den Namen Nat und der Nachfolge-
operation den Namen succ, so lasst sich diese Situation so formalisieren:

spec NAT =
sorts Nat
opns 0: — Nat
succ: Nat — Nat

Im Gegensatz zu 0 ist succ kein direkter Zugriff auf ein Element, sondern liefert
natiirliche Zahlen als Werte (Nat als Ziel des Pfeiles) abhéingig von den natiirlichen
Zahlen im Argument (Nat als Quelle des Pfeiles). Dadurch gelingt eine endliche
sprachliche Beschreibung, die bei unendlich vielen Elementen durch direkte Zugriffe
nicht moglich ist.

Weitere Operationen auf den natiirlichen Zahlen wie Addition und Multiplikation
werden spéter eingefiihrt (siehe Beispiel 4.3.4).

. Der Datentyp STRING der Worter iiber einem Alphabet A ist etwas komplizierter
aufgebaut. Er besteht zum einen aus einer endlichen Menge A mit n Elementen, auf
die mit ay, ao, ..., a, direkt zugegriffen werden kann: A = {aq,as,...,a,}, zum
anderen aus der Menge A* aller Worter iiber A, die rekursiv definiert ist durch:

(i) Das leere Worte A ist in A*;

(ii) fiir jeden Buchstaben a in A und jedes Wort w in A* ist auch aw in A*
(fiir aX wird oft kurz a geschrieben).

Durch (ii) wird eine Operation definiert, die jedem Element des Alphabets und
jedem Wort w das Wort aw zuordnet. Nennt man sie insert, so erhélt man folgende
formale Gestalt des Datentyps:

spec STRING =
sorts A, String
opns aq;: — A firi=1,...,n
A — String
insert: A x String — String

Unterschiedlich zu den Beispielen BOOL und NAT ist, dass es mehrere Sorten (A

und String) gibt und dass die Operation insert mehrere Argumente hat (aufgelistet
vor dem Pfeil).

Diese drei Beispiele und ganz analog die anderen genannten Datentypen haben einige ge-
meinsame Merkmale: Sie besitzen Daten, die auf eine oder mehrere Datenmengen verteilt
sind, und um auf die Daten zugreifen und sie verindern zu kénnen, gibt es Operationen.
In der Mathematik werden solche Gesamt- und Einheiten aus Daten und Operationen
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Algebren genannt (und insbesondere in der universellen Algebra untersucht). Diese Er-
kenntnis berechtigt zu der

These 2
(Abstrakte) Datentypen sind Algebren.

Es lohnt sich angesichts dieser beiden Thesen also zu fragen, ob und welche Konzepte in
der Theorie der universellen Algebren bekannt sind, die sich sowohl zur Préazisierung von
Syntax und Semantik abstrakter Datentypen als auch zur Einfiihrung eines Korrektheits-
begriffs und entsprechender Beweisprinzipien eignen. Die universelle Algebra verspricht,
beziiglich Datentypen eine gemeinsame Sprachebene fiir die Spezifikation von Problemen
(und Anforderungen) sowie fiir die Implementierung der sie l6senden Algorithmen zu bil-
den und zusitzlich als mathematische Theorie Korrektheitsbeweise zuzulassen, ja sogar
zu unterstiitzen.

Alle Begriffsbildungen und Ergebnisse werden ausfiihrlich an den Wahrheitswerten, den
natiirlichen und ganzen Zahlen, den Wértern iiber und Teilmengen aus einem Alphabet
A und den bindren Bdumen und #hnlichen Beispielen erldutert. Das sind zwar typische
Datentypen, und sie bilden den Ausgangspunkt fiir viele andere Datentypen, sie sind
allerdings alle verhéltnisméflig “klein” und deshalb mdoglicherweise als Beispiele fiir den
Entwurf von Softwaresystemen nicht voll iiberzeugend. Mit den hier entwickelten Me-
thoden kénnen aber auch aus der Sicht der Spezifikationstechniken aussagekriftigere und
instruktivere Datentypen wie die Symboltabellen eines Compilers, ein “security file sy-
stem” als Teil eines Betriebssystems, ein spezielles Datenbanksystem “airport schedule”
sowie weitere dhnliche Beispiele behandelt werden.

2 Spezifikation von Algebren durch Signaturen

In diesem Abschnitt sollen die bereits fiir die Beispiele der Wahrheitswerte, der natiirlichen
Zahlen und der Worter iiber einem Alphabet intuitiv und informell verwendeten Konzepte
zur Spezifikation und Behandlung von Algebren eingefiihrt werden. Das geschieht in zwei
Schritten.

Zuerst werden Moglichkeiten geschaffen, Namen fiir Datenmengen und Namen, Argument-
und Wertebereiche fiir Operationen zu vereinbaren. Diese Deklaration von Sorten und
Operationssymbolen bildet den Begriff der Signatur (Definition 2.1). Auf dieser Stufe wird
die Form von Algebren festgelegt. Es handelt sich um eine rein syntaktische Ebene. Das
kommt auch dadurch zum Ausdruck, dass sich eine Grammatik (in einer Backus-Naur-
dhnlichen Form) angeben lidsst (Bemerkung 2.3), die alle Signaturen mit endlich vielen
Sorten und Operationen analog zur formalen Beschreibung von BooL, NAT und STRING
in Beispiel 1.1 erzeugt. Diese Darstellung von Signaturen wird im folgenden fiir alle
Beispiele verwendet. Sie bildet dariiber hinaus den syntaktischen Kern von algebraischen
Spezifikationssprachen wie beispielsweise CASL (siehe http://www.brics.dk/Projects/
CoFI/Documents/CASL/Summary/).



In einem zweiten semantischen Schritt kénnen nun die Algebren definiert werden (De-
finition 2.7), die der durch eine Signatur vorgegebenen Form geniigen, indem sie korre-
spondierend zu Sorten und Operationssymbolen Datenmengen und Operationen besitzen.
Dieser Zusammenhang von Signatur und Algebra ist in Beispiel 1.1 beispielhaft bereits
im Verhéltnis von NAT zu N und STRING zu A* vorgekommen. Es gibt allerdings (fast)
immer unendlich viele Algebren, die zu einer Signatur gehoren, weil Benennungen von
Daten und Operationen diese nicht inhaltlich festlegen.

Die Kopplung von Signatur und zugehorigen Algebren grenzt jedoch den Bereich ein,
in dem im Sinne der These 2 nach einem Kandidaten gesucht werden kann, der sich
als abstrakter Datentyp und damit als Semantik zur Spezifikation von Algebren und
Datentypen durch Signaturen eignet. Ergebnis dieser Suche ist die aus einer Signatur
erzeugte Termalgebra (Definitionen 2.10 und 2.16), die sowohl die Anforderungen erfiillt,
die an abstrakte Datentypen gestellt werden miissen (Theoreme 2.25 und 2.28) als auch
mathematische Eigenschaften besitzt, die sie unter allen Algebren auszeichnet und fiir
Korrektheitsbeweise préidestiniert (Theorem 2.20).

2.1 Definition (Signaturen)

Eine Signatur SIG = < S, OP> besteht aus einer Menge S, deren Elemente Sorten ge-
nannt werden, und aus einer Mengenfamilie OP = (OPy s)wes+, ses (fiir S* siehe Bei-
spiel 1.1.3).

Dabei ist fiir jedes w € S* und s € S OP,, ; eine Menge, deren Elemente op als Operations-
symbole (auch Operatoren und — wenn keine Verwechslungen méglich — als Operationen)
bezeichnet werden.

Fiir jedes Operationssymbol op € OP, s legt w die Argumente und s den Wertebereich
von op fest. w wird auch die Stelligkeit von op genannt; insbesondere heifit eine Operation
0-stellig oder Konstante, wenn w = \.

2.2 Beispiel
1. Die Signatur BOOL besitzt eine einelementige Sortenmenge S = { Bool} und von der
Mengenfamilie der Operationssymbole sind alle Mengen OP,, pyo leer aufier die mit
dem leeren Wort A als Argument: OP) poo = {true, false} und OP,, poos = 0 sonst.

2. Bei NAT ist S = {Nat}, OP) nat = {0}, OPnatnat = {succ} und OPy ya: = 0 sonst.
3. Bei STRING ist S = { A, String} zweielementig. Die Mengen der Operationssymbole
sind fiir diese Signatur definiert durch:
o OP\ 4 ={a1,...,a,} = A,
OP; siring = { A},
® OP, Siringsiring = {insert} und
e OP, ; = () sonst.

4. Als neues Beispiel wird die Signatur der bindren Biume angegeben.

Die Sortenmenge von BINTREE ist S = {BinTree}. Die Mengen der Operations-
symbole sind



o OP) pinree = {leaf}, was anschaulich einem Knoten ohne linkes und rechtes
Kind entspricht;

® OPginTree, BinTree = {left, right}, wobei left (right) anschaulich an einen Knoten
ein linkes (rechtes) Kind — das ist ein bindirer Baum — anhéngt, jedoch kein
rechtes (linkes);

® OPBinTree BinTree, BinTree = { b0th}, wodurch an einen Knoten sowohl ein linkes als
auch ein rechtes Kind gehéngt wird.

e Ansonsten sind die OP,, pintree leer.

Man sieht an diesen Beispielen sehr deutlich, dass die fiir die allgemeine Situation sehr
knappe mathematische Darstellung von Signaturen durch <.S, OP> in konkreten Féllen
durch die vielen Mengenklammern, durch die haufige Wiederholung des Zeichens OP und
durch die explizite Nennung der leeren Mengen lénglich wird.

2.3 Bemerkung (Signaturen)

Fiir die Beispiele wird daher eine bequemere Art der Signaturangabe gewéhlt, die — grob
gesprochen — dadurch entsteht, dass alle Mengenklammern weggelassen sowie S und OP
durch mnemotechnisch geeignetere Ausdriicke ersetzt werden. Die Signatur erhélt einen in
Kapitédlchen gesetzten Namen hinter dem Schliisselwort spec. Die Sorten werden kursiv
hinter dem Schliisselwort sorts aufgelistet. Die Operationssymbole werden hinter dem
Schliisselwort opns aufgelistet, wobei statt ¢ € OP, s nun ¢: — s und fiir op € OP;, ., s,
n # 0, op: 1 X --- X 8, — s geschrieben wird. Formal lassen sich Signaturen in dieser
Form durch folgende Grammatik erzeugen:

<sign> := spec <specname> = <sorts> <opns>

<specname > := <identifier >

<sorts > := sorts list1-of-<sortname >

<sortname > := <identifier >

<opns> := opns listl-of-<opnsymbol >

<opnsymbol > := <identifier >: list2-of-<sortname > — <sortname >

Dabei sind die Ausdriicke in den spitzen Klammern nichtterminale Zeichen, fiir das Non-
terminal < identifier > kann eine beliebige erzeugende Grammatik gewihlt werden, und
das Konstrukt “list-of” erlaubt, beliebige Ketten des dahinterstehenden Nonterminals zu
erzeugen. Eine “1” hinter “list” bedeutet, dass die Elemente durch Kommata oder Zeilen-
wechsel getrennt werden. Eine “2” hinter “list” bedeutet, dass die Elemente durch “x”
getrennt werden. Die iibrigen Zeichen sind terminal: spec, =, sorts, opns, :, —.

2.4 Beispiel
1. Boor, NAT und STRING aus Beispiel 1.1 sind Signaturen in der verkiirzten Dar-
stellung.

2. Die entsprechend gednderte Signatur fiir binire Bidume hat die Gestalt:
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spec BINTREE =
sorts BinTree
opns leaf: — BinTree
left: BinTree — BinTree
right: BinTree — BinTree
both: BinTree x BinTree — BinTree

2.5 Bemerkung

Sehr anschaulich lassen sich Signaturen auch graphisch darstellen. Dabei werden die Sor-
ten als Knoten und die Operationssymbole als Kanten gew#hlt. Das Ziel einer Kante ist
immer der zugehorige Wertebereich des Operationssymbols. Im Gegensatz zu herkémm-
lichen Graphen haben die Kanten aber nicht immer genau eine Quelle, da die Operations-
symbole auch nicht immer nur ein Argument haben, sondern alle Argumentsorten bilden
die Quellen der Kante. Hat das Operationssymbol jedoch keine Argumente (op € OP, ),
so besitzt auch die zugehorige Kante keine Quelle. Wie das zu verstehen ist, wird an den
Graphen fiir die vier Beispiele klar:

Eine formale Definition der Signaturgraphen ist iiberfliissig, da mit ihr im folgenden nicht
gearbeitet wird.

Nun wieder ankniipfend an die Definition 2.1, die immer herangezogen wird, wenn Si-
gnaturen allgemein behandelt oder verwendet werden, kénnen die durch eine Signatur
festgelegten, spezifizierten Algebren definiert werden (Definition 2.7). Da allen weiteren
Uberlegungen dieses Kapitels eine beliebige, aber fest gewihlte Signatur zugrunde liegt,
wird vereinbart:



2.6 Generalvoraussetzung
SIG = < S, OP> sei eine Signatur im Sinne der Definition 2.1.

2.7 Definition (SIG-Algebren)
Eine SIG-Algebra A (auch OP-Algebra oder Algebra vom Typ SIG) besteht aus:

(i) Datenmengen A, fiir alle s € S, das ist eine Mengenfamilie (A;)scs,
(ii) ausgezeichneten Elementen ca € A, fiir alle ¢ € OPy4, s € S,
(iii) Operationen opa: As, X Ay, X --- x Ay — A, fiir alle op € OPy, 5, 5; Sis € S;
1=1,...,n;n>1.

2.8 Bemerkung

Ag X -+ x A, ist das kartesische Produkt der zu den Sorten s;, 2 = 1,...,n gehdérenden
Datenmengen. Operationen sind mengentheoretische Abbildungen; d.h. fiir alle a; € A;,,
i=1,...,nist opa(as,...,a,) ein Wert in A,.

Im folgenden werden oft auch die ausgezeichneten Elemente in (ii) als Operationen be-
zeichnet. Das ist deshalb gerechtfertigt, weil jedes Element a einer Menge A genau eine
Abbildung a : {x} — A definiert durch a(x) = a und umgekehrt. In diesem Sinne ist (ii)
ein Spezialfall von (iii), wenn man dort n = 0 zulésst.

Statt Datenmengen ist auch die Bezeichnung Basis- oder Trigermengen fiir die A, in (i)
gebréuchlich.

2.9 Beispiel
1. Eine bereits aus Beispiel 1.1 bekannte BooL-Algebra bilden die Booleschen Werte:

BOOL = ({true, false}, true, false).

Ein weiteres Beispiel einer BOOL-Algebra ist:
(N,0,1)  (vgl. Beispiel 1.1.2).

Analog ist jede Menge mit zwei ausgezeichneten Elementen (die nicht verschieden
sein miissen) eine Algebra von Typ BOOL.

2. Bereits aus Beispiel 1.1.2 ist die NAT-Algebra der natiirlichen Zahlen bekannt:
NAT = (N, 0, succ)

mit succ(n) =n + 1 fiir allen € N.

Zwei weitere Algebren dieses Typs konnen mit Hilfe der ganzen Zahlen definiert
werden:

(Z,0,succ) und (Z,0, pred)
mit Z = {...,—-2,-1,0,+1,42,...}, succ(z) = z + 1 und pred(z) = z — 1 fiir alle
z € 7.



Analog bildet jede Menge M mit einem ausgezeichneten Element x € M und einer
Abbildung f: M — M von der Menge auf sich als succ-Operation eine NAT-Algebra

(M, z, ).

Anmerkung zur Schreibweise

Welche Datenmenge zu welcher Sorte und welches ausgezeichnete Element oder
welche Operation zu welchem Operationssymbol gehért, wird durch die Reihenfol-
ge von Sorten und Operationssymbolen bestimmt, die durch die Listendefinition
list1-of-< sortname > und list1-of-< opnsymbol > in Bemerkung 2.3 gegeben ist.

Es mag dariiber hinaus im ersten Moment etwas iiberraschen, dass die Datenmengen
und Operationen andere Bezeichnungen tragen kénnen, als die Sorten und Opera-
tionssymbole der Signatur vorgeben. Das wird dann jedoch verstindlicher, wenn
man sich Sorten und Operationssymbole als formale Parameter denkt, die durch
die Datenmengen und Operationen aktualisiert werden. Lediglich die Zuordnung
wird nicht explizit vorgenommen, sondern ist durch die Reihenfolge in der Signatur
festgeschrieben.

Als Beispiel ist fiir die obigen NAT-Algebren die Korrespondenz zwischen formalen
und aktuellen Bezeichnern in der folgenden Tabelle angegeben:

‘ Nat ‘ 0 ‘ succ
1 N | 0 | succ
2 Z | 0| succ
3 Z |0 | pred
4 M |z| f

3. Eine STRING-Algebra ist durch A* aus Beispiel 1.1.3 gegeben:
A" = (A, A% aq,...,an, A, insert)

mit insert(a, w) = aw fiir alle a € A, w € A*.
Aber auch die natiirlichen Zahlen lassen sich als STRING-Algebra auffassen:

*p, N L.l , %, 0, insert,
({} N)

mit inserty(x,n) = succ(n) fiir alle n € N.

4. Die Menge B der bindren Béume ldsst sich folgendermaflen rekursiv definieren:

(i) (,) € B (ein Knoten ohne Kinder).

(ii) mit ¢,¢' € B sind auch
(t,) € B (ein Knoten mit linkem, ohne rechtes Kind)
(,t) € B (ein Knoten mit rechtem, ohne linkes Kind)
(t,t') € B (ein Knoten mit zwei Kindern)
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Das erlaubt, folgende BINTREE-Algebra zu definieren:
BINTREE = (B, (,), left, right, both)

mit left(t) = (¢,), right(¢') = (,¢') und both(t,t') = (¢,t') fiir alle ¢, € B.
Aber auch die natiirlichen Zahlen geben Anlass zu einer BINTREE-Algebra, wobei
man die left- und right-Operation als succ wihlt und both als Addition:

(N, 0, succ, succ, +).

Bei allen Beispielen féllt auf (bzw. sollte auffallen), dass das jeweils erste nicht nur we-
gen der Namensgebung sehr genau zur vorgegebenen Signatur passt und sozusagen die
erwartete Algebra, der intendierte Datentyp ist, wihrend die anderen Beispielalgebren
etwas konstruiert, unnatiirlich, gezwungen wirken. Das ist kein Zufall. Dem Phinomen
aber auf den Grund zu gehen, die ausgezeichnete Rolle jeweils einer Algebra mathema-
tisch zu priizisieren, erfordert einige zusitzliche Uberlegungen, die zur Konstruktion und
Untersuchung der sogenannten Termalgebren fiihren.

Die Signatur legt fiir jede SIG-Algebra A die Form, die Struktur fest. Sie kann aber
auch als eine Art “Benutzungsschnittstelle” der SIG-Algebra gedeutet werden, mit deren
Hilfe “von auflen” auf Daten von A zugegriffen werden kann. Zum einen ist fiir jedes
c € OP,, (s € S) der direkte Zugriff auf das ausgezeichnete Element ca von A moglich.
Zum anderen erhilt man fiir op € OPy, s, s einen Zugriff auf den Wert opa(zy, ..., 2n),
wenn man bereits Zugriff auf die Argumente z;, = 1, ..., n hat.

Durch wiederholten Aufruf der Operationssymbole lassen sich also Daten jeder zugehori-
gen Algebra erzeugen. In manchen Féllen erhilt man auf diese Weise alle Daten. Bei
BOOL aus Beispiel 2.9.1 liefern die Aufrufe von true und false gerade die beiden Elemen-
te gleichen Namens; bei N aus Beispiel 2.9.2 kann auf die 0 direkt zugegriffen werden,
wihrend man alle anderen natiirlichen Zahlen durch mehrmaliges Anwenden von succ
erhélt.

In anderen Féllen erzeugen die Operationen nur einen Teil der Daten. Bei (Z, 0, succ) aus
Beispiel 2.9.2 etwa werden durch die Aufrufe von 0 und succ lediglich die nicht-negativen
ganzen Zahlen erreicht.

Den zusammengesetzten Aufrufen der Operationssymbole, die oft auch Terme, Ausdriicke,
Formeln und dhnlich genannt werden, kommt also eine besondere Bedeutung zu. Sie lassen
sich folgendermaflen exakt definieren.

2.10 Definition (SIG-Terme)
Fiir jede Sorte s € § ist die Menge Tsiq,s der SIG-Terme zur Sorte s rekursiv gegeben
durch:

(i) OPys C Tgyq,s fiir alle s € S;
(ii) op € OPs, s, s, ti € Tsigs;, i = 1,...,n impliziert op(t1, ..., t,) € Tsig,s-
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2.11 Bemerkung
Das Priifix “SIG-" bei diesem und anderen Begriffen wird im folgenden haufig weggelassen,
wenn aufgrund des Zusammenhangs Missverstindnisse nicht zu erwarten sind.

2.12 Beispiel
1. Die einzigen BooL-Terme sind: true und false.

2. Die NAT-Terme sind:
0, suce(0), succ(suce(0)), . ...

was man auch so schreiben kann:
succ™(0) fiir alle n € N,

wobei succ®(0) = 0 und succ®1(0) = succ(succ™(0)) gilt.

3. Fiir die Signatur STRING gibt es Terme zweier Sorten:
e a;,7=1,...,n, haben die Sorte A,

e )\, insert(a;,, A), insert(a;,, insert(a;,, A)), ... gehdren zur Sorte String, wobei
a;, , Gi,, - . . beliebig aus A gewihlt werden kénnen.

4. Dem bindren Baum in der bildlichen Darstellung

entspricht der BINTREE-Term:

both(both(right(both(leaf, leaf)), leaf), leaf).

Mit Hilfe der Definition 2.10 lésst sich nun auch prézisieren, wie die Terme als Ope-
rationsaufrufe in SIG-Algebren auf Daten zugreifen: durch Ubergang von den formalen
Operationssymbolen zu den zugeordneten tatsidchlichen Operationen der Algebra definiert
jeder Term in jeder Algebra einen Wert. Diese Interpretation der Terme in den Algebren
wird durch die Interpretationsfunktionen vorgenommen, deren Werte rekursiv iiber den
Aufbau der Terme gemafl Definition 2.10 berechnet werden.

2.13 Definition (Interpretationsfunktionen)
Sei A eine SIG-Algebra. Dann ist fiir jedes s € S die Interpretation(sfunktion)

evals: Tsrgs — A

rekursiv gegeben durch:
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(i) fiir ¢ € OPyy4, s € S sei evals(c) 1= ca;
(ii) fiir op € OPs, 5,5, ti € Tsias;y i =1,...,7m sei

evals(op(t1, ..., t,)) := opa(evals, (t1), ..., evals, (t,)).

Die Bezeichnung “Funktion” rechtfertigt folgendes Lemma.

2.14 Lemma
Die Interpretationen evals: Ts;q s — A, sind fiir alle s € S Abbildungen.

Beweis.
Es ist zu zeigen, dass fiir jeden Term ¢ € T, evals(t) genau ein Element aus A, be-
stimmt.

Das wird durch Induktion iiber den Aufbau der Terme bzw. durch Induktion iiber die
Zahl der in den Termen vorkommenden Operationssymbole gezeigt.

Fiir c € OP, , ist diese Zahl 1. Ferner ist ca gerade ein ausgezeichnetes Element, so dass
die Behauptung fiir den Term c gilt. Das dient als Induktionsanfang.

Sei nun op € OPs, 5, s und op(ty,...,t,) (mit ¢; € Tsigs;, 2 =1,...,n) ein Term, in dem
k Operationssymbole vorkommen. Sei weiterhin als Induktionsvoraussetzung eval,(t) fiir
allet € T 5, s € S mit weniger als k Operationssymbolen genau ein Element in A;. Dann
gilt dies insbesondere fiir die Terme ¢;. Da auflerdem opa als Operation eine Abbildung
ist, bestimmt auch

evals(op(t1,...,t,)) = opa(evaly, (t1), ..., evals, (t,))

genau ein Element von A;.

Da alle Terme nach Definition entweder aus OP, ; sind oder die Form op(t1,...,t,) haben,
ist damit alles gezeigt. 0

2.15 Beispiel
1. Fiir die BooL-Algebra (N, 0,1) liefert die Interpretationsfunktion eval (der Index
Bool wird weggelassen, da es nur eine Sorte gibt):

eval(true) = 0 und eval(false) = 1.

2. Fiir die NAT-Algebra NAT ordnet die Interpretationsfunktion eval jedem NAT-Term
gerade die Zahl der darin vorkommenden succ zu:

eval(succ®(0)) = n fiir alle n € N.

Fiir die NAT-Algebra (Z, 0, pred) ergibt die Interpretation eval’ die entsprechenden
negativen ganzen Zahlen:

eval' (succ™(0)) = —n fiir alle n € N.
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3. Bei der STRING-Algebra A* nehmen die Interpretationen folgende Zuordnung vor:
e cvals(a;) =a; fiiri=1,...,n,
o evalgiring(A) = A und
o cvalgying(insert(a,t)) = aw fiir alle a € A und String-Terme t, wenn evalsying
den Term ¢ auf das Wort w abbildet.
eval siring listet also fiir jedenTerm von links nach rechts die darin vorkommenden
Terme der Sorte A auf, die ja gleichzeitig Buchstaben des Alphabets A sind.

Auch fiir die zweite STRING-Algebra in Beispiel 2.9.3 hat die Interpretation in der
Sorte String eine interessante Bedeutung. Sie ordnet jedem Term die Zahl der darin
vorkommenden Buchstaben aus A zu und damit gerade die Linge des Wortes, auf
das dieser Term durch das obige evalg;ying abgebildet wird.

4. Entsprechend dem rekursiven Aufbau der BINTREE-Terme einerseits und der bini-
ren Biaume andererseits (vgl. Definition 2.10 und Beispiel 2.9.4) ist die Interpretation
gegeben durch:

o cval(leaf) = (,),

e cval(left(t)) = (b,),

e cval(right(t')) = (,b") und

e cval(both(t,t")) = (b,b'),
wenn ¢ bzw. ¢’ durch eval als b bzw. b’ interpretiert werden.
Fiir den BINTREE-Term aus Beispiel 2.12.4 bedeutet das:

eval (both(both(right(both(leaf, leaf)), leaf), leaf)) = (((, ((,),(,))),(,)), (,))-

Die SIG-Terme sind unabhéngig von SIG-Algebren rein syntaktisch definiert, greifen aber
vermittels der Interpretationsfunktionen auf diejenigen Daten der SIG-Algebren zu, die
durch die Operationen erzeugt werden. IThre Bedeutung riihrt also daher, dass sie den
“von auflen” zuginglichen Teil aller SIG-Algebren formal beschreiben. Der Wert der
SIG-Terme wird dadurch erhoht, dass sie selbst die Datenmengen einer SIG-Algebra, der
sogenannten Termalgebra, bilden und dass die Interpretationsfunktionen mit der Struktur
dieser Algebra vertréglich sind (Definition 2.16 und Beobachtung 2.17).

2.16 Definition (SIG-Termalgebra)
Die SIG-Algebra Tsis ist gegeben durch

(i) die Datenmengen Ts;¢ s aller SIG-Terme fiir alle s € S,
(ii) die ausgezeichneten Elemente cr := c fiir alle ¢ € OPy4, s € S,

(iii) die Operationen opr: Tsigs, X +++ X Ts1a5, — Tsic,s mit
opr(ti, ..., tn) == op(ty, ..., tn)

fiir alle op € OP, 5,5, ti € Tsigs;; 1 =1,...,7.
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2.17 Beobachtung
1. Tsyq ist eine SIG-Algebra.

2. Sei A eine SIG-Algebra. Dann ist die Familie der Interpretationen
eval = (evals: Tsigs — As)ses

mit der Struktur von Ts;¢ und A im folgenden Sinne vertréglich:

(i) evals(cr) = ca fiir alle ¢ € OPy 4, s € S und

(ii) evals(opr(ti,.-.,tn)) = opa(evals, (t1),- .., evals, (t,)) fiir alle op € OPs, s, s,
tz' € TSIG,si; 1= 1, N2

Bewelis.

1. Wegen OP, ; C Tgyq,s ist Definition 2.16.(ii) korrekt, und nach Definition der Terme
ist opr in Definition 2.16.(iii) eine Abbildung der angegebenen Form.

2. Die Behauptung folgt direkt aus der Definition der Operationen opy und der Abbil-
dungen eval,:
(i) evals(er) = evals(c) = ca

(i) evals(opr(ty,---,tn)) = evals(op(ty, - .., t,)) = opalevals (t1),- .., evals, (t,))
O

2.18 Beispiel
1. Fiir BooL stimmt die Termalgebra genau mit BOOL aus Beispiel 2.9.1 iiberein (vgl.
Beispiel 2.12.1).

2. Txar hat als Datenmenge {succ™(0) | n € N} (vgl. Beispiel 2.12.2), und die Opera-
tionen sind: 07 = 0 und sucer(succ®(0)) = succ®1(0) fiir alle n € N.

Die Strukturvertréglichkeit der Interpretation gemifi Beobachtung 2.17.2 kann in
diesem Fall leicht noch einmal explizit nachgewiesen werden:

eval (0r) = eval(0) =0
und fiir allen € N:

eval (sucer(succ™(0))) = eval(succ™*(0))
=n+1
= succ(n)
= succ(eval (succ™(0)))

Ganz analog erhiilt man die Strukturvertriglichkeit bei der NAT-Algebra (Z, 0, pred):
eval'(07) = eval'(0) = 0
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und fiir allen € N:

eval' (sucer(succ™(0))) = eval (succ™(0))
=—(n+1)
=-n-—1
= pred(—n)
= pred(eval' (succ™(0)))

Da im folgenden Strukturvertréiglichkeiten, wie sie die Interpretationsfunktionen besit-
zen, noch héufig vorkommen und verwendet werden, erhalten Abbildungen mit dieser
Eigenschaft einen besonderen Namen und werden als eigenes Konstrukt eingefiihrt: der
Homomorphismus (Definition 2.19). Mit Hilfe dieses Begriffs kann dann auch die Son-
derstellung der Termalgebra unter den Algebren charakterisiert werden (Theorem 2.20),
wobei die Beobachtung 2.17.2 wesentlich verschérft wird.

2.19 Definition (SIG-Homomorphismus)
Seien A und A’ SIG-Algebren. Dann wird eine Familie von Abbildungen

h - (hs: AS — AIS)SES

SIG-Homomorphismus von A in A’ (in Zeichen: h: A — A’) genannt, wenn gilt:

(1) hs(ca) = ca fiir alle c € OPy 5, s € S

(ii) hs(opa(ai,...,an)) = opar(hs,(a1),..., hs, (a,)) fir alle op € OPs, .5, a;i € A,
1=1,...,n.

2.20 Theorem
Sei Ts; die SIG-Termalgebra. Dann ist fiir jede SIG-Algebra A die Familie der Interpre-
tation der einzige SIG-Homomorphismus eval: Tsig — A.

Beweis.

Nach Beobachtung 2.17.2 in Verbindung mit Definition 2.19 bilden die Interpretationen
einen SI/G-Homomorphismus eval: Ts;¢ — A. Es bleibt zu zeigen, dass es keinen anderen
gibt. Sei dazu h: Ts;¢ — A ein beliebiger SIG-Homomorphismus. Es muss nun gezeigt
werden, dass eval = h gilt, was fiir Abbildungsfamilien bedeutet evaly, = hy fiir alle s € S.
Dieser Beweis lisst sich durch Induktion iiber den Aufbau der Terme fiihren:

(i) Fiir c € OPy,, s € S gilt als Induktionsanfang:

evals(c) = evals(cr) (Def. ¢r)
=ca (eval Hom.)

= hy(cr) (h Hom.)

)

= hy (c) (Def cr
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(ii) Fiir op € OPs, 5,5 ti € Tsics;, 2 = 1,...,n gilt unter der Induktionsvoraussetzung,
dass bereits evaly, (t;) = hy,(t;) fir i =1,...,n ist:

evals(op(t1, ..., t,)) = evals(opr(ty, ..., 1)) (Def. opr)
= opa(evals, (t1),- .., evals, (t,)) (eval Hom.)
= opa(hs, (1), - - -, b, () (IV)
= hs(opr(ti,...,t,)) (h Hom.

= hs(op(ty, - .., tn)) (Def. opr

Die universelle Algebra hat fiir die Eigenschaft der Termalgebra in Theorem 2.20 den
Begriff der Initialitat gepragt.

2.21 Definition (Initiale SIG-Algebren)
Eine SIG-Algebra A’ heift initial, wenn fiir jede SIG-Algebra A genau ein SIG-Homomor-

phismus h: A' — A existiert.

Hat AY diese Eigenschaft nicht beziiglich aller SIG-Algebren, sondern nur fiir eine Unter-
klasse C, so heifit A% initial in C.

Unter Verwendung dieser Definition lisst sich das zentrale Ergebnis dieses Kapitels, das
Theorem 2.20, kurz und pragnant formulieren.

2.22 Theorem (Initialitit von Tssq)
Die Termalgebra Tgj¢ ist initial.

Aus Sicht der Datentypen sind die Terme als formale Operationsaufrufe interessant und
die Interpretationen, weil sie den aktuellen Wert dieser Aufrufe berechnen. Die Uber-
legungen von Definition 2.16 bis Definition 2.21 zeigen, dass sich diese Eigenschaften
algebraisch deuten lassen. Die Initialitdt der Termalgebra erschlielt ganz im Sinne der
These 1 die mathematische Theorie der universellen Algebra fiir Korrektheitserwégungen
bei Datentypen. Wie, wird sich zeigen (siehe Theorem 2.28 und 4.10).

Die Initialitdt macht die Termalgebra im wahrsten Sinne des Wortes einmalig. Um das
allerdings begrifflich fassen zu konnen, wird als Spezialfall der Homomorphie die Iso-
morphie benétigt (Definition 2.23), und einige einfache Eigenschaften vom Homo- und
Isomorphismus miissen bewiesen werden (Lemma 2.24). Es ist leicht einzusehen, dass die
Termalgebra initial bleibt, wenn man nur die Bezeichnungen einiger Daten dndert. Sol-
che Umbenennungen von Elementen der Datenmenge, ohne dass dabei die Struktur der
Algebra verletzt wird, sind gerade die Isomorphismen. Es kann dann festgestellt werden,
dass nicht nur die Initialitdt bei Umbenennung nicht verloren geht, sondern sogar je zwei
initiale Algebren durch Umbenennung auseinander hervorgehen (Theorem 2.25).

2.23 Definition (SIG-Isomorphismen)
1. Ein SIG-Homomorphismus h: A — A’ ist ein SIG-Isomorphismus, wenn fiir jedes
s € S die Abbildung h, bijektiv ist.
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2. Zwei SIG-Algebren A und A’ sind isomorph, wenn es einen SIG-Isomorphismus
h: A — A gibt.

2.24 Lemma
1. Sei A eine SIG-Algebra. Dann bilden die identischen Abbildungen 1,: A; — A, fiir
s € S einen SIG-Isomorphismus 14: A — A, die Identitit auf A.

2. Seien h: A — A" und h': A" — A" SIG-Homomorphismen. Dann definiert auch die
Familie der Hintereinanderschaltungen h' o h = (h! o hy)scs der Abbildungen hy und
h!, fiir alle s € S einen SIG-Homomorphismus h' o h: A — A",

3. Ein SIG-Homomorphismus h: A — A’ ist genau dann ein SIG-Isomorphismus, wenn
ein SIG-Homomorphismus h': A" — A existiert mit h' oh =14 und hoh' =1,.

4. Wenn h' existiert, ist h' ebenfalls SIG-Isomorphismus, die Umkehrung von h, die
auch mit h=! bezeichnet wird.

(Ohne Beweis.)

2.25 Theorem (initiale Algebren)
1. Sei A eine initiale SIG-Algebra und h: A — A’ ein SIG-Isomorphismus. Dann ist
auch A’ initial.
2. Initiale SIG-Algebren sind isomorph.

2.26 Bemerkung
Theorem 2.25.2 ist auch fiir initiale S/G-Algebren in einer Unterklasse C von SIG-Algebren
richtig. Dasselbe gilt fiir Theorem 2.25.1, wenn A, A’ aus C sind.

Bewelis.

1. Sei h=! die Umkehrung von h gemifi Lemma 2.24.3 und 2.24.4, B eine beliebige
SIG-Algebra und f: A — B der aufgrund der Initialitdt von A existierende SIG-
Homomorphismus. Dann ist auch foh™!: A" — B ein SIG-Homomorphismus (Lem-
ma 2.24.2). Es bleibt zu zeigen, dass er der einzige ist. Sei dazu g: A" — B ein
beliebiger Homomorphismus, dann ist auch goh: A — B ein Homomorphismus, und
wegen der Initialitdt von A folgt g o h = f. Daraus ergibt sich mit Lemma 2.24.3
foh ™t =gohoh™ = g, was zu zeigen war.

2. Seien A A’ initiale SIG-Algebren. Aufgrund dieser Eigenschaft existieren SIG-
Homomorphismen A: A — A’ und A': A" — A. Mit Lemma 2.24.2 erhilt man daraus
die SIG-Homomorphismen h' o h: A — A und ho h': A’ — A’. Nach Lemma 2.24.1
gibt es daneben die Identitiiten 15: A — A und 14 : A" — A’. Mit der Initialitéit
von A und A’ folgt: A’ o h = 15 und h o h' = 1,/, was nach Lemma 2.24.3 bedeutet,
dass h ein SIG-Isomorphismus ist, dass also A und A’ isomorph sind. O

Die Eigenschaft, initial zu sein, ist somit bis auf Isomorphie eindeutig, hingt also nicht
von der konkreten Darstellung der Daten ab. In diesem Sinne ist die Termalgebra als
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initiale Algebra “reprisentationsunabhéngig”. Ferner sind alle Daten, die Terme, “ope-
rationserzeugt”, denn jeder Term ist sein eigener Operationsaufruf, weil in der Term-
algebra die formalen mit den konkreten Operationen iibereinstimmen. Diese Eigenschaft
der Termalgebra lisst sich sehr einfach prézisieren. (Vgl. dazu die Kommentierung vor
Definition 2.10)

2.27 Definition (SIG-erzeugt)

Sei A eine SIG-Algebra und eval: Tg;c — A die Interpretation. Dann wird A SIG-erzeugt
genannt, wenn fiir jedes s € S und a € A; ein Term ¢ € Tgq s existiert mit eval,s(t) = a,
wenn also die Abbildungen eval; fiir alle s € S surjektiv sind.

2.28 Theorem
Die Termalgebra Ts;q ist SIG-erzeugt.

Beweis.

Nach Lemma 2.24.1 ist die Identitat 17: Ts;q — Tsig ein SIG-Homomorphismus, der we-
gen der Initialitdt von T's;g die Interpretation sein muss. Da die identischen Abbildungen
aber insbesondere surjektiv sind, ist Ts;¢ SIG-erzeugt. a

“Représentationsunabhéngig” und “operationserzeugt” zu sein, sind aber gerade die bei-
den zentralen, charakteristischen Anforderungen an abstrakte Datentypen (siehe [DF77,
9.2]). Das rechtfertigt, These 2 des vorigen Abschnitts nahezu auf den Kopf zu stellen.

These 3
Termalgebren als initiale Algebren sind abstrakte Datentypen.

Die Syntax abstrakter Datentypen in Form der Signatur hat damit unter den zugehorigen
SIG-Algebren in der Termalgebra bzw. allen dazu isomorphen Algebren eine eindeutige
Semantik erhalten.

Es lasst sich nun auch aufkldren, warum und in welchem Sinne die Algebren BOOL, NAT,
STRING und BINTREE “besser” zu den Signaturen BOOL, NAT, STRING bzw. BINTREE
passen als die anderen Beispiele in 2.9. Sie sind isomorph zu den jeweiligen Termalgebren,
also initial, und représentieren damit die Semantik der Signaturen.

2.29 Beispiel
1. Wie bereits in Beispiel 2.18.1 bemerkt, ist BOOL die Termalgebra des Typs BOOL.

2. Nach Beispiel 2.18.2 ist durch die Interpretation eval(succ™(0)) = n ein NAT-
Homomorphismus eval: T,y — NAT definiert, der ja offenbar auch bijektiv ist.
Denn jedes n € N hat in succ™(0) ein Urbild, so dass eval surjektiv ist, und zwei
Terme succ™(0) und succ™(0) sind genau dann verschieden, wenn m # n, so dass
eval injektiv ist. Somit ist NAT isomorph zu Ty,r.

Es gibt noch eine weitere Mdoglichkeit, diese Isomorphie zu beweisen. Man zeigt,
dass NAT initiale NAT-Algebra ist, so dass die Isomorphie aus Theorem 2.25.2 folgt.
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3. Nach Beispiel 2.15.3 ist durch
e cval(a;)) =a; fiiri=1,...,n,
e cval(A) = X und
e cval(insert(a,t)) = a eval(t) fiir alle ¢ € A und Terme ¢
der STRING-Homomorphismus eval: Tspne — A* gegeben, wobei die Indizes fiir

die Sorten weggelassen sind, da sie durch die Argumente eindeutig rekonstruiert
werden kénnen.

Auf der Sorte A ist eval als Identitédt bijektiv.

Auf der Sorte String ergibt sich (a) die Surjektivitéit von ewval iiber die Linge der
Worter w € A* (vgl. Beispiel 2.15.3) und (b) die Injektivitit durch Induktion iiber
die Zahl der insert-Operationen:

(a) Fiir das leere Wort A der Lange 0 ist A Urbild. Sei nun aw ein Wort der Linge
n+1(a € A, we€ A*) und ¢ ein Urbild von w nach Induktionsvoraussetzung.
Dann besitzt auch aw ein Urbild:

eval(insert(a,t)) = a eval(t) = aw.

(b) Nur der Term A mit 0 insert-Operationen wird auf A abgebildet, denn alle
anderen Bilder haben eine von 0 verschiedene Linge.

Sei nun ¢’ ein Term mit n + 1 insert-Operationen, und sei eval injektiv auf
allen kiirzeren Termen (Induktionsvoraussetzung). Sei u' ein weiterer Term mit
eval(u') = eval(t'). Damit ist u’ # A, und v’ sowie ¢’ haben nach Definition die
Form

t' = insert(a,t) und v’ = insert(b, u)

fiir geeignete a,b € A und Terme ¢, u.
Es folgt:

a eval (t) = eval(insert(a,t)) = eval(t')

= eval(u') = eval(insert(b,u)) = b eval(u),

was a = b und eval(t) = eval(u) impliziert. Die Zahl der insert-Operationen
in ¢ und u entspricht nach Beispiel 2.15.3 der Léinge von eval(t) und eval(u),
die n ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist also ¢ = u, so dass auch gilt:

t' = insert(a, t) = insert(b,u) = u'.

4. Analog zeigt man die Isomorphie von TgTrer und BINTREE.

3 Termalgebren mit Variablen

Die im vorigen Abschnitt eingefiihrten syntaktischen und semantischen Konzepte zur
Spezifikation von Algebren und damit von abstrakten Datentypen sind geeignet, um die
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Wahrheitswerte, natiirlichen Zahlen, Worter iiber A und bindren Biume sowie analoge
Datentypen zu erzeugen (vgl. Beispiel 2.29). Sie reichen jedoch nicht aus, wenn etwa diese
Datentypen mit weiteren Operationen ausgestattet werden sollen oder wenn es gilt, die
ganzen Zahlen oder die Potenzmenge iiber A zu spezifizieren.

3.1 Beispiel
1. Bei der Verwendung von Wahrheitswerten zum Beispiel in Priddikaten und Boo-
leschen Ausdriicken treten neben “wahr” und “falsch” haufig Boolesche Opera-
tionen wie “nicht”, “und”, “oder”, ... auf. Konkret kann etwa auf der BooOL-
Algebra BOOL eine Operation non definiert werden durch non(true) = false und
non(false) = true. BOOL, erweitert durch non, ist nun eine Algebra des Typs

spec Boorl =
sorts Bool
opns true, false: — Bool
non: Bool — Bool

und représentiert nach wie vor den Datentyp, den man haben will. Die BooL1-
Termalgebra Tgoor1 jedoch enthélt nun die unendlich vielen Terme

non™(true) und  non”(false) fiir alle m,n € N,

so dass Troor1 und BOOL nicht isomorph sind. Mit anderen Worten stimmt die durch
BooLl spezifizierte Semantik in Form der Termalgebra Tgooy; nicht mit der inten-
dierten Semantik iiberein. In diesem Sinne ist BOOL1, obwohl syntaktisch korrekt,
eine “falsche” Spezifikation. Das ist auch vollkommen klar, weil die Eigenschaft von
non in BOOL, “wahr” zu “falsch” und “falsch” zu “wahr” zu machen, nicht durch
die Form non: Bool — Bool, die einzig in BOOL1 festgelegt wird, reflektiert und
respektiert ist.

2. Das Rechnen auf natiirlichen Zahlen ohne Addition und Multiplikation, nur mit 0
und succ ist duflerst unbequem. Deklariert man jedoch beispielsweise die Operation
+ zusétzlich:

spec NAT1 =
sorts Nat
opns 0: — Nat
succ: Nat — Nat
+: Nat x Nat — Nat

so erhélt man neue Terme, u.a.
succ™(0) 4+ succ™(0)  fiir alle m,n € N.

Interpretiert man + als iibliche Addition in N, so ordnet die Interpretationsfunktion
eval: Tnar1 — N (N ist NAT1-Algebral) diesen Termen als Wert m + n zu. Also
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ist eval nicht injektiv, da beispielsweise 3 + 7 = 2 + 8, aber succ®(0) + succ”(0) #
succ?(0) + succ®(0). Die zur Spezifikation NAT1 gehorende Semantik stammt also
nicht mit den gewiinschten natiirlichen Zahlen {iberein. Das liegt daran, dass die
Deklaration von + z.B. die Eigenschaft der Addition in N, dass m+n = succ™*™(0)
ist, nicht beriicksichtigt.

. Nimmt man sich vor, die ganzen Zahlen zu spezifizieren (vgl. Beispiel 2.9.2), so
bemerkt man sehr schnell, dass sich alle positiven ganzen Zahlen als Nachfolgerinnen
und alle negativen als Vorgéngerinnen der Null erzeugen lassen. Das legt folgende
Signatur nahe:

spec INT =
sorts Int
opns 0: — Int
suce, pred: Int — Int

Die ganzen Zahlen bilden tatsdchlich eine INT-Algebra:
Z = (Z,0, succ, pred)

mit succ(z) = z + 1 und pred(z) = z — 1 fiir alle z € Z. Z ist auch INT-erzeugt im
Sinne der Definition 2.27, denn unter der Interpretation eval: Ty — Z haben die
ganzen Zahlen folgende Urbilder:

e cval(0) =0,

e cval(succ™(0)) = +m fiir alle m > 1 und

e cval(pred*(0)) = —n fiir alle n > 1.
Also ist eval surjektiv; es ist jedoch nicht injektiv, denn neben 0, succ™(0) und
pred™(0)) gibt es ja noch viele weitere INT-Terme.
Beispielsweise wird pred(succ(pred(0))) wie pred(0) als —1 interpretiert:

eval (pred(succ(pred(0)))) = pred(eval

Es gilt sogar allgemein, dass fiir t € Tiy; die Interpretationen von ¢, succ(pred(t))
und pred(succ(t)) iibereinstimmen.

Die durch INT spezifizierte Termalgebra ist verschieden von der intendierten Se-
mantik Z, weil die Eigenschaft der Operationen succ und pred in Z, sich gegenseitig
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aufzuheben, also
succ(pred(z)) =z und pred(succ(z)) =z fiir alle z € Z,

in der Termalgebra nicht erfiillt ist.

. Sei A eine Menge mit den Elementen aq,...,a,. Dann lassen sich alle Teilmengen
von A, die die Potenzmenge P(A) bilden, aus der leeren Menge (} durch Hinzu-
nahme einzelner Elemente aus A erzeugen. Daraus resultiert die folgende formale
Spezifikation.

spec SET =
sorts A, Set
opns a;: — A firi=1,...,n

B: — Set
insert: A x Set — Set

Bis auf Umbenennung ist das die Signatur STRING, so dass Tsgr zu A* isomorph ist
und damit nicht zur intendierten Algebra

P(A) = (A, P(A),a,. .., an, 0,ins)

mit ins(a, M) = M U {a} fiir alle a € A, M € P(A). Insbesondere sind die Terme
insert(a, M) und insert(a, insert(a, M)) fiir beliebige a € A und Set-Terme M nach
Konstruktion verschieden, ihre Interpretation in P(A) jedoch ist gleich:

ins(a, ins(a, M)) = ins(a, M U {a})
= (M U{a}) U {a}
=M U ({a} U {a})
=M U{a}
= ins(a, M).

Zusammenfassend zeigen die Beispiele, dass die Signaturen als Syntax und die Term-
algebren als Semantik konzeptionell nicht ausreichen, um zu bereits definierten Algebren
bzw. Datentypen weitere Operationen hinzunehmen zu kénnen noch um andere iiberhaupt
zu definieren. Ursache ist in allen Fillen, dass es nicht mdoglich ist, Eigenschaften der
Operationen auszudriicken und zu fordern. Eine genauere Analyse der Beispiele zeigt,
dass jeweils bestimmte Gleichungen, die in den Vergleichsalgebren gelten, von den Termen
bzw. Operationen der Termalgebra nicht erfiillt werden. Positiv gewendet, ist neben den
Sorten und Operationen ein Konstrukt “Gleichungen” erforderlich. Bevor das jedoch im
vierten Kapitel eingefiihrt werden kann, muss der “Stoff” untersucht werden, aus dem die
Gleichungen sind.
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Im Beispiel 3.1 kamen folgende — vorldufig also intuitiv verwendete — Gleichungen vor:

VA
z

pred(succ

non(true) = false
non(false) = true
succ™(0) + succ™(0) = succ™™(0) fiir alle m,n € N
succ(pred(z)) =
)
)

(2)
(2)
insert(a, insert(a, M)) = insert(a, M)

Gemeinsames Merkmal dieser Gleichungen ist, dass sie aus linken und rechten Seiten
bestehen, die in den ersten drei Fillen Terme sind sowie in den letzten drei zu Termen
sehr dhnlich, nur dass z und M keine 0O-stelligen Operationen in Int bzw. Set sind. Die
Rolle von z und M in diesen Ausdriicken ist die von Variablen. Denn die Gleichung
pred(succ(z)) = z gilt beispielsweise in Z, d.h. linke und rechte Seite sind gleich, wenn z
die ganzen Zahlen durchlduft und pred und succ durch die entsprechenden Operationen
in Z ersetzt werden. Analog gilt die letzte Gleichung in P(A) fiir alle Belegungen von M
durch Teilmengen von A und fiir alle ¢ € A, was in Beispiel 3.1.4 nachgewiesen ist.

Bevor Gleichungen eingefiihrt und Algebren untersucht werden kénnen, in denen die ge-
gebenen Gleichungen gelten, muss der Begriff “Term mit Variablen” prézisiert werden
(Definition 3.4).

Als Grundbausteine fiir Gleichungen sind parametrisierte Terme bzw. Terme mit Varia-
blen vor allem deshalb interessant, weil sie einen allgemeineren Datenzugriff erlauben und
syntaktisch beschreiben als die bisher bekannten Terme. Durch das zuséitzliche Hilfsmit-
tel der Variablen gelingt es, einen parametrisierten Datenzugriff und zusammengesetzte
Operationen unabhingig von konkreten Algebren auszudriicken (Theorem 3.5 und Korol-
lar 3.9). Terme mit Variablen als baumartig verzweigte Operationsaufrufe, deren formale
Parameter, die Variablen, durch Werte in Algebren aktualisiert werden kénnen, lassen
sich als eine einfache Form des Programmierens auf Datentypen (ohne Rekursion und
Iteration) deuten. Auch dafiir vorweg einige Beispiele.

3.2 Beispiel
1. In den natiirlichen Zahlen wird durch zweimaliges Anwenden der Nachfolgerfunktion
zu jeder Zahl 2 addiert:

succ(succ(n)) =n+2 fiir allen € N.

Behandelt man nun die Variable n wie die 0 der natiirlichen Zahlen, so wird das
Problem “addiere 2” durch den Term succ(succ(n)) formal gelost.

2. Will man bei der Wortalgebra A* vor jedes Wort w noch die Buchstaben ab schreiben
(a,b € A), so entspricht dem der formale Ausdruck insert(a, insert(b, s)), wobei s
eine Variable der Sorte String ist. Ersetzt man darin den formalen Parameter s
durch ein beliebiges Wort w aus A* und das formale Operationssymbol insert durch
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die zugehorige A*-Operation, wird aus dem Ausdruck das Wort abw. Der Term
insert(a, insert(b, s)) ist also ein “Programm”, das die Abbildung f: A* — A* mit
f(w) = abw fiir alle w € A* berechnet.

3. Wie kann man aus zwei beliebigen biniren Béumen b und 4" den binéren Baum

machen?
Dieses Problem wird von folgendem “Programm?” gelost:

both(both(b, b), both(V', b')).

Wiederum ist das ein Term, wenn man statt des O-stelligen Operationssymbols leaf
auch die beiden Variablen b und b’ zulésst.

Das lésst sich verallgemeinern. Man erhélt Terme mit Variablen als Terme iiber einer Si-
gnatur, zu der die Variablen als 0-stellige Operationssymbole hinzugenommen werden (De-
finition 3.4). Wie die einfachen Terme lassen sich Terme mit Variablen in SIG-Algebren
interpretieren. Sie bilden dariiber hinaus ebenfalls die Datenmengen von SIG-Algebren,
die unter Einbeziehung der besonderen Rolle der Variablen ganz dhnliche Eigenschaften
besitzen wie initiale Algebren (Theorem 3.5).

Zur Vereinfachung wird fiir das restliche Kapitel folgendes vereinbart:

3.3 Generalvoraussetzung

Sei SIG = < S, OP> eine Signatur und X = (X;)scs eine Mengenfamilie, die mit OP
keine Elemente gemeinsam hat. X dient als Vorrat an Variablen, sollte deshalb immer
entsprechend grof§ gewéhlt werden.

3.4 Definition (SI/G-Terme mit Variablen und ihre Algebra)
1. Fiir s € S heifit ein Element x € X, Variable der Sorte s.

2. Fiir eine SIG-Algebra A wird eine Familie von Abbildungen
ass: X — A = (asss: Xg — Ag)ses

Wertzuweisung an die (oder Belegung der) Variablen aus X in A genannt.

3. SIG lasst sich zu einer Signatur mit Variablen SIG(X) = < S, OP(X) > erweitern,
die die Variablen als 0-stellige Operationssymbole besitzt:

OP(X) = (OP(X)UJ,S)'UJES*,SES
mit OP(X), s := OP) ;U X, fiir alle s € S und OP(X),, s := OP,, ; sonst.
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4. Die Elemente der SIG(X)-Termalgebra Tsiq(x), also die SIG(X)-Terme, werden
SIG-Terme mit Variablen in X genannt.

5. Durch Vergessen der 0-stelligen Operationen xr = x fiir alle z € X, s € S in
Tsig(x)y wird daraus eine SIG-Algebra Ts;¢(X), die SIG-Termalgebra mit Variablen
mn X:

(1) TS[G(X)S = TSIG(X),s fiir alle s € S,

(ii) erg(x) = CTgpxy flr alle ¢ € OPy ;.

Analog zu den SIG-Termen lassen sich SIG-Terme mit Variablen in SIG-Algebren inter-
pretieren, wenn man nicht nur die formalen Operationssymbole durch die aktuellen Ope-
rationen ersetzt, sondern nun auch die Variablen mit aktuellen Werten belegt. Ahnlich
wie bei Termalgebren definieren die Interpretationen dieser parametrisierten Operations-
aufrufe eindeutige SIG-Homomorphismen.

3.5 Theorem (SIG-Termalgebra mit Variablen)

Zu jeder SIG-Algebra A und jeder Wertzuweisung ass: X — A (geméfl Definition 3.4.2)
existiert genau ein SIG-Homomorphismus ass®: Ts;g(X) — A mit assi(z) = ass,(z) fiir
allex € X,,s € S.

Explizit ist ass® definiert durch:

(i) assi(c) = ca fiir alle c € OPy4, s € S,
(i) assi(z) = ass,(x) fiir allex € X,, s € S,

(iii) assi(op(ty, ..., tn)) = opa(asst (t1)), ..., ass (tn))
fiir alle op € O-Psl...sn,s; tz € TSIG(X)Si; 1= 17 EEN(E

Beweis.

Da asss(z) fir alle x € X, s € S ein Element von A, auszeichnet, wird durch z, :=
assy(z) A zu einer SIG(X)-Algebra A erweitert, deren Datenmengen und SIG-Operatio-
nen mit denen von A identisch sind.

Wegen der Initialitdt (Theorem 2.22) gibt es dann einen SIG(X)-Homomorphismus
O,SS§Z ngg(X) — A.

ass¥ ist mit den SIG(X)-Operationen vertriiglich, also erst recht mit den SIG-Operatio-
nen (OP C OP(X)). Damit erweist sich ass®: Ts;q(X) — A als SIG-Homomorphismus.
Und die Vertriglichkeit mit den O-stelligen Operationen z7 und xa zusammen mit deren
Definition liefert:

assd(z) = assd(vr) = za = asss(z) fiir alle z € X, s € S.

Es bleibt die Eindeutigkeit von ass® zu zeigen. Sei dazu g: Tg;e(X) — A ein SIG-
Homomorphismus mit gs(z) = asss(z). Dann ist g aber auch mit den Operationen zr
und zp vertriglich:

gs(zr) = gs(x) = asss(x) = za fir allez € X5, s € S,
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so dass g: Tsrgx) — A auch einen SIG(X)-Homomorphismus bildet. Wegen der Initialitéit
der Termalgebra Tsiq(x) folgt daraus wie gewiinscht: g = ass®. ass® ist als Interpretation
der SIG(X)-Terme in A definiert, so dass die Richtigkeit der angegebenen expliziten De-
finition im Theorem aus Definition 2.13 folgt. O

3.6 Bemerkung

Wie bei der Initialitdt der Termalgebra kennt die universelle Algebra fiir die spezifische Ei-
genschaft der Termalgebra mit Variablen im obigen Theorem eine besondere Bezeichnung.
In diesem Sinne ist Tg;¢(X) freie SIG-Algebra iiber X. Fiir freie Algebren gilt analog
zu initialen, dass sie durch diese Eigenschaft bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind
(vgl. Theorem 2.25).

3.7 Beispiel
1. Wahlt man als X gy, = {booll, bool2}, so ist die BOOL-Termalgebra mit Variablen
in X:
TooL(X) = ({true, false, booll, bool2}, true, false).

2. Interessanter wird die Situation fiir Xy, = {N}. Die Datenmenge der Termalgebra
mit der Variablen N enthélt die Terme:

succ™(0)  und  succ™(IN) fiir alle m,n € N (vgl. Beispiel 2.12.2).

Die 0-stellige Operation ist wiederum 07 := succ®(0) = 0, und die Nachfolgeopera-
tion ist

sucer(succ™(0)) = succ™(0)  und  sucer(succ®(N)) = succ"(N).

Aktualisiert man die Variable N durch den Wert 7 in der NAT-Algebra N, d.h.
ass(N) = 7, so erhiilt der Term succ®(N) die Interpretation 10:

ass® (succ®(N)) = succ(ass® (succ?(N)))
= succ?(ass® (succ(N)))

Aber der Term succ®(0) wird genauso interpretiert wie in der Termalgebra ohne
Variable, weil die Variable N nicht vorkommt:

ass’ (succ®(0)) = ...
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3. Bei BINTREE koénnen bemerkenswerterweise die Terme mit Variablen auch als bindre
Biaume gedeutet werden (vgl. Beispiel 3.2.3), bei denen in den Bléttern neben leaf
auch die Variablen stehen kénnen.

Diese bindren Biume bzw. Terme mit Variablen haben dann in der BINTREE-
Algebra
(N, 1, succ, succ, |+r)

mit |+r(m,n) = m + n + 1 fiir alle m,n € N folgende Interpretation: Die Zahl der
Knoten, die nicht Variable sind, wird erhéht um ass(x) fiir alle Variablen z, die als
Blatter vorkommen, wobei ass: X — N die vorgegebene Belegung der Variablen sei.
Jedem bindren Baum wird also die Zahl der Knoten mit “gewichteten” Bléttern zu-
geordnet. Insbesondere wird fiir binfire Bdume, in denen keine Variable vorkommt,
von der Interpretation die Knotenzahl berechnet.

Liasst man nicht wie in Theorem 3.5 fiir jede Belegung der Variablen die Terme variieren,
sondern fiir einen festen Term die Wertzuweisung an die Parameter, so konnen Terme
als (zusammengesetzte) Operationen gedeutet werden. Um das prézisieren zu koénnen
(Korollar 3.9), werden die in einem Term vorkommenden Variablen bestimmt:

3.8 Definition
Fiir SIG-Terme t mit Variablen in X sind die Mengen der vorkommenden Variablen var(t)
rekursiv gegeben durch:

(i) var(c) = 0 fiir alle c € OPy,, s € S,

(il) var(x) = {z} fir alle x € X, s € S,

(iii) var(op(ti,...,t,)) = J var(t;) fiir alle op € OPs, s, s, ti € Tsic(X)s;.
i=1
(Dabei bezeichnet |J die n-fache Vereinigung von Mengen.)
i=1

Manchmal werden die in ¢ vorkommenden Variablen auch nach Sorten sortiert als Men-
genfamilie (var(t)s)ses mit var(t)s = var(t)NX;. Auch dafiir wird die Bezeichnung var(t)
verwendet, da Missverstindnisse unwahrscheinlich sind.

3.9 Korollar
Sei t ein SIG-Term der Sorte s mit Variablen in X; sei s1...s, € S*; sei z; € X,, fiir
i=1,...,n; und seivar(t) C{x; |i=1,...,n}.

Dann induziert der Term t fiir jede SIG-Algebra A eine abgeleitete Operation
ta: Agy X oo X Ag, — A
mit ta(ai,...,a,) = ass’(t) fiir alle a; € A, i = 1,...,n, wobei die Wertzuweisungen

ass: X — A gegeben sind durch ass(x;) = a; fiir i = 1,...,n und sonst beliebig gewé&hlt
werden kénnen.
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Beweis.

Nach Theorem 3.5 ist fiir jedes ass: X — A und t € Tsg(X)s ass®(t) ein Wert in A,,
der nur von den aktuellen Werten der Variablen var(t) unter ass abhéngt, so dass ta eine
Abbildung der gewiinschten Form ist. O

Etwas kompliziert an dieser Auffassung von den Termen als Operationen ist der Zusam-
menhang von Argumenten der Operation und Variablen des Terms:

(a) Die Argumente sind geordnet, die Variablen nicht; man muss daher die Reihenfolge
vorgeben, sie ist durch var(t) nicht festgelegt.

(b) Die aktuellen Argumente miissen die aktuellen Werte der Variablen von ¢ festlegen,
damit genau ein Wert zugeordnet wird; deshalb muss var(t) Teil der Variablen sein,
die den Argumenten zugeordnet sind.

(c¢) Aufden Wert einer Abbildung miissen nicht alle Argumente Einfluss haben. Typisch
dafiir ist die Projektion p4: A x B — A mit pa(a,b) = a, bei der das Ergebnis nicht
von der zweiten Komponente abhéingt. Aus diesem Grunde wird nicht var(t) =
{x1,...,2,} gefordert.

Das wird auch an den folgenden Beispielen klar.

3.10 Beispiel
Betrachte den STRING-Term

t = insert(a, insert(a, s))

mit den Variablen a zur Sorte A und s zur Sorte String. Fiir String A als Argumente
liefert das in A* die Abbildung

th.(w,a) = insert(a, insert(a, w)) = insert(a, aw) = aaw.

tY. schreibt also vor sein erstes zweimal sein zweites Argument.

Fiir die Argumente A A String jedoch, wobei die Variable ¢ dem ersten Argument zuge-
ordnet ist, erhilt man

t4. (b, c,v) = insert(b, insert(b,v)) = bbv  fiir alle b,c € A, v € A*,

d.h. t4. schreibt vor das dritte Argument zweimal das erste und vergisst das zweite.

Dagegen lésst sich String allein nicht als Argument wihlen, weil dann die Argumente
nicht die Wertzuweisung an die Variable a festlegen.

4 Spezifikation von Algebren mit Gleichungen

Aufbauend auf Terme mit Variablen ist es nun moglich, auf der syntaktischen Ebene das
Konzept der Signaturen um Gleichungen zu ergénzen und damit zu Spezifikationen von
Algebren zu erweitern (Definition 4.1) sowie auf der semantischen Ebene zu prézisieren,
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wann eine Algebra die durch die Gleichungen festgelegten Eigenschaften besitzt, wann die
Gleichungen in ihr gelten (Definition 4.5).

Leider gehort zu diesen Algebren i.a. nicht die Termalgebra, da Terme nur gleich sind,
wenn sie formal i{ibereinstimmen, und sonst in der Termalgebra keine weiteren Gleichhei-
ten auffindbar sind. Trotz der guten Erfahrungen mit der Termalgebra muss also fiir die
Semantik einer Spezifikation, fiir die von ihr erzeugte Algebra nach einer neuen geeigne-
ten Kandidatin Ausschau gehalten werden. Die Termalgebra jedoch scheidet einzig und
allein deshalb aus, weil sie in der Regel den Gleichungen nicht geniigt; als Datentyp hat
sie in der Représentationsunabhingigkeit und Operationserzeugtheit Eigenschaften, die
es Wert sind, bewahrt zu werden. So kann man sich fragen, um beiden Aspekten gerecht
zu werden: Lassen sich die Gleichungen nicht der Termalgebra aufzwingen? Koénnen nicht
die Terme, die verschieden sind, aber aufgrund der vorgegebenen Gleichungen iiberein-
stimmen miissten, gleichgemacht werden?

In Definition 4.7 wird das bejaht; es ldsst sich durch einen Identifizierungsprozess schritt-
weise bewerkstelligen. Bemerkenswerterweise erhélt man durch diese Konstruktion zu
jeder Sperzifikation eine ausgezeichnete Algebra mit Eigenschaften weitgehend analog zur
Termalgebra (Theorem 4.9). Die resultierende — so genannte — Quotiententermalgebra
kann daher mit einigem Recht als abstrakter Datentyp bezeichnet werden. Der Fortschritt
gegeniiber Signatur und Termalgebra liegt darin, dass die in Beispiel 3.1 aufgedeckten
Méngel nicht mehr auftreten: Die ganzen Zahlen und die Potenzmenge von A lassen sich
mit Hilfe von Gleichungen spezifizieren; in BooL, NAT, STRING und BINTREE lassen
sich durch Gleichungen zusétzliche Operationen definieren, so dass auch weiterhin die

Wahrheitswerte, natiirlichen Zahlen, Wérter iiber A bzw. bindren Bidume ihre Semantik
sind (Beispiel 4.10).

4.1 Definition (Gleichungen und Spezifikationen)
Sei SIG = < S, OP> eine Signatur und X = (Xj;)scs eine Mengenfamilie von Variablen.

1. Fiir s € S heifit ein Paar e = (L, R) von SIG-Termen L und R der Sorte s mit
Variablen in X Gleichung der Sorte s (L, R € Tgia(X)s).

2. Eine Spezifikation SPEC = < SIG, EQ)> besteht aus einer Signatur SIG = <S5, OP>
und einer Mengenfamilie £Q = (EQ;)scs, wobei die Elemente von EQ, Gleichungen
der Sorte s sind.

4.2 Bemerkung

Wie schon bei Signaturen bietet sich auch fiir konkrete Spezifikationen eine abgekiirz-
te, intuitive Schreibweise der Gleichungen an, indem alle Elemente von E(@) hinter dem
Schliisselwort eqns aufgelistet und die linke und rechte Seite jeder Gleichung durch ein
(formales) Gleichheitszeichen getrennt werden (was jedoch nicht verwechselt werden darf
mit der tatsidchlichen Gleichheit von Elementen einer Menge).
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Formal werden Spezifikationen dieser Art von folgender Grammatik generiert:

<spec> = <sign> <eqns> (<sign> aus Bemerkung 2.3)
<eqns> := equns listl-of-<singleq >
<singleq> := <s-term> = <s-term >

<s-term> := x fiir z € X,
<s-term> := ¢ fiir c € OP) 4
< s-term> := op(<si;-term>, ..., <s,-term>) fiir op € OPs, . 5,5

Um die Schreibarbeit fiir die Beispiele moglichst gering zu halten, werden die in den
<eqns > verwendeten Variablen vorher nicht deklariert. Man erkennt sie jedoch als die
Identifizierer, die nicht als Operationen eingefiihrt worden sind.

Abgesehen davon und von anderen syntaktischen Unerheblichkeiten weist dieses Spezi-
fikationsprimitiv grofe Ahnlichkeit mit dem Elementarkonzept der algebraischen Spezi-
fikationssprache CASL (siehe http://www.brics.dk/Projects/CoFI/Documents/CASL/
Summary/) auf.

4.3 Beispiel
1. Eine erste Spezifikation von ganzen Zahlen mit Gleichungen lautet, aufbauend auf
der Signatur in Beispiel 3.1.3:

spec INT =
sorts Int
opns 0: — Int
suce, pred: Int — Int
eqns succ(pred(X)) = X
pred(suce(X)) = X

Ob dadurch allerdings tatséchlich die ganzen Zahlen spezifiziert sind, kann erst in
Beispiel 4.10 geklart werden.

2. Auch die Sperzifikation der Potenzmenge von einer Menge A = {a4,...,a,} aus
Beispiel 3.1.4 ldsst sich nun geeignet erginzen:

spec SET =
sorts A, Set
opns a;: — A firi=1,...,n

B: — Set

insert: A x Set — Set
eqns insert(a, insert(a, M)) = insert(a, M)
insert(a, insert(b, M)) = insert(b, insert(a, M))

Dabei sind a, b Variable der Sorte A, und M ist Set-Variable.
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3. Die Spezifikation von BooL aus Beispiel 1.1.1 wird um die Operationen non, and,
or, impl(ication) und equiv(alence) erweitert:

spec BooL =
sorts Bool

opns

eqns

true, false: — Bool

non: Bool — Bool

and or, impl, equiv: Bool X Bool — Bool
(true) false

non(n n(B)) = B

and(true, B) = B

and(false, B) = false

or(B, B') = non(and(non(B), non(B')))

impl(B, B') = or(non(B), B')

equiv(B, B') = and(impl(B, B'), impl(B', B))

Dabei ist zu beachten, dass zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise Operati-
onsnamen in einer Liste zusammengefasst sind, wenn sie gleiche Argumente und
Wertebereiche haben. Die Prifixnotation fiir die Operationen riihrt von der Defi-
nition der Terme her. Sie ist jedoch fiir Boolesche Operationen uniiblicher als die
Infixnotation. In diesem Ausnahmefall und in &hnlichen Situationen (wie 4. unten)
werden deshalb auch andere Termschreibweisen verwendet:

eqns

non true = false

non non B = B

true and B =B

false and B = false

B or B' = non((non B) and (non B'))

B impl B"' = (non B) or B’

B equiv B' = (B impl B') and (B' impl B)

4. Zur Sperzifikation von NAT aus Beispiel 1.1.2 kénnen nun folgendermafien die Addi-
tion und Multiplikation als neue Operationen hinzugenommen werden:

spec NAT =
sorts Nat
opns 0: — Nat

eqns

succ: Nat — Nat
+,%: Nat x Nat — Nat

M+0=M
M + suce(N) = succ(M + N)
M*x0=0

M x succ(N) = (M« N)+ M
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Die Gleichungen einer Spezifikation SPEC = <SIG, EQ)> sind als Anforderungen an
SIG-Algebren zu verstehen. Ist e = (L, R) eine Gleichung aus EQ, A eine SIG-Algebra
und ass: X — A eine Wertzuweisung an die Variablen, dann greifen die Terme L und R
auf die Daten ass’(L) und ass’(R) in A zu (vgl. Theorem 3.5). Sind sie gleich, so kann
man davon sprechen, dass A bzgl. ass die Gleichung e erfiillt. Andernfalls verletzt A die
geforderte Gleichung. Bevor das als Definition noch einmal genau aufgeschrieben wird,
sei fiir den Rest des Kapitels folgendes vorausgesetzt.

4.4 Generalvoraussetzung

Sei SPEC = < SIG,EQ> mit SIG = <5, OP> eine Spezifikation im Sinne der Defi-
nition 4.1, wobei die in E(@) vorkommenden Variablen alle aus einer Mengenfamilie X
stammen (vgl. Voraussetzung 3.3).

4.5 Definition (SPEC-Algebren)
1. In einer SIG-Algebra A gilt die Gleichung e = (L, R) aus E(Q, wenn linke und rechte
Seite von e immer gleich interpretiert werden, wenn also fiir alle Wertzuweisungen
ass: X — A schon ass®(L) = ass’(R) gilt.

2. A ist eine SPEC-Algebra (auch: Algebra des Typs SPEC), wenn A SIG-Algebra ist
und alle Gleichungen aus E() in ihr gelten.

Anmerkung zur Schreibweise
In Begriffen dieses Kapitels wird oft das Préfix “SPEC” weggelassen.

Beachte auBerdem, dass eigentlich ass® in Definition 4.5.1 einen Index tragen miisste (vgl.
Theorem 3.5). Da aber jede Gleichung, jeder Term und jede Variable nach Definition
immer mit genau einer Sorte assoziiert ist und diese Sorte auch diejenige Abbildung
eines Homomorphismus oder einer Wertzuweisung bestimmt, die anwendbar ist, wird im
folgenden hiufig auf die explizite Angabe der Indizes verzichtet.

4.6 Beispiel
1. Die ganzen Zahlen Z = (Z, 0, succ, pred) (vgl. Beispiel 2.9.2 und 3.1.3) definieren
eine INT-Algebra fiir INT aus Beispiel 4.3.1. Denn die Operationen geniigen wegen

succ(pred(z)) =succ(z —1)=z—-1+1==2

und
pred(succ(z)) =pred(z+1)=2+1-1==2

fiir beliebige Werte z der Variablen X den beiden Gleichungen.

2. In der Potenzmenge P(A) aus Beispiel 3.1.4 gelten die Gleichungen in der Spezifi-
kation SET aus Beispiel 4.3.2. Denn fiir alle Teilmengen M von A (das ist der Wert
der Variablen M in P(A)) und fiir alle Elemente a,b € A (die Werte der Variablen
a,b) gilt:
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insert(a, insert(b, M)) = insert(a, M U {b})
=M U{b} U{a}
=M U{a} U {b}
= insert(b, M U {a})
= insert(b, insert(a, M)),

wahrend die Giiltigkeit der ersten Gleichung bereits in Beispiel 3.1.4 nachgewiesen
ist.
. Fiir BOOL aus Beispiel 2.9.1 lassen sich bekanntermafien die Operationen V, A, =, <

durch Wahrheitstafeln definieren, wobei allerdings true und false durch T bzw. F
abgekiirzt werden:

AT F V|TF ;»\TF s|T F
TITF T|T T T T[T F
FIFF F|TF F FIF T

Hier stehen die ersten Argumente unter und die zweiten neben dem Operationszei-
chen, der Wert befindet sich jeweils dort, wo sich Zeile und Spalte der Argumente
treffen.

Auflerdem lisst sich die Negation definieren durch =T =F und -F =T.

Damit BOOL mit den neuen Operationen eine BooL-Algebra zur Spezifikation in
Beispiel 4.3.3 bildet, miissen die Gleichungen gelten. Fiir die erste ist das nach
Definition von — richtig. Fiir die zweite, dritte und vierte betrachte die beiden einzig
moglichen Belegungen der Variablen B durch T und F, wofiir man nach Definition
von — und A erhilt:

2. - T==-F=Tund -~ —F=—-T=F
3. TAT=Tund TAF=F
4. FAT=Fund FAF=F

Die Giiltigkeit der iibrigen Gleichungen kann den beiden folgenden Tabellen ent-
nommen werden:

112 3 4 5 6 7
B|B'|-B|-B'|-BA-B —|(—|B A —|B’) Bv B

T| T F F F T T

T|F F T F T T

F| T T F F T T

FIF| T | T T F F

1] 2 3 8 9 10 11 12
B|B'|-B|-BVB |B=B'|B =B|(B=B)A(B = B)|BsB
T| T F T T T T T
T|F F F F T F F
FIT|T| T T F F F
F|F T T T T T T
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Dabei geben die Spalten 1 und 2 die vier méglichen Belegungen der beiden Variablen
B und B’ an und, davon abhéingig, die iibrigen Spalten die Werte der oben stehenden
Terme.

Dass die Gleichungen giiltig sind, besagt die Ubereinstimmung der Spalten 6 und 7,
8 und 9, 11 und 12; die anderen Spalten geben Zwischenrechnungen wieder.

4. Die natiirlichen Zahlen N = (N, 0, succ, +, *) bilden mit der iiblichen Addition und
Multiplikation eine Algebra des Typs NAT aus Beispiel 4.3.4. Denn bei Belegung
der Variablen M und N mit beliebigen natiirlichen Zahlen m,n € N ergeben sich
die Gleichungen aus bekannten Eigenschaften der natiirlichen Zahlen:

n+0=mn
m+succ(n) =m+ (n+1) = (m+n)+1=succ(m+n)
nx0=0

mxsucc(n) =mx(n+1)=m*xn+mxl=mx*xn+m

Wie bereits erwéhnt, gelten in der SIG-Termalgebra i.a. nicht die Gleichungen in EQ) (es sei
denn, diese haben die Form ¢t = ¢ oder FQ enthilt iiberhaupt keine Elemente). Dennoch
kann man natiirlich auch in diesem Fall fiir alle Wertzuweisungen ass: X — Ts;g und
fiir alle Gleichungen e = (L, R) € E(Q) diejenigen Terme benennen, die gleich sein sollten:
ass’(L) und ass®(R).

Identifiziert man nun alle diese Paare von Termen, so ist im Resultat alles gleich, was
aufgrund der Gleichungen iibereinstimmen soll. Leider ist das Ergebnis dieses Identifizie-
rungsvorgangs noch keine SIG-Algebra. Aber auch dieser Mangel lésst sich beheben, wenn
man zusitzlich zu den Paaren ass’(L) und ass®(R) auch deren Bilder unter Operationen
identifiziert:

op(ass®(Ly),. .., ass(L,)) und op(ass’(Ry),..., ass'(R,))
fiir op € 0P51___3ms, (L,, R«L) € EQs,1=1,...,n.

Diese Konstruktion kann folgendermaflen prazisiert werden.

4.7 Definition und Konstruktion (Quotiententermalgebra)
1. Die Gleichungen induzieren auf den Termen aus 7s;¢ eine Familie von Relationen

=pg = (ZgQs)ses, die Aquivalenz genannt wird und rekursiv definiert ist durch:
(i) ass®(L) =pqs ass(R)
fiir alle (L, R) € EQs, s € S und ass: X — Tsyq,

(ii) t; =ggs, ti, @ = 1,...,n impliziert op(ty,...,t,) =grgs op(t),---,1,)
fiir alle op € OPy, _, s und t;,t; € Tsic s,

(ili) t =pos t,
(iv) t =gq,s t' impliziert ¢’ =pg s t,

(V) t =gost', t' =pgs t" impliziert t =g, t".
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2. Fiir jeden Term t € Tg;¢,s werden in der Aquivalenzklasse [t] alle zu ¢ dquivalenten
Terme zusammengefasst und damit identifiziert:

[t ={t' € Tsigs |t =pqs t'} (s €S).

3. Die Mengen aller Aquivalenzklassen Tsprcs = {[t] | t € Tsic,s} fiir alle s € S bilden
die Datenmengen der Quotiententermalgebra Ts;q kg, deren Operationen definiert

sind durch:
(i) €¢=|c] fiir alle c € OPy4, s € S,
( ) 0_([ ] ,[tn]) = [0p(t1,...,tn)] fiir alle op € OPS1...sn,s: t; € TSIG,sia 7 =
1,...,n.

4.8 Bemerkung

Fiir s € S ist =g s eine Relation auf der Datenmenge T's¢ s, d.h. eine Teilmenge des kar-
tesischen Produkts Tsig,s X Tsig,s- Dabei wird statt (¢,t') € =ggs t =pgs t' geschrieben
und t dquivalent zu t' gesagt. Die Aquivalenz ist nach Definition die kleinste Relationen-
familie mit den Eigenschaften (i) bis (v). Die Eigenschaften (iii), (iv) und (v) besagen,
mathematisch gesehen, dass =g eine Familie von Aquivalenzrelationen ist, die aufgrund
von (ii) strukturvertriglich mit den SIG-Operationen ist und deshalb in der Algebra als
Kongruenz bezeichnet wird. Die Forderung (i) bedeutet schlielich, dass die Familie von
Aquivalenz- bzw. Kongruenzrelationen = =pg von E() erzeugt wird.

Dass die Konstruktion in Definition 4.7 ein brauchbares Ergebnis liefert, zeigt das néchste
Theorem.

4.9 Theorem (Quotiententermalgebra)
Tsprc ist eine SIG-erzeugte, initiale SPEC-Algebra.

Beweis wird nachgeliefert.

4.10 Beispiel

1. Sei INTO die Spezifikation, die durch Weglassen der Gleichungen aus INT entsteht;
d.h. die Signatur von INT (siehe Beispiel 4.3.1). Die INTO-Terme haben die Gestalt
op1...0p,(0) fiir n € N, op; € {suce, pred}, i =1,...,n
Sei #succ(t) die Zahl der succ-Operationen in jedem dieser Terme ¢ und #,.4(t) die
Zahl der pred-Operationen. Sei ferner diff(t) = #succ(t) — #prea(t). Man kann sich
nun iiberlegen, dass das so definierte diff: Tiyro — Z gerade die Interpretation der
INTO-Terme in Z gemf Definition 2.13 ist.
Da in Z die Gleichungen EQ(INT) von INT gelten (INT = <INTO, EQ(INT)>!),
gilt =pgant) € =aig, wobei t =gy t' fiir zwei Terme ¢,¢' definiert ist durch diff(t) =
diff(t"), d.h. die Differenzen von succ- und pred-Operationen dquivalenter Terme sind
gleich. Die Inklusion der Aquivalenzrelation ist gegeben, weil =g4ip die Eigenschaften
von Definition 4.7.1 hat, =ggaxr) aber die kleinste derartige ist. Das sieht man
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auch leicht direkt ein; denn das Anwenden einer Gleichung entfernt aus jedem Term
gerade ein succ und ein pred, wodurch die Differenz natiirlich nicht verdndert wird.

Dariiber hinaus kann man jeden Term mit Hilfe der Gleichungen solange umformen,
bis keine succ- und pred-Operationen gleichzeitig mehr vorkommen. Jeder Term ist
also dquivalent zu einem der Form

pred™(0) oder 0 oder succ™(0) (m >1).
Diese sind jedoch untereinander alle indquivalent wegen

diff (pred™(0)) = —m
diff(0) =
diff(succ™(0))

0
m.

Die Daten von Tiyr sind daher die Aquivalenzklassen
[pred™(0)], [0], [succ™(0)] fiir alle m > 1,

so dass der eindeutig existierende Homomorphismus init: Tiyy — 7Z explizit gegeben
ist durch

init([pred™(0)]) = —m
init([0]) = 0

init([succ™(0)]) = m.

Diese Zuordnung ist offenbar bijektiv und damit Z isomorph zu 7iy;. Fasst man
also die Quotiententermalgebra als Semantik einer Spezifikation auf, so kann man
sagen, dass INT (bis auf Umbenennung) die ganzen Zahlen Z spezifiziert.

. Sei SETO die Signatur von SET aus Beispiel 4.3.2. Wie bereits in Beispiel 3.1.4
bemerkt, stimmen die SETO-Terme praktisch mit den STRING-Termen iiberein.

Durch die beiden SET-Gleichungen lésst sich jeder Term ¢ dquivalent umformen zu
t = insert(a;,, insert(ai,, . . ., insert(a;,,,0) ...))

fireinm e Nund 1 <i4; <1y <--- <1, <m, indem man mit der ersten Gleichung
mehrfaches Hinzufiigen desselben Elements beseitigt und insert-Operationen mit
der zweiten umdreht, wenn die Indizes zugefiigter Elemente lokal keine aufsteigende
Folge der angegebenen Art bilden.

Damit kennt man aus jeder Aquivalenzklasse von Tsgr ein Element explizit, so dass
sich fiir jede SET-Algebra B auch explizit angeben lisst, wie der Homomorphismus
init: Tsgr — B, der aufgrund der Initialitét existiert, definiert ist:

init([t]) = insertg(ai,, insertg(ai,s, - - ., insertg(a;, g, 08) - -.))

37



Fiir die SET-Algebra P(A) bedeutet das speziell:

indt([t] = {aiy, .- -, a4, }

Da sich die Elemente einer Teilmenge von A immer nach der Grofle der Indizes
sortieren lassen, ist init offenbar ein Isomorphismus. Die von der Spezifikation SET
erzeugte Algebra Tsgr stimmt daher bis auf Umbenennung mit der Potenzmenge
P(A) — dem intendierten Datentyp — iiberein.

3. Sei BooLO die Signatur der neuen BooOL-Spezifikation aus Beispiel 4.3.3. Es ergibt
sich dann durch vollstdndige Induktion iiber die Lénge der BoOoL0O-Terme, dass jeder
dieser Terme entweder zu true oder zu false dquivalent ist.

Hat ein BOOLO-Term ¢ beispielsweise die Form and(t',t"), dann sind ¢ und ¢" kiirzer
als t, so dass t’ etwa dquivalent ist zu true und t” zu false (Induktionsvoraussetzung).
Es folgt dann fiir ¢ mit der dritten BOOL-Gleichung und der Eigenschaft (ii) der
Aquivalenz in Definition 4.7:

t = and(t',t") = and(true, false) = false

(Induktionsschluss).
Alle anderen Fiélle fiir die Form von ¢ lassen sich analog abhandeln.

Mit anderen Worten hat Tgoo, eine zweielementige Datenmenge und ist deshalb
isomorph zur Algebra BOOL aus Beispiel 4.6.3.

4. Jeder NATO-Term, wobei NATO die Signatur von NAT sei, ist dquivalent zu einem
Term, in dem nur 0 und succ als Operationen vorkommen. Die Aquivalenzklassen
von Txar haben also die Form [succ™(0)], m € N. Da aber die Interpretation
von succ™(0) in NAT gerade der Exponent m ist (vgl. Beispiel 2.15.2), trifft der
Homomorphismus nit: Tnar — N die offenbar bijektive Zuordnung

ingt([succ™(0)] = m fiir alle m € N.

In der Quotiententermalgebra Tspgc hat man also nach Theorem 4.9 zu einer Spezifikati-
on SPEC eine SPEC-Algebra gefunden, die initial und im Hinblick auf diese Eigenschaft
reprisentationsunabhingig ist (vgl. Definition 2.21 und folgende) sowie von den Opera-
tionen erzeugt wird. Sind bei einer Spezifikation keine Gleichungen vorgegeben (EQ = (),
so stimmt Tspgc bis auf Isomorphie mit der Termalgebra iiberein. Die syntaktischen
und semantischen Konzepte und Moglichkeiten von Signaturen und Termalgebren beim
Entwurf von Algebren bzw. Datentypen sind also vollstindig als Spezialfall in dem all-
gemeineren Prinzip der Spezifikation erhalten geblieben. Die in Beispiel 3.1 entdeckten
Mingel aber konnten durch das zusétzliche Konstrukt der Gleichungen beseitigt werden,
wie Beispeil 4.10 zeigt. In allen sechs Beispielen BooL, NAT, INT, STRING, SET und
BINTREE ist Tspgc isomorph zu den vorgegeben, intendierten Datentypen der Wahr-
heitswerte, natiirlichen und ganzen Zahlen, Worter iiber und Teilmengen von A sowie der
bindren Baume. In diesem Sinne sind die sechs Beispiele korrekt spezifiziert durch die
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entworfenen Signaturen und Gleichungen. Der Nachweis in Beispiel 2.29 und 4.10 gelang
in allen Fallen mit Hilfe der Initialitit von Tspgc.

Das alles zusammengenommen berechtigt zur folgenden These.

These 4

Spezifikationen SPEC als Syntax mit Quotiententermalgebren Tsppc als Semantik be-
schreiben abstrakte Datentypen. Die Initialitdt von Tspgc ermoglicht Korrektheitsbewei-
se (wobei ein vorgegebener, gewiinschter Datentyp dann korrekt spezifiziert ist, wenn er
bis auf Umbenennung, bis auf Repréisentation der Daten mit Tsppe iibereinstimmt).

5 Korrektheit von Spezifikationen

Die Uberlegungen und Resultate am Ende von Kapitel 4 legen nahe, den Begriff der
Korrektheit nachzutragen.

Im allgemeinen gilt etwas (eine Spezifikation, Implementierung, ein Programm u.d.) als
korrekt, wenn es das tut, was es soll. Das ist leicht gesagt; die Schwierigkeit besteht
jedoch darin, dass Sein und Sollen verglichen werden miissen. Erforderlich ist also eine
gemeinsame Sprachebene fiir die Semantik, die ja widergibt, was ein Softwareprodukt ist
oder tut, und fiir die Intention, die mit dem Produkt verfolgt wird. In dieser Sprachebene
miissen dariiber hinaus Ubereinstimmen und Verschiedensein prizisiert werden kénnen.

(Vgl. die Einleitung.)

Im Gegensatz zu nahezu allen Programmier- und Entwurfssprachen ist fiir die alge-
braischen Spezifikationskonzepte eine solche Vergleichsebene ohne zusétzlichen Aufwand
verfiigbar. Da die Semantik einer Spezifikation als Quotiententermalgebra konstruiert ist
(Theorem 4.9), erlauben Homomorphismen (Definition 2.19) den Vergleich mit anderen
Algebren, wobei das Vorhandensein eines Homomorphismus bereits strukturelle Ahnlich-
keiten konstatiert. Von Ubereinstimmung zwischen Semantik und Intention, festgelegt
durch eine Algebra, lidsst sich in dem Falle sprechen, dass beide isomorph sind. Das trifft
sich mit der Auffassung, dass bei abstrakten Datentypen die Datenreprisentation keine
Rolle spielen soll, dass eine Umbenennung der Daten, also ein Isomorphismus, die cha-
rakteristischen Merkmale nicht veréindern darf (vgl. These 3 in Kapitel 2 und These 4 in
Kapitel 4). Zusammenfassend erhilt man folgende Priizisierung:

5.1 Definition
Eine Spezifikation SPEC = < SIG, EQ > ist korrekt bzgl. einer SIG-Algebra A, wenn die

Quotiententermalgeba Tsppc isomorph ist zu A, d.h.

Tsprc = A.

Die Ausfithrungen in den Beispielen 2.29 und 4.10 lassen sich nun prignanter formulieren.
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5.2 Korollar

Tsoor ) ( BOOL (vgl. Beispiel 4.10.3)
TN ar NAT (vgl. Beispiel 4.10.4)
;STRING v ist korrekt bzgl. < é ggj gzzg j:; 3332
BINTREE . .2d.
Tine Z (vgl. Beispiel 4.10.1)
Tspr ) | P(A) (vgl. Beispiel 4.10.2)

Zum Nachweis der Korrektheit in den Beispielen 2.29 und 4.10 wurde jeweils ausge-
nutzt, dass nach Theorem 2.20 und 4.9 ein Homomorphismus h: Tsppc — A bereits
explizit bekannt ist, die Isomorphie also allein den Beweis der Bijektivitdt von h er-
fordert. Ein anderer Ansatzpunkt fiir die Verifikation der Korrektheit ist die Eindeu-
tigkeit initialer Algebren bis auf Isomorphie geméafl Theorem 2.25.2; denn ist A initiale
SPEC-Algebra, so ist A isomorph zu Tspgc. Dazu wire zu zeigen, dass eine gegebene
SIG-Algebra A die Gleichungen EQ erfiillt und die Initialitdtseigenschaft besitzt. Eine
ausfiihrliche, systematische Darstellung dieser und weiterer Korrektheitskriterien muss
unterbleiben, da sie den Rahmen dieses Skripts sprengt. (Einige Hinweise dazu findet
man in [EKP78, GN78, TWW78|).

Nach Definition muss bei obigem Korrektheitsbegriff die Semantik einer Spezifikation
immer in allen Datenbereichen und in allen Operationen mit der intendierten Algebra
verglichen werden. Das macht den Begriff etwas unhandlich. Diese mangelnde Flexibi-
litéit lisst sich dadurch beseitigen, dass die Uberpriifung der Isomorphie auf ausgewihlte
Teile der Spezifikation, auf eine Unterspezifikation beschrinkt werden kann. Fiir die Al-
gebra Tsppc bedeutet das, die nicht ausgewihlten Teile voriibergehend auszublenden, zu
vergessen.

5.3 Definition
Seien SPEC,; = <8y, OPy, EQy> und SPEC, = <S8, OP;, EQ, > Spezifikationen mit
SPEC() g SPECl, d.h. S() g Sl, OP() g 0P1 und EQO g EQI

1. Fiir jede SPEC)-Algebra A ist dann der SPECy-Anteil Asprc, (auch Vergissbild oder
Redukt genannt) als SPECy-Algebra definiert durch:

(1) (ASPEC’O)s = A, fiir alle s € Sy,
(i) OPAsprq, = opa fiir alle op € OP.

2. Die Spezifikation SPEC, ist korrekt bzgl. einer OPy-Algebra A, wenn der SPEC,-
Anteil der Quotiententermalgebra Tspre, isomorph ist zu A:

(Tsprcy)spec, = A.
Der besondere Vorteil des verallgemeinerten Korrektheitsbegriffs ist, dass die Semantik

einer Spezifikation nicht nur mit Datentypen verglichen werden kann, deren Herkunft nicht
prizisiert ist, die es beim Neuentwurf von abstrakten Datentypen auch schwerlich geben
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wird, sondern insbesondere auch mit einem vorausgegangenen Entwurfsschritt. Diese
Situation ergibt sich gerade, wenn man die Vergleichsalgebra A aus obiger Definition als
Tsprc, wéhlt, und wird im néchsten Abschnitt unter dem Begriff Extension ausfiihrlicher
behandelt.

Bei dem eingefiihrten Korrektheitsbegriff verwundert manche, dass die Intention in Form
einer vollstindigen Algebra angegeben werden muss, um die Semantik daran messen zu
konnen, statt einfach Anforderungen zu stellen und deren Erfiilltheit zu {iberpriifen. Bei
diesem Einwand wird iibersehen, dass das Spezifikationskonzept mit den Gleichungen ja
gerade sprachliche Mittel zur Formulierung von Anforderungen bereitstellt. Als Glei-
chungen gegebene Anforderungen innerhalb einer Spezifikation (und dort gehoren sie hin)
werden aber von der Semantik automatisch erfiillt, so dass sich ein derartiger Korrekt-
heitsbegriff eriibrigt.

6 Konzepte einer Spezifikationssprache fiir abstrakte
Datentypen

Die Untersuchungen der vorangegangenen Abschnitte lassen sich als Sprachkern einer
Spezifikationssprache fiir abstrakte Datentypen deuten. Die Syntax ist gegeben durch
die Spezifikationen in der mathematischen Version der Definition 4.1 und der sprachli-
chen der Bemerkung 4.2; die Semantik ist definiert durch die Quotiententermalgebren
und charakterisiert durch die Eigenschaft der Initialitdt und Operationserzeugtheit (vgl.
Theorem 4.9). Daneben gibt es die Ebene der Korrektheit (und Korrektheitsbeweise), die
im vorigen Kapitel angesprochen ist.

Fiir den Entwurf groflerer Systeme (mit einer grofien Zahl an Operationen und Glei-
chungen) ist der Sprachkern jedoch zu eng, da er Strukturierungen und Gruppierungen
logisch zusammengehérender Operationen und Gleichungen nicht im ausreichenden Mafe
gestattet, da das ungeordnete Nebeneinander sehr vieler Operationen und Gleichungen
Ubersichtlichkeit und Verstindlichkeit praktisch ausschlieft. Erforderlich wird also eine
Spracherweiterung um Konzepte, die einen schrittweisen, strukturierten Entwurf abstrak-
ter Datentypen unterstiitzen.

Ein erstes Konstrukt dieser Art ist die KOMBINATION. Thr liegt die Beobachtung zugrun-
de, dass in den meisten Spezifikationen ein Teil der Sorten, Operationen und Gleichungen
selbst wieder eine Spezifikation bildet. Diese Unterspezifikation lisst sich dann auslagern,
wenn man in der urspriinglichen Spezifikation einen Verweis, eine Benennung der Unter-
spezifikation, zuriicklasst. Syntaktisch wird dieser Name den verbleibenden Teilen der
Spezifikation vorangestellt. Ein Beispiel mag dieses Prinzip illustrieren.
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6.1 Beispiel
Die Spezifikation

spec BINTREEL =

sorts BinTree, Nat

opns leaf: — BinTree
left, right: BinTree — BinTree
both: BinTree x BinTree — BinTree
height: BinTree — Nat
0: — Nat
succ: Nat — Nat
maz: Nat X Nat — Nat

eqns height(leaf) = 0
height(left(B)) = height(right(B)) = succ(height(B))
height(both(B, B')) = succ(maz(height(B), height(B')))
maz(0,n) = maz(n,0) =n
maz(succ(m), succ(n)) = succ(maz(m,n))

umfasst die aus Beispiel 2.4.2 bekannte Spezifikation BINTREE und eine Spezifikation des
Maximums zweier natiirlicher Zahlen, die selbst das in Beispiel 1.1.2 spezifizierte NAT
enthilt. Ein strukturierter Entwurf der Héhe bindrer Bdume lésst sich deshalb auch so
schreiben:

spec BINTREE2 = BINTREE + NAT1
opns height: BinTree — Nat
eqns height(leaf) = 0
height(left(B)) = height(right(B)) = succ(height(B))
height(both(B, B')) = succ(maz(height(B), height(B')))

mit

spec NAT1 = NAT
opns mazx: Nat X Nat — Nat
eqns maz(0,n) = maz(n,0) = n
maz(succ(m), suce(n)) = suce(maz(m,n))

BINTREE2, das als Kombination von BINTREE mit NAT1 und der Hoéhe definiert ist,
unterscheidet sich von der unstrukturierten Spezifikation BINTREE1 eigentlich nur in der
Sortierung von Sorten, Operationen und Gleichungen. Es liegt daher nahe, als Semantik
von BINTREE2 gerade den von BINTREE] erzeugten abstrakten Datentyp zu verwenden
bzw. allgemein die Semantik einer KOMBINATION auf die Spezifikation zuriickzufiihren,
die entsteht, wenn alle vorkommenden Sorten, Operationen und Gleichungen zusammen-
gefasst werden und damit die Strukturierung aufgelést wird.
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6.2 Definition
1. COMB = SPEC; + <83, 0Py, EQ>> ist eine Kombination, wenn SPEC; =
<Sl, Opl, EQl > und SPEC = <S5, U SQ, OP; U OPQ, EQl U EQQ > Speziﬁkationen
sind.
2. Als Semantik ist einer Kombination COMB die von der Spezifikation SPEC erzeugte
Quotiententermalgebra zugeordnet:

Tcoms = Tsprc.

3. Eine Kombination COMB ist korrekt bzgl. A, wenn die Spezifikation SPEC korrekt
bzgl. A ist.

6.3 Bemerkung

1. SPECist genau dann eine Spezifikation, wenn die Operationen von OP, Argumente
und Werte in S; U S; haben und die Gleichungen in E(@); nur Operationen aus
OP; U OP, verwenden.
Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn <.S;, OP,, EQ> > selbst eine Spezifikation
bildet wie im Falle BINTREE + NAT1 in Beispiel 6.1; dann ist die Kombination
nur eine gemeinsame Hiille fiir eigentlich vollig voreinander unabhingige Daten-
typen, die aber zusammen verwendet werden, um beispielsweise neue Operationen
zu definieren. Ein Beispiel dafiir ist die Hohe in BINTREE2.

2. Die sprachliche Version der Syntax einer Kombination ist durch die folgenden beiden
Schemata gegeben:

spec SPEC = SPEC1 + SPEC2

und

spec SPEC = SPEC1
sorts
opns
eqns

wobei SPEC1 und SPEC2 beliebige Spezifikationen (auch Kombinationen) sind und
die Schliisselworter sorts, opns und eqns weggelassen werden konnen, wenn die
Listen dahinter leer sind.

Um das Prinzip zu verdeutlichen, seien neben den Beispielen in 6.1 weitere angegeben.

6.4 Beispiel
1. Ein schrittweiser Entwurf der ganzen Zahlen, bei dem erst die positiven und dann
die negativen erzeugt werden, ldsst sich wie folgt realisieren.
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spec INT1 =
sorts Int
opns 0: — Int
succ: Int — Int

spec INT2 = INT1
opns pred: Int — Int
eqns pred(succ(X)) = X
succ(pred(X)) = X

2. Um die Potenzmenge einer Datenmenge zu spezifizieren, kann man eine Datenmenge
mit einem Mechanismus kombinieren, der endliche Teilmengen bildet:

spec DATA =
sorts Data

verwendet in

spec SET(DATA) = DATA
sorts Set
opns 0: — Set
insert: Data x Set — Set
eqns insert(a, insert(a, M)) = insert(a, M)
insert(a, insert(b, M)) = insert(b, insert(a, M)) .

Diese und viele andere Beispiele zeigen, dass bereits das vergleichsweise einfache Konzept
KOMBINATION flexibel und komfortabel Gliederungen und Modularisierungen beim
Entwurf abstrakter Datentypen gestattet. Die semantischen Eigenschaften dieses Ent-
wurfsprimitivs bergen jedoch einige Gefahren. Die in einer Kombination COMB enthal-
tene Unterspezifikation SPEC) besitzt eine eigene Semantik Tsppc,, definiert andererseits
gemif Definition 5.3.1 in der Semantik von COMB, T¢cous, einen SPEC)-Anteil. Nach
Theorem 4.9 gibt es dann einen Homomorphismus h: Tspre, — (Tcoms)sprc,, der im
allgemeinen weder surjektiv noch injektiv zu sein braucht. Mit anderen Worten kann
sich bei der Konstruktion neuer Sorten und Operationen (<Sz, OPy, EQy>) der dazu
verwendete Datentyp dndern, kann er zerstort werden, indem neue Daten in alten Sorten
dazukommen (h nicht surjektiv) oder indem verschiedene alte Daten identifiziert werden
(h nicht injektiv). Beispielsweise sind durch INT1 in Beispiel 6.4.1 nach Beispiel 2.29.2 die
positiven ganzen bzw. natiirlichen Zahlen spezifiziert, wihrend der INT1-Anteil in Tiyro
alle ganzen Zahlen umfasst, da INT2 nach Definition 6.2.2 und Beispiel 4.10.1 die ganzen
Zahlen in der Sorte Int erzeugt:

TINTl = N C (Z, 0, Succ) = (TINT)INTI =: (TINTQ)INTl
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Will man also, dass sich die Semantik einer Spezifikation bei der Erweiterung durch neue
Sorten und Operationen nicht &dndert, so ist das durch die Kombination nicht automa-
tisch garantiert, sondern muss zuséitzlich gefordert werden. Sinnvoll ist zum Beispiel die
Forderung, dass BINTREE und NAT1 in BINTREE2 sowie NAT in NAT1 nicht zerstort
werden, weil man sonst nicht davon sprechen kénnte, dass die Operation height die Hohe
bindrer Bdume (aus BINTREE) misst (in NAT). Die um eine entsprechende semantische
Anforderung verschirfte Kombination definiert den Begriff der EXTENSION, die auch
ENRICHMENT genannt wird, wenn keine neuen Sorten dazukommen.

6.5 Definition
1. EXT = SPEC; + < Ss, OPy, E();, > ist eine Eztension, wenn es eine Kombination ist
und der SPEC;-Anteil des von EXT erzeugten Datentyps isomorph ist zur SPEC-
Quotiententermalgebra:

Tsprc, = (Texr)srrc, -

2. Eine Extension EXT wird auch Enrichment genannt, wenn Sy leer ist.

Die Begriffe Extension und Enrichment werden in [GTW78] eingefiihrt und dort sowie in
[EKP78] ausfiihrlich untersucht. Sie stehen dariiber hinaus im engen Zusammenhang mit
den Uberlegungen und Untersuchungen in [Wan77], [Gog78], [TWW78] und [EKW78].
Extension und Enrichment sind in [EKP78] etwas anders definiert als hier, ndmlich dass
EXT korrekt sein muss bzgl. Tsprc,. Ein Vergleich von Definition 5.3.2 mit Definition 6.5
zeigt jedoch, dass beide Begriffsbildungen dquivalent sind.

Bisher wurde Spezifizieren weitgehend als ein statischer Vorgang behandelt: eine Spe-
zifikation beschreibt genau einen abstrakten Datentyp. Diese Betrachtungsweise liefert
jedoch fiir das Beispiel SET(DATA) in Beispiel 6.4.2 eher sinnlose Ergebnisse: Tpara
ist die leere Menge, da es keine O-stelligen Operationen gibt; Tsgr(para) enthdlt im Set-
Datenbereich nur ein Element, nimlich die 0-stellige Operation (), da durch insert nichts
dazukommt. Beide Datentypen sind also vollstéindig uninteressant, und mit der Potenz-
menge hat das nur soviel zu tun, als die Potenzmenge der leeren Menge die leere Menge
als einziges Element enthélt.

Tatséchlich jedoch beschreibt SET(DATA) nicht nur diese triviale Potenzmenge, sondern
alle Potenzmengen (Menge aller endlichen Teilmengen), wenn man in DATA eine beliebige
Menge einsetzt, () durch die leere Menge interpretiert und insert durch Element-Einfiigen,
wenn man also DATA als formalen Parameter auffasst, dessen Sorte man — um im Rahmen
der Spezifikationen zu bleiben — durch beliebige Sorten beliebiger Spezifikationen aktua-
lisieren kann. Beispielsweise erhélt man die als Kombination geschriebene Spezifikation
SET, wenn man in SET(DATA) DATA durch

spec A =
sorts A
opns a;: - A firi=1,...,n
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ersetzt. Die resultierende Spezifikation SET(A) beschreibt nach Definition 6.2.2 und Bei-
spiel 4.10.2 gerade die Potenzmenge iiber A = {a4,...,a,}. Aktualisiert man dagegen
DATA durch NAT -

spec SET(NAT) = NAT
sorts Set
opns (: — Set

insert: Nat x Set — Set
eqns

—erhilt man als Semantik analog alle endlichen Teilmengen der natiirlichen Zahlen. Eben-
so kann man DATA gegen SET( ... ) austauschen, was dann die Potenzmenge einer Po-
tenzmenge beschreibt.

Dieses Beispiel zeigt, dass sich Kombinationen als Parametrisierungen deuten lassen, wo-
bei die ausgezeichnete Unterspezifikation den formalen Parameterteil darstellt. Er lisst
sich aktualisieren, indem seine Sorten, Operationen und Gleichungen gegen entsprechende
Bestandteile einer beliebigen Spezifikation ausgetauscht werden. Lisst man einmal aufler
Acht, dass dabei den formalen Sorten und Operationen andere Namen zugeordnet sein
kénnen (z.B. ist Data in SET(NAT) durch Nat ersetzt), so besagt diese Form der Parame-
teriibergabe, dass der aktuelle Parameterteil den formalen als Unterspezifikation umfasst,
konzeptionell also auch eine Kombination ist. Die jeweils aktuelle Spezifikation entsteht
dann aus der Parametrisierung einfach durch Ersetzen des formalen durch den aktuellen
Parameterteil; sie ist also selbst auch eine Kombination, so dass ihre Semantik — abhéngig
von dem aktuellen Parameter — durch Definition 6.2.2 erklirt ist. Zusammenfassend ergibt
das den folgenden Begriff der PARAMETRISIERUNG.

6.6 Definition

1. PARAM = SPEC, + < Sy, OPy, EQ), > ist eine schwache Parametrisierung mit dem
formalen Parameter(teil) FORMAL = SPEC;, wenn PARAM eine Kombination ist.

2. Jede Kombination ACTUAL = FORMAL + < S3, OP3, EQ3> ist ein aktueller Pa-
rameter(teil) zu einer schwachen Parametrisierung.

3. Austauschen des formalen durch einen aktuellen Parameter in einer schwachen
Parametrisierung liefert die aktualisierte Parametrisierung PARAM(ACTUAL) =
ACTUAL + < Sy, OPy, EQ)y >.

4. Die Semantik einer schwachen Parametrisierung ist durch die von PARAM(ACTUAL)
fiir alle aktuellen Parameter ACTUAL erzeugten Datentypen (geméfl Definition 6.2.2)
gegeben:

ACTUAL +— TppraM(ACTUAL)-

6.7 Bemerkung
Diese Zuordnung von aktuellen Parametern zu initialen Algebren ldsst sich auch aufschrei-

ben als Familie der von den Spezifikationen PARAM(ACTUAL) erzeugten abstrakten
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Datentypen, die iiber alle aktuellen Parameter ACTUAL indiziert ist:
{TparamacruaL)} acTvAL

Die Parametrisierung in obiger Form wird schwach genannt, weil sie semantisch dieselben
“Schwichen” besitzt wie die Kombination: Der ACTUA L-Anteil des von der aktualisier-
ten Parametrisierung erzeugten Datentyps stimmt im allgemeinen nicht mit der Semantik
des aktuellen Parameters iiberein:

Tacrvar Z (TrarAM(ACTUAL)) ACTUAL-

Schwaches Parametrisieren kann also die Bedeutung der Parameter verédndern.

Dass sich dagegen beim Ubergang von formalen zu aktuellen Parametern die Semantik
des FORMAL-Anteils im allgemeinen &ndert —

(TACTUAL)FORMAL % TFORMAL % (TPARAM(ACTUAL))FORMAL

— ist geradezu erwiinscht, wie das Beispiel SET(DATA) zeigt. Denn Ty, ist leer, wihrend
der DATA-Anteil von A und SET(A) (sowie analog von NAT und SET(NAT)) iiberein-
stimmt mit der Menge A = {a4,...,a,} (bzw. mit den natiirlichen Zahlen).

Will man aber den Effekt vermeiden, dass der aktuelle Parameter in der aktualisierten
Parametrisierung zerstort sein kann, so muss man analog zum Ubergang von KOMBINA-
TION zu EXTENSION zusitzlich Forderungen stellen.

6.8 Definition

Eine (starke) Parametrisierung ist eine schwache Parametrisierung PARAM, fiir die zusétz-
lich gilt, dass die Parameter erhalten bleiben; d.h. fiir alle aktuellen Parameter ACTUAL
ist

Tacruar = (TrARAM(ACTUAL)) ACTUAL-

Ein anderer konzeptioneller Mangel des bisherigen Parametrisierungsbegriffs lésst sich
nicht so schnell beseitigen, da die dafiir erforderlichen algebraischen Hilfsmittel bisher
nicht zur Verfiigung stehen. Die Semantik héngt von den Aktualisierungen ab; und es ist
unklar, wie der Zusammenhang zur eigentlichen Parametrisierung ist, ob sie nicht bereits
die Semantik festlegt, wie es wiinschenswert wére. Tatsédchlich lisst sich die Semantik
gemif Definition 6.6.4 ndher an die gegebene Parametrisierung PARAM mit ihrem for-
malen Parameter FORMAL heranbringen, wenn man zu folgender Zuordnung iibergeht:
dem FORMAL-Anteil der Semantik von ACTUAL wird der PARA M-Anteil der Semantik
von PARAM(ACTUAL) zugeordnet,

(Tacrvar) rormar = (Tparam(acTUAL)) PARAM-

Das verdeutlicht, dass sich die Semantik einer Parametrisierung auch durch eine geeeigne-
te Zuordnung von FORMAL-Algebren zu PARAM-Algebren beschreiben liele. Diese Idee
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wird in [TWWT78] verfolgt, wo als adiquates Beschreibungsmittel der Funktorbegriff der
Kategorientheorie (siehe z.B. [GTW75]) herangezogen wird. In dieser Arbeit werden vor
allem die semantischen Aspekte von (starken) Parametrisierungen einschlielich Korrekt-
heit behandelt und am Beispiel SET(DATA) erldutert, das gegeniiber der hier angegebenen
Fassung noch um einige Operationen erweitert ist. Schwache Parametrisierungen werden
dariiber hinaus in [Ehr78] untersucht; auf diese Arbeit geht die Parameteriibergabe in
Definition 6.6.2 und 6.6.3 zuriick. Auflerdem sind “data type extensions” im Sinne von
Wand [Wan77| tatsichlich Parametrisierungen.

Es bleibt festzuhalten, dass sich Parametrisierungen von Kombinationen und Extensionen
nur durch ihre dynamische Interpretation unterscheiden, wie sich der Definition 6.6 ent-
nehmen lésst, dass alle in diesem Abschnitt vorgestellten Konzepte dasselbe syntaktische
Grundmuster besitzen:

COMB
<Sl,OP1,EQ1>:SPEC’1§ EXT :SPE01+<SQ,OP2,EQ2>
PARAM

Bemerkenswerterweise lassen sich auch weitere Sprachkonstrukte, die einen schrittweisen
Entwurf abstrakter Datentypen unterstiitzen, aus der Kombination durch geeignete Mo-
difikationen beziehungsweise verdinderte Interpretationen gewinnen. Dazu gehéren eine
konsistente Fehlerbehandlung (vgl. [GTW78]), Implementierungen abstrakter Datenty-
pen (vgl. [GTW78, GN78, Ehr78]), algebraische Spezifikationsschemata (vgl. [EKW78])
und das Prozedurkonzept in CLEAR (vgl. [BG77]). Diese Hilfsmittel zum strukturierten,
schrittweisen Spezifizieren und Implementieren, denen man in den zitierten Arbeiten nicht
immer ansieht, dass sie syntaktisch und konzeptionell mit der Kombination verwandt sind,
konnen im Rahmen dieses Skripts nicht behandelt werden.

Der aktuelle Stand der Dinge, der in seinen Grundelementen nicht wesentlich iiber das
hier Beschriebene hinausgeht, kann in [Ore99] nachgelesen werden, wo auch neuere Lite-
raturangaben zu finden sind.
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