17 PASCALchen macht Funktionen berechenbar

Die bisher betrachteten Konzepte haben eine eingeschrinkte Berechnungskapazitét. End-
liche Automaten erkennen regulire Sprachen und kontextfreie Grammatiken erzeugen
kontextfreie Sprachen, wobei es aber mit Hilfe des jeweiligen Pumping-Lemmas méglich
ist, auch algorithmische erkenn- oder erzeugbare Sprachen zu finden, die nicht regulér und
nicht kontexfrei sind. Diese Beobachtung legt einige Fragen nahe:

Mit welchen Berechnungskonzepten lassen sich auch Sprachen algorithmisch behandeln,
die nicht kontextfrei sind? Was ist eigentlich iiberhaupt “berechenbar”? Wie sehen Pro-
bleme aus, die nicht “berechenbar” sind? Gibt es das iiberhaupt?

Ziel dieses Abschnitts ist, den Begriff der berechenbaren Funktion zu prézisieren. Die
Betonung liegt dabei auf einem exakten Vorgehen, um einen Teil der gestellten Fragen
moglichst zuverléssig zu beantworten und den Spielraum fiir Einwénde einzuengen. Der
iibliche Weg, zu berechenbaren Funktionen zu kommen, ist die Einfiihrung einer Spra-
che zum Schreiben von Algorithmen (Syntax) und die Bereitstellung eines Kalkiils, mit
dem Algorithmen ausgefiihrt werden konnen (Semantik). Es gibt eine breite Palette an
Moglichkeiten, das zu konkretisieren; sie reicht von maschinenorientierten bis zu problem-
orientierten Sprachen. Hier wird eine fiir Informatikerinnen und Informatiker naheliegende
Wahl getroffen: die imperative Programmiersprache PASCALchen.

PASCALchen ist eine magere Sprache, die vage an PASCAL erinnert. PASCALchen ver-
zichtet nahezu ganz auf Benutzungskomfort. Die wesentlichen Unterschiede zu {iblichen
imperativen Programmiersprachen sind, dass der einzige erlaubte Datentyp die natiirli-
chen Zahlen sind und — vorldufig — Rekursion verboten ist. Das wesentliche Konstrukt
von PASCALchen ist die Iteration auf der Basis der while-Schleife; deshalb werden die
Programme der Sprache while-Programme genannt.

17.1 Die Sprache PASCALchen

1. Die Programme sind aus folgenden Zeichen aufgebaut:

(a) Variablennamen sind Worter, die mit X beginnen, worauf eine natiirliche Zahl
folgt.

(b) Operatorensymbole, die zum Andern der Variablenwerte dienen, sind succ fiir
die Nachfolgerfunktion, pred fiir die Vorgéngerfunktion und 0 fiir die Nullkon-
stante.

(c) Als Relationssymbol zum Vergleich von Variablenwerten steht # fiir die Un-
gleichheitsabfrage zur Verfiigung.

(d) Programmsymbole sind := fiir die Zuweisung, ; fiir die Reihung sowie begin,
end, while, do.

(e) Als Hilfssymbole zum Anwenden der Operatoren gibt es runde Klammern
(und ).

2. Programme werden nach folgender Syntax gebildet:

(a) Ein while-Programm ist eine Reihungsanweisung.
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(b) Eine Reihungsanweisung (kurz: Reihung) hat die Form
begin Si;Sa,...;S,, end,

wobei S, ..., S, fiir m > 0 Anweisungen sind. Der Fall m = 0 ist so gemeint,
dass die Reihungsanweisung dann einfach die Form begin end hat.
(c¢) Eine Wiederholungsanweisung (kurz: Wiederholung) hat die Form

while X #£Y do S,

wobei S eine Anweisung ist und X, Y zwei Variablen.
(d) Eine Zuweisungsanweisung (kurz: Zuweisung) hat die Form

X :=0 oder X :=suce(Y) oder X :=pred(Y),

wobei X, Y zwei Variablen sind.

(e) Eine Anweisung kann eine Reihung, eine Wiederholung oder eine Zuweisung
sein. Mit den folgenden Bemerkungen werden dann auch noch Makroanweisun-
gen als Anweisungen zugelassen.

3. Die Variablen miissen nicht deklariert werden, da sie alle vom Typ der natiirli-
chen Zahlen N sind, fiir die es, korrespondierend zu den syntaktischen Groflen, eine
Konstante 0 gibt, die Nachfolger- und Vorgéngerfunktionen succ, pred: N — N und
einen Ungleichheitstest #: N2 — {T,F}. Dabei ist pred definiert durch pred(0) = 0
und pred(n + 1) = n fiir alle n € N. Die anderen Funktionen arbeiten in bekannter
Weise.

Bemerkungen

1. Dass PASCALchen so knapp zugeschnitten ist, hat einen pragmatischen und einen
theoretischen — fast philosophischen — Grund.
Es muss noch definiert werden, was while-Programme leisten. Das ist fiir wenige
Konstrukte oft einfacher als fiir ein breites Spektrum. Andererseits ist das Ziel,
das Berechenbare aufzuspiiren. Von Vorgaben jedoch lésst sich nicht beweisen, dass
sie Berechenbares darstellen, sondern es ist allenfalls plausibel und mufl geglaubt
werden. Je weniger vorausgesetzt wird, desto besser sind die Chancen, dass die
Berechenbarkeit davon einsichtig ist und den Erfahrungen entspricht. Aus diesem
Grunde sind insbesondere auch die natiirlichen Zahlen als einziger Datentyp gewahlt
worden, weil Menschen seit Jahrtausenden mit ihnen rechnen. Anschaulich wird er-
laubt, ein leeres Blatt Papier als 0 zu nehmen, fiir jedes succ einen Strich zu machen,
fiir jedes pred einen Strich auszuradieren und von zwei Bléttern festzustellen, ob sie
gleich viele Striche enthalten oder nicht. Die Annahmen sind also prozesshaft und
von einfacher Art. Ist eigentlich die Unterstellung der Berechenbarkeit bei Zuwei-
sung, Wiederholung und Reihung genauso selbstverstandlich?

2. So klein, wie es aussieht, ist PASCALchen gar nicht. Da jedes while-Programm
selbst eine Anweisung ist, kann es in anderen Programmen weiterverwendet werden.

48



Gibt man while-Programmen Bezeichnungen und erlaubt, diese statt der Anweisun-
gen weiterzuverwenden, lédsst sich mit diesem Mechanismus von Makroanweisungen
sogar sehr strukturiert programmieren. Viele vertraute Operationen, Programmkon-
strukte und Abfragen erweisen sich als Makroanweisungen, d.h. sie lassen sich als
while-Programme realisieren, und koénnen deshalb wie in PASCAL und &hnlichen
Sprachen verwendet werden. Dazu gehdren die Zuweisungsformen X (=Y, X :=n
(Konstante), X :=Y + 2, X =Y —-Z X =YxZ, X :=YdivZ, X :=YmodZ,
X :=2Y, ...; die Wiederholungsanweisungen der Form while B do S, wobei B ein
Boolescher Ausdruck ist, der aus Variablen, Konstanten, =, #, <, and, or, not auf-
gebaut ist, und die Kontrollstrukturen if-then, if-then-else, repeat-until.

Néheres dazu finden die Leserinnen und Leser im Abschnitt 2.2 des Buches (Kfoury,
Moll, Arbib 1982). Dieses Buch ist auch sonst fiir das Thema Berechenbarkeit zu
empfehlen.

. In Bemerkung 1 wird begriindet, dass das begrenzte Repertoire von PASCALchen
die Gefahr mindert, mit den gewéhlten Beschreibungshilfsmitteln iiber das Bere-
chenbare hinauszuschieflen. In Bemerkung 2 wird erldutert, dass das einzige, was
gegeniiber Sprachen wie PASCAL wirklich fehlt, das Konzept der Rekursion ist.
Damit ist auch die Gefahr klein, dass PASCALchen hinter den Méglichkeiten des
Berechenbaren zuriickbleibt. Denn eine Programmiersprache wie FORTRAN kennt
auch keine Rekursion; trotzdem sind keine Klagen bekannt, dass damit bestimmte
algorithmische Probleme nicht 16sbar seien. Tatséchlich gilt, dafl Rekursion auf Ite-
ration zuriickgefiihrt werden kann, wie in nahezu jedem Buch iiber Berechenbarkeit
nachlesbar ist (z.B. Abschnitt 5.2 in (Kfoury, Moll, Arbib 1982)).

. Um die Semantik von Programmen anzugeben, wird ausgenutzt, dafl jede Anwei-
sung durch ein Flussdiagramm wie in Abbildung 12 dargestellt werden kann. Dabei
werden die drei Zuweisungen und der Test Instruktionen genannt. Die Definition
ist rekursiv. Die mit S, Sy, ..., S,, bezeichneten Késten miissen solange durch eines
der fiinf Diagramme ersetzt werden, bis nur noch Instruktionen vorkommen. Jedes
Flussdiagramm hat genau einen Eingang und einen Ausgang. Die fiinf Diagramme
sind genau nach den Syntaxregeln gebildet. Dariiber hinaus lésst sich zeigen, dass
jedes while-Programm genau ein Flussdiagramm besitzt.

17.2 Berechnungen von PASCALchen-Programmen

Mit Hilfe der Flussdiagramme soll nun geklart werden, was while-Programme berechnen.
Das Abarbeiten eines Programms mit bestimmten Anfangswerten fiir die Variablen ent-
spricht einem Durchlauf durch das zugehorige Flussdiagramm. Wird dabei eine Zuweisung
iiberquert, dndert sich der Wert der betroffenen Variablen entsprechend. Wird ein Test
erreicht, bleiben alle Werte unverdndert. Aber anhand der aktuellen Werte entscheidet
sich, wie weitergegangen wird (in Richtung T oder F). Die jeweiligen Werte der Variablen
wahrend der Auswertung werden im Zustandsvektor festgehalten. Um dessen Definition
zu vereinfachen, wird folgende Konvention getroffen.
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; :

X = pred(Y) l
(a) Zuweisungen (b) Wiederholung (¢) Reihung

Abbildung 12: Flussdiagramme fiir PASCALchen- Anweisungen

Vereinbarung

Eine Anweisung (und damit auch ein while-Programm) wird k-variabel genannt, wenn
hochstens die Variablen X1,..., Xk darin vorkommen.

Nutzt man die Reihenfolge der Variablen aus, konnen ihre Werte als eine Folge von k
Zahlen x1, ...,z notiert werden, wobei z; der Wert von X7 ist.

Definition (Berechnungszustand)
Ein Berechnungszustand eines k-variablen while-Programms ist ein k-dimensionaler Vek-
tor {iber den natiirlichen Zahlen

a=(21,...,25) € N¥,

der auch Zustand oder Zustandsvektor genannt wird.

Gerzielte Verdnderungen der Berechnungszustdnde wihrend eines Durchlaufs durch das
Flussdiagramm ergeben eine Berechnung eines Programms.

Definition (Berechnung)
Eine Berechnung durch ein k-variables while-Programm ist eine (moglicherweise unendli-
che) Sequenz der Form

apAja1Asas - - 'aiflAiaiAiJrlaiJrl T,

wobei die a; Berechnungszustdnde und die A; Instruktionen mit folgenden Eigenschaften
sind:
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(a)

(b)
(c)

(f)

Es gibt einen Weg durch das zugehorige Flussdiagramm, der beim Eingang beginnt
und genau die Instruktionen A;, A, ..., A;, ... in dieser Reihenfolge durchlauft.

ap ist frei wahlbar.

Fiir alle ¢ > 1 ergibt sich a; aus a;,_; und A; nach folgenden Regeln:

— Ist A; ein Test, dann ist a; = a;_1.

— Ist A; eine Zuweisung der Form Xu := g(Xwv), wobei g(Xv) fiir succ(Xv) oder
pred(Xw) oder 0 steht und u,v € {1,...k}; ist ferner a;_; = (z1,..., ), dann
gilt:

a; = (T1, . Tu1, 9(T0), Tty - - -5 Tg)-

Ist A; die letzte Instruktion der Berechnung, so erreicht man hinter A; den Ausgang.
Ansonsten ist A;,; die néchste Instruktion hinter A;.
Ist A; ein Test der Form Xu # Xv, a;_1 = (z1,..., %) sowie x, # x,, dann ist A;
die erste Instruktion in der Anweisung der zugehorigen Wiederholung. Ist jedoch
Ty = Ty, muss man dem F-Zweig folgen. Dann erreicht man den Ausgang, falls A;
die letzte Instruktion der Berechnung ist. Ansonsten ist A;,; die ndchste Instruktion
nach dieser Wiederholung.
Ist die Sequenz endlich, endet sie mit einem Berechnungszustand und hat deshalb
die Form:

apAiay - A1 Anan (n >0).

Dabei ist A,, die letzte Instruktion vor dem Ausgang des Fluldiagramms. Ist A,, ein
Test Xu # Xv, muss ferner x,, = x, gelten fir a, 1 = a, = (z1,...,xx).
Im Falle von (e) wird n die Léinge der Berechnung genannt.

Unmittelbar aus der Konstruktion ergibt sich das folgende Ergebnis.

Beobachtung 13
Zu jedem k-variablen while-Programm und jedem Berechnungszustand ag gibt es genau
eine Berechnung mit a als Anfang.

Bemerkungen

1.

2.

Fiir den Umgang mit Berechnungen sind einige Sprechweisen hilfreich:
(a) Fangt eine Berechnung mit ag an, wird ay Eingabe genannt.
(b) Fiir eine endliche Berechnung agAja; - - - A,a, sagt man, dass sie (in n Schrit-
ten) terminiert; a, wird dann Ausgabe genannt.
(c) Entsprechend terminiert eine unendliche Berechnung nicht; ihre Ausgabe ist
undefiniert.
Die hier beschriebene Auswertung von while-Programmen ist ein typisches Beispiel
fiir eine operationelle Semantik, wobei anhand des Programmtextes eine Eingabe
schrittweise zur Ausgabe umgeformt wird. Da die Semantik dadurch entsteht, dass
Berechnungszustinde umgeformt werden, wird sie auch als Zustandstransformati-
onssemantik bezeichnet.
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17.3 Semantik von PASCALchen-Programmen

Die obige Beobachtung legt nahe, die Semantik eines Programms als partielle Funktion
auf den natiirlichen Zahlen zu definieren, denn Berechnungen sind pro Eingabe eindeutig,
liefern jedoch nur bei Termination Ergebnisse. Aus technischen Griinden wird dabei von
den verfiighbaren k Variablenwerten in modifizierter Form Gebrauch gemacht. Wéhrend
als Funktionswert nur der Wert der Variablen X1 betrachtet wird, wird die Funktion auf
j Argumente angewendet. Ist j < k, bekommen die ersten j Variablen die Argumente als
Eingangswerte, wihrend die restlichen durch Nullen aufgefiillt werden. Ist 7 > k, fallen
die eventuell iiberschiissigen Argumente bei der Berechnung weg. Durch diesen “Trick”
wird die Zahl der Argumente unabhéngig von der Zahl der Variablen.

Definition (Semantikfunktion)
Sei P ein k-variables while-Programm und 7 € N. Dann ist die j-stellige Semantikfunktion

von P
SEMp: N — N

fiir die Argumente (z1,...,2;) € N7 nach folgenden Regeln definiert:

(a) Aus den Argumenten wird eine Eingabe a € N* hergestellt, wobei a = (z1,. .., x3)
ist fiir j > k und @ = (24,...,2;,0,...,0) mit £ — j Nullen fiir j < k.

(b) P wird mit Eingabe a berechnet.

(c) Terminiert die Berechnung mit der Ausgabe (y1,. .., yx), so ist SEM p(z1,...,x;) =

Y1
(d) Terminiert sie nicht, ist SEM p(x1, ..., x;) undefiniert.

Bemerkungen

1. Beachte, dass die Semantikfunktion wegen (d) im allgemeinen nicht immer definiert
ist. Sie ist genau dann eine totale Funktion, wenn jede Berechnung terminiert.

2. Jedes Programm kann wegen der Wahlfreiheit von j unendlich viele Funktionen

berechnen, die sich allerdings nur wenig voneinander unterscheiden.

Soll das j betont werden, wird SEM §§’ statt SEM p geschrieben.

4. Ist SEM p(x1,...,x;) undefiniert, wird im folgenden manchmal die Bezeichnung
SEM p(xy,...,x;) = L dafiir verwendet.

©

17.4 Berechenbarkeit
Nach diesen Vorbereitungen ist es nun moglich, den zentralen Begriff der Berechenbar-

keitstheorie einzufiithren. Berechenbare Funktionen préazisieren durch Computer 16sbare
Aufgaben.

Definition (Berechenbare Funktion)
Eine partielle Funktion f: N/ — N heifit berechenbar, wenn ein while-Programm existiert

02



mit

f=SEMY.

Mit Hilfe dieser exakten Version von Berechenbarkeit ldsst sich nun auch diesogenannte
CHURCHSCHE THESE fiir die Zwecke dieser Lehrveranstaltung formulieren. Der folgende
Abschnitt zeigt, dass sie sehr bequem ist, auch wenn man ihr nicht unbedingt glaubt.
Sie besagt, dass man mit PASCALchen alles berechnen kann, eas iiberhaupt moglich
ist. Es muss allerdings darauf hingewiesen werden, dass die Berechenbarkeitstheorie und
mathematische Logik bisher nur Belege fiir ihre Richtigkeit gefunden haben und dass sie
auch den Erfahrungen der meisten Informatikerinnen und Informatiker entspricht.

CHURCHSCHE THESE

Jede partielle Funktion f: N/ — N, die durch irgendeinen Mechanismus oder auf Grund
irgendeiner Uberlegung algorithmisch berechnet werden kann, ist bereits berechenbar
(durch ein while-Programm).

18 Programme sind aufzihlbar — doch ihr (Ver-)Halten
macht Kummer

Zu den technologischen Durchbriichen der Computertechnik in den 40er Jahren z&hlt das
von Neumann entdeckte Prinzip der Programmspeicherung, durch das Programme jeder-
zeit abrufbar und wie Daten bearbeitbar werden. Heutzutage ist allen Informatikerinnen
und Informatikern angesichts von Editoren, Compilern u.a. vertraut, dass Programme
Programme verarbeiten konnen. Theoretisch wurde die Tatsache, dass Algorithmen Da-
ten von Algorithmen sein kénnen, noch einige Jahre frither von Godel erkannt und hat in
Logik und Berechenbarkeitstheorie zu fundamentalen Erkenntnissen gefiihrt. Um einiges
davon vorstellen zu koénnen, ist noch eine Schwierigkeit zu iiberwinden: Der Algorith-
musbegriff des vorigen Kapitels arbeitet auf natiirlichen Zahlen; damit while-Programme
Daten werden und umgekehrt, miissen natiirliche Zahlen als Programme und Programme
als natiirliche Zahlen aufgefasst werden koénnen. Zu diesem Zweck erhélt jedes while-
Programm einen Index. Aulerdem wird ein algorithmisches Verfahren angegeben, wie
aus einer natiirlichen Zahl ein Programm entsteht, dessen Index sie ist. Auf diese Weise
werden while-Programme “effektiv”’ aufgezahlt.

18.1 Bestimmung des Indexes eines Programms

1. Nach Punkt 6.1.1 in Verbindung mit der Konvention in Abschnitt 6.2 besteht der
Zeichensatz A von PASCALchen aus 22 Zeichen.

2. Fiir jedes Zeichen a € A wird nun eine eindeutige 6-Bit-Darstellung code(a) =
by -bg mit by = 1 und by, ..., bs € {0,1} ausgewihlt. Es wird also eine injekti-
ve Abbildung code: A — {0,1}* fixiert. Eine solche Wahl ist moglich, weil es 32
verschiedene 6-Bit-Muster mit 1 am Anfang gibt.
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3. Die Abbildung code lisst sich auf A* fortsetzen, indem jedes Zeichen eines Wortes
von links nach rechts durch seine 6-Bit-Darstellung ersetzt wird. Das ergibt eine
Abbildung code: A* — {0,1}*, die definiert ist durch

(i) code™(\) = A und
(i) code™(av) = code(a)code” (v) fir a € A, v € A*.

4. Jedes while-Programm ist ein Wort iiber A und besitzt deshalb ein Bitmuster. Je-
des Bitmuster lasst sich als Binédrdarstellung einer natiirlichen Zahl auffassen. Das
erlaubt folgende Definition.

5. Der Index eines while-Programms P ist die natiirliche Zahl, deren Bindrdarstellung
code”(P) ist.

6. Diese Verwandlung syntaktischer Objekte in Zahlen wird Arithmetisierung oder
Gadelnumerierung genannt. Sie macht es prinzipiell méglich, mit Programmen zu
rechnen.

Es ist duflerst wichtig, dass verschiedene Programme verschiedene Indizes erhalten. Das
jedoch folgt unmittelbar aus folgendem Lemma.

Lemma 14 (Injektivitit der Gédelnumerierung)
Die Godelnumerierung code”™ ist injektiv.

Beweis.
Betrachte die Abbildung decode: {0,1}* — A*, die definiert ist fiir alle B € {0,1}* und
bi,...,bs € {0, 1} durch

(i) decode(B) = A fiir alle B kiirzer als 6,

. | adecode(B) wenn code(a) = by ---bg
(ii) decode(b; ---bgB) = { \ <onst.

Dann gilt decode(code*(w)) = w fir alle w € A*, wie sich durch vollstdndige Induktion
beweisen ldsst.

[A:  decode(code*(N)) = decode(N) = A.
IV: Die Aussage gelte fiir v € A*.
IS:  decode(code” (av)) = decode( code(a)code” (v)) = a decode(code” (v)) = av.

Daraus ergibt sich die behauptete Injektivitét:
code*(u) = code*(v) impliziert decode(code™(u)) = decode(code*(v)), also u = v. O

Umgekehrt kann jeder Zahl algorithmisch ein Programm zugeordnet werden, dessen Index
sie ist.

18.2 Bestimmung des Programms eines Indexes

Betrachte zu jeder natiirlichen Zahl n ihre Bindrdarstellung B(n), und wende darauf
die Abbildung decode aus dem vorangegangenen Beweis an. Ist decode(B(n)) ein while-
Programm, so wird es als von n aufgezéhlt betrachtet:

AUFZAHLUNG(n) = decode(B(n)).
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Andernfalls wird n ein Programm zugeordnet, das niemals halt:

AUFZAHLUNG(n) = begin
X1:=0; X2:=1;
while X1 # X2 do X1 := X1
end.

Damit ist insgesamt eine Abbildung AUFZAHLUNG definiert, die jeder Zahl ein Pro-
gramm zuordnet.

Bemerkung
Durch AUFZAHLUNG wird insbesondere der Index n eines Programms P auf P abgebil-
det.

Beweis.
Nach Definition des Indexes n eines while-Programms P gilt: B(n) = code*(P). Daraus
folgt mit der Injektivitdat der Godelnumerierung:

decode(B(n)) = decode(code*(P)) = P.

Nach obiger Definition von AUFZAHLUNG ergibt sich wie behauptet:
AUFZAHLUNG(n) = decode(B(n)) = P. O

Bemerkungen

1. Im folgenden wird eine natiirliche Zahl n Index des while-Programms P genannt,
wenn AUFZAHLUNG(n) = P. Wegen der obigen Beobachtung umfasst diese Defi-
nition die bisherigen Indizes. Statt AUFZAHLUNG(n) wird oft kurz P, geschrieben.
P, bezeichnet also das Programm mit dem Index n.

Jede natiirliche Zahl ist nun Index, so dass while-Programme miihelos Indizes mani-
pulieren kénnen. Von AUFZAHLUNG erfihrt man dann, wie sich das auf die indi-
zierten Programme auswirkt. Beachte, dass dadurch alle Programme erfasst werden,
weil jedes Programm einen Index hat. A

2. Da jedes Programm P fiir jede Argumentzahl j eine berechenbare Funktion SEM gﬁ)

bestimmt, kann jede Zahl auch als Index einer berechenbaren Funktion aufgefasst

werden: ’ .
SEMY) := SEMY) fiir alle n € N.

Statt SEM 511) wird kiirzer SEM,, geschrieben, denn dieser Fall kommt am haufigsten
Vor.

Beim “Aufzédhlen” der natiirlichen Zahlen werden also gleichzeitig alle while-Pro-
gramme und damit insbesondere alle berechenbaren Funktionen mit einem Argu-
ment “mitaufgezahlt”.
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! ! l | | AUFZAHLUNG
B, P b . P, . while-Programme
l ! l ! L SEM

SEM, SEM, SEM, ... SEM, ... berechenbare Funktionen

Fiir jede andere Argumentzahl kann die Aufzéhlung entsprechend durchgefiihrt wer-
den; das wird aber im folgenden nicht gebraucht.

3. Beachte, dass die Indizes nicht fiir das praktische Rechnen mit Programmen geeignet
sind, weil sie sehr grofl ausfallen. Ein Programm aus nur 10 Zeichen beispielsweise
hat bereits einen kleinsten Index zwischen 2°° und 2.

18.3 Effektive Aufzihlbarkeit und nicht berechenbare Funktio-
nen

1. Man nennt eine Menge M von Objekten abzdhlbar oder aufzdhlbar, wenn es eine
surjektive Abbildung num: N — M gibt. M heifit effektiv aufzihlbar, wenn diese
Numerierung durch einen Algorithmus vorgenommen wird.

2. Da die Bindrdarstellung einer Zahl berechnet werden kann, da die Werte von de-
code algorithmisch bestimmt sind, da es schlieflich einen Algorithmus gibt, der
entscheidet, ob ein Text iiber A ein while-Programm ist oder nicht, erweist sich
AUFZAHLUNG als effektiv. Graphisch sei das ausgedriickt durch die Darstellung
in Abbildung 13.

AUFZAHLUNG

Abbildung 13: Effektivitit von AUFZAHLUNG

3. Dass die effektive Aufzihlung etwas Besonderes ist, zeigt folgende Uberlegung:
Abzéahlbar ist insbesondere jede Teilmenge der natiirlichen Zahlen, von denen es
iiberabzéihlbar viele gibt. Effektiv aufzéhlbar sind jedoch nur abzahlbar viele Teil-
mengen, weil es nach Abschnitt 3 nur abzahlbar viele Algorithmen gibt. Die dabei
verwendete Uberabzihlbarkeit der Teilmengen von N ergibt sich analog zur folgen-
den Uberlegung.

Die Konstruktionen in Abschnitt 3 zeigen, dass es nur abzéhlbar viele berechenbare
Funktionen gibt. Mit einem bekannten Argument (dem Diagonalisierungsverfahren
von Cantor, mit dem dieser gezeigt hat, dass es iiberabzihlbar viele reelle Zahlen
gibt) stellt sich heraus, dass die (partiellen) Funktionen auf N nicht abzéhlbar sind.
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Es muss also Funktionen geben, die nicht berechenbar sind.

Theorem 15 (Existenz nicht-berechenbarer Funktionen)
Es gibt eine Funktion f: N — N, die nicht berechenbar ist.

Beweis (durch Widerspruch).

Angenommen, jede Funktion f: N — N wire berechenbar. Dann gébe es zu f einen Index
i mit f = SEM;. Die (totalen) Funktionen lassen sich dann folgendermafien aufzihlen:
fo ist die erste Funktion in der Aufzdhlung SEMy, SEM, SEM>, . ... Sind fy,..., fr be-
reits bestimmt, dann ist fy,; die nédchste Funktion hinter f; in SEMy, SEM 1, SEM,, . . ..
Betrachte dann die Funktion plus: N — N, die definiert ist durch

plus(n) = fn(n) + 1.

Fasst man die Argumente als Spaltennummern und die Indizes der Funktionen als Zeilen-
nummern auf und tragt in die Felder (m,n) immer gerade f,,(n) ein, dann entsteht plus
dadurch, dass jede Zahl in der Diagonalen dieser unendlichen Matrix um 1 hochgezahlt
wird.

Nach Annahme existiert ein Index [ mit plus = f;. Das aber fiihrt zu einem Widerspruch,
denn plus erweist sich als verschieden zu f;:

plus(l) = fi(l) + 1 # fi(l).

Da die Annahme falsch ist, muss die Behauptung richtig sein. a

18.4 Unlosbarkeit des Halteproblems

Die allgemeine Uberlegung zur Nicht-Berechenbarkeit hat den Nachteil, dass sich eine
ziemlich uninteressante Funktion als nicht-berechenbar erweist. Es ist nicht iiberméafig
wahrscheinlich, dass irgendjemand auf die Idee gekommen wére, gerade diese Funktion
zu berechnen. Anders verhélt es sich mit dem folgenden Problem, bei dem versucht wird,
eine duflerst wichtige Eigenschaft von Programmen zu ermitteln, ndmlich ob bestimmte
Berechnungen terminieren oder nicht. In dem hier betrachteten Fall des “Halteproblems”
wird jedes Programm auf den eigenen Index angewendet, weshalb es in der Literatur auch
haufig “Selbstanwendungsproblem” genannt wird. Es stellt sich heraus, dass es unmoglich
ist, zu berechnen, ob ein Programm bei Eingabe seines Indexes hélt oder nicht.

Theorem 16 (Unldsbarkeit des Halteproblems)
Die (totale) Funktion HALTEPROBLEM : N — N, die definiert ist fiir alle i € N durch

1 wenn SEM (i) definiert ist
0 sonst

HALTEPROBLEM (i) = {

ist nicht berechenbar.
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Beweis (durch Widerspruch).
Angenommen, die Funktion HALTEPROBLEM wire durch das while-Programm HALT
berechenbar. Dann ist auch die partielle Funktion konfus: N — N mit

1 fir HALTEPROBLEM (i) = 0
1 sonst

konfus (i) = {

berechenbar durch das Programm:

begin
HALT;
while X1 # 0 do X1 := X1;
X1:=1

end

Es existiert also ein Index j mit konfus = SEM ;. Betrachte nun die Anwendung von
SEM ; auf j.

1. Fall: SEM ;(j) ist definiert.
Dann ist HALTEPROBLEM (j) = 1 und damit konfus(j) = SEM ;(j) undefiniert.

2. Fall: SEM ;(j) ist undefiniert.
Dann ist HALTEPROBLEM (j) = 0 und damit konfus(j) = SEM ;(j) = 1.

Mehr Félle gibt es nicht, und SEM ;(j) kann nicht gleichzeitig definiert und undefiniert
sein. Also muss schon die Annahme falsch und damit die Behauptung des Theorems richtig
sein. O

Wem es immer noch “exotisch” vorkommt, dass man Programme auf sich selbst bzw.
ihre Indizes anwendet, den mag die Unlosbarkeit des allgemeinen Halteproblems mehr
iiberzeugen, bei dem es darum geht, ob ein Programm fiir irgendeine Eingabe hélt oder
nicht. Das ist auch ein erstes Beispiel fiir das hilfreiche Reduktionsprinzip, bei dem die
Nicht-Berechenbarkeit eines Problems dadurch gezeigt wird, dass das Problem auf eines
zuriickgefithrt wird, dessen Nicht-Berechenbarkeit bereits bekannt ist.

Korollar 17 (Unlésbarkeit des allgemeinen Halteproblems)
Die Funktion HALTEPROBLEM?2: N x N — N mit

1 wenn SEM,(j) definiert ist
0 sonst

HALTEPROBLEM?2(i,j) = {
ist nicht berechenbar.

Beweis (durch Widerspruch).
Angenommen, HALTEPROBLEM?2 wire durch das while-Programm HALT?2 berechen-
bar. Dann wire auch HALTEPROBLEM berechenbar durch das Programm
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begin
X2 .= X1,
HALT?2
end

im Widerspruch zum obigen Theorem. O

Bemerkung

Fiir die Nicht-Berechenbarkeit von Problemen, die auch als Unlésbarkeit angesprochen
wird, kann man haufig auch die Bezeichnung Nichtentscheidbarkeit finden, wenn das Pro-
blem eine ja/nein-Frage ist, d.h. wenn die zugehorige Funktion fiir jede Eingabe einen von
zwei Werten (in der Regel 0 und 1) liefert.

19 Ein Programm rechnet fiir alle

Die Nicht-Berechenbarkeit des Halteproblems wird verursacht durch den Wunsch, auch
erfahren zu wollen, wenn Programme nicht halten. Verzichtet man darauf und begniigt
sich damit, die Werte von Programmberechnungen zu bekommen, soweit sie existieren, so
erweist sich diese abgeschwéchte Aufgabe als berechenbar.

19.1 PASCALchen-Interpreter als universelle Funktion

Um diese Behauptung einzusehen, muss ein Interpreter konstruiert werden, der bei Einga-
be eines Programms P und der Argumente (x1,...,z;) der von P berechneten Funktion
SEM p den Wert SEM p(z1, ..., x;) liefert, vorausgesetzt P terminiert fiir diese Eingabe.
Graphisch ist dies in Abbildung 14 dargestellt.

SEMP(.Tl, e ,l‘j)
INTERPRETER,

Abbildung 14: Ein Interpreter fiir while-Programme

Ein solcher Algorithmus INTERPRETER, ergibt sich gerade aus den im 6. Kapitel ein-
gefithrten Konzepten und Konstruktionen:

(1) Wandle das k-variable Programm P in sein Flussdiagramm um.
(2) Wandle (z1,...,z;) in eine Eingabe a um.
(3) Berechne P fiir Eingabe a.
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(4) Gib bei Termination den Wert von X1 aus.

Zwei Klippen sind noch zu umschiffen, bevor dieser Vorgang sich als berechenbar heraus-
stellen kann. Der Interpreter verarbeitet Programme, while-Programme und berechenbare
Funktionen nur natiirliche Zahlen. Diese Diskrepanz lésst sich beseitigen, wenn der In-
terpreter wie in Abbildung 15 mit der Aufzdhlung des 7. Kapitels gekoppelt wird, da die
Aufzéhlung ja gerade dazu dient, Zahlen stellvertretend fiir Programme als Eingabe zu
akzeptieren.

INTERPRETER,

AUFZAHLUNG SEMY (zy,... z;)

INTERPRETER

(.Tl,... ,l‘j)

Abbildung 15: Eine Interpreter-Funktion

Diese neue Interpreterfunktion hat jetzt nur noch natiirlichzahlige Argumente, und zwar
genau ein Argument mehr als die Funktionen, die berechnet werden. Es gibt nach den
bisherigen Uberlegungen einen Algorithmus, der die Werte dieser Funktion ermittelt; aber
gibt es auch ein while-Programm, das das leistet? Die bejahende Antwort ergibt sich
aus der CHURCHSCHEN THESE. Das ist ein interessantes Beispiel fiir ihren vorteilhaften
Gebrauch: Um Berechenbarkeit sicherzustellen, muss nicht immer ein while-Programm
geschrieben werden; irgendein Algorithmus tut es auch. Beachte, dass es gerade auch fiir
die Konstruktionen des 6. und 7. Kapitels reichlich mithsam wiére, simulierende while-
Programme zu entwickeln.

Zusammengefasst hat sich folgende Erkenntnis ergeben:

Theorem 18 (universelle Funktion)
Fiir alle j € N ist die partielle Funktion interpret: N9t — N, die definiert ist durch

interpret(i,xq,...,x;) = SEMZ(j)(xl, Ce ),

berechenbar.

Bemerkung

Da interpret eine Funktion ist, die alle berechenbaren Funktionen mit 5 Argumenten aus-
rechnet, wird sie universelle Funktion genannt. So verbliiffend dieser Sachverhalt klingen
mag, eigentlich passiert etwas Simples. Die Indizes der berechenbaren Funktionen wer-
den zu einem zusétzlichen Argument. Und die Berechnung eines while-Programms ist ein
algorithmischer Vorgang.
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Zum Abschluss dieses Kapitels wird an fiinf Beispielen die Grenzlinie zwischen Berechen-
barem und Unberechenbarem kommentiert, die universelle Funktionen vom Halteproblem
trennt. Vier der Beispiele nutzen dabei die Existenz universeller Funktionen in spezieller
Form:

Es gibt ein k-variables while-Programm INTERPRETER mit
SEMINTERPRETER(L ZL‘) = SEMZ(ZL') fiir alle i, r € N.

19.2 Beispiele

1. Abhéngig von den Berechnungen des Interpreters lassen sich auch andere Aufgaben
erledigen. Ein einfaches Beispiel dafiir ist die partielle Funktion halt;: N? — N mit

halty(x,y) = { y wenn SEM ,(x) definiert ist

1 sonst.
Die Funktion halt; erweist sich als berechenbar durch das in Abbildung 16 darge-
stellte (k + 1)-variable while-Programm HALT;. Rechts sind die wichtigsten Ande-

T (z,9,0,...,0)
X(k+1) = X2
$ (2,9,0,...,0,y)
X2:=X1
'[ (@,9,...)
}; (x7m707"'707y)
X2:=1
INTERPRETER
$§ (z1,..)
§ (SEMy(2),...,y)
HALT,
X1:=X(k+1) l
i (halty(z,1),...)
(¥s--->y)
Abbildung 17: Reduktion des Halte-
Abbildung 16: Das Programm HALT, problems auf halts

rungen der Zustandsvektoren verzeichnet, wobei der vorletzte Zustand nur entsteht,
wenn der Interpreter hélt. Die Berechnungen zeigen, dass die partielle Funktion halt,
berechnet wird.
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2. Die Grenze zur Unberechenbarkeit wird wieder gerade iiberschritten, wenn iiber
halt; hinaus auch Werte produziert werden sollen, wo der Interpreter nicht hélt.
Deshalb ist die Funktion halts: N? — N nicht berechenbar, falls

y wenn SEM ,(z) definiert ist
0 sonst.

halts(z,y) = {

Angenommen, halty wird durch das while-Programm HALT5 berechnet. Betrachte
dann das in Abbildung 17 dargestellte Programm. Die rechts aufgezeichneten Be-
rechnungen zeigen (fiir y = 0), dass dieses Programm P die einstellige Funktion
SEM p: N — N berechnet mit

1 wenn SEM () definiert ist
0 sonst.

SEM p(z) = halty(x,1) = {

Das ist das Halteproblem, das gar nicht lésbar ist; also muss die Annahme falsch
sein.
Am Unterschied von halt; und halt, wird noch einmal deutlich, wodurch Unbere-
chenbarkeit verursacht wird. Solange der Interpreter lduft, kann nicht gesagt werden,
ob die Berechnung nach weiteren Schritten abbricht oder nie zum Stehen kommt.
Denn die Schrittzahl von Berechnungen kann jede endliche Schranke iiberschreiten.
Ob der Wert 0 sein muss, lasst sich beim Berechnen nicht erfahren.

3. Die Verhaltnisse konnen aber auch wesentlich undurchsichtiger sein. Die (partielle)
Funktion halts: N? — N mit

y) wenn SEM .(x) definiert ist
haits(w, y) :{ 5((y§ sonst, @
wobei y,v: N — N beide berechenbare Funktionen sind, hat grofie Ahnlichkeit mit
halty. Und doch ist sie unter bestimmten Umstédnden berechenbar, wenn ndmlich
v < p ist, d.-h. wann immer v(y) definiert ist, so ist auch u(y) definiert, und in
diesem Fall gilt: u(y) = v(y).
Ein Beispiel fiir solche Funktionen wére etwa gegeben durch

2 . 2 .
] y* fiiry <200 | y® fiiry < 100
my) = { 1 sonst und vly) = 1 sonst.

Die Berechenbarkeit von halts lédsst sich folgendermaflen einsehen, wobei v < p
vorausgesetzt wird.
(a) Berechne gleichzeitig v(y) und SEM ,(x).
(b) Terminiert zuerst SEM ,(z), tritt der erste Fall in Kraft. Beende deshalb die
Berechnung von v(y) und beginne die von p(y).
(¢) Terminiert zuerst die Berechnung von v(y), dann ist nach Voraussetzung auch
w(y) definiert, und es gilt: u(y) = v(y). Der Wert von halts(z,y) ist damit
gefunden, unabhéngig davon, ob SEM ,(x) terminiert.
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(d) Terminieren beide nicht, so ist auch halts(x,y) undefiniert.

Deshalb beschreiben die Punkte (a)-(c) einen Algorithmus, der halts ausrechnet.
Nach der CHURCHSCHEN THESE ist halts also berechenbar.

. Eine sehr praktische Moglichkeit, die Schwierigkeiten mit dem Halteproblem zu um-
gehen, besteht darin, nach bestimmter “Zeit” die Berechnung gezielt abzubrechen.
Im Beispiel wird das erreicht, indem die Rechenschritte gezdhlt werden und bei
Uberschreiten einer vorgegebenen Schranke aufgehort wird.

Die Funktion halt,: N? — N mit

1 wenn P, mit Eingabe y nach spéatestens z Schritten hélt
halta(w,y, 2) = { 0 sonst sy ’

ist berechenbar.
Denn ein Algorithmus fiir halty kann wie folgt arbeiten:

(a) Berechne P, fiir Eingabe y.

(b) Zahle die Schritte (Lénge des Berechnungsweges im Flussdiagramm).

(c) Gib 1 aus, wenn der Z#hler bei count < z stehen bleibt.

(d) Sonmst gib 0 aus.
Die Berechenbarkeit folgt wieder aus der CHURCHSCHEN THESE.
Diese Vorgehensweise wird bei vielen Problemen der Informatik verwendet. Thre
“Philosophie” ist, eine Frage als unbeantwortet zu betrachten, wenn die Antwort zu
lange ausbleibt.
. Das letzte Beispiel ist nicht auf den Interpreter bezogen, sondern soll zeigen, dass
auch im Bereich des Berechenbaren sehr undurchsichtige Situationen entstehen kon-
nen. Es rankt sich um die Dezimalentwicklung von 7 = 3,14159265.... Gesucht
werden Sequenzen aufeinanderfolgender Hen:

3,14...55...5...
—

z—mal

Dabei spielen die vorausgehenden und nachfolgenden Ziffern keine Rolle (insbeson-
dere diirfen auch sie 5en sein).
Aus diesen Elementen lésst sich eine Funktion foggy: N — N bilden mit

foggy(z) = {

Verglichen mit halty konnte foggy fiir unberechenbar gehalten werden. Denn die
Dezimalentwicklung von 7 lédsst sich beliebig weit algorithmisch herstellen, wird
jedoch nie fertig. So betrachtet, kann man nie wissen, ob der Wert 0 sein muss oder
noch eine geeignete Sequenz beim weiteren Entwickeln der Dezimalstellen kommt.
Mit einer anderen Uberlegung erweist sich foggy als berechenbar. Entweder gibt
es in 7 Ser-Sequenzen jeder Linge. Dann ist foggy(x) = 1 fiir alle z € N und als
konstante Funktion berechenbar. Oder es existiert eine Ser-Sequenz mit maximaler
Lange maz. Dann gilt

1 wenn 7 eine Her-Sequenz der Linge x enthalt
0 sonst.

1 fir 2 < max
0 sonst.

foggy(z) = {
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Fiir jede natiirliche Zahl maxr € N lésst sich ein while-Programm schreiben, das
foggy berechnet (if © < maz then 1 else 0).

Es gibt fiir foggy damit unendlich viele M6glichkeiten; in jedem Fall aber ist die Be-
rechenbarkeit sichergestellt. Der einzige Haken: Niemand weif3, welcher Fall zutrifft.
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