5 Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems

Nach den Uberlequngen in Kapitel 1 muss nur noch gezeigt werden, dass sich
algorithmisch feststellen lisst, ob eine von einem endlichen Automaten er-
kannte Sprache leer ist oder nicht, um Korrektheit nachzuweisen. Denn die
Sprache des Automaten, der das Sytem modelliert, enthdlt alle mdglichen
Abliufe und arbeitet korrekt, wenn kein maglicher Ablauf verboten ist. Wenn
also die verbotenen Sequenzen auch durch einen endlichen Automaten erkannt
werden, muss man nach Kapitel 4 nur den Produktautomaten konstruieren
und diesen auf Leerheit seiner Sprache testen.

Sei A= (Z,1,d,s,, F) ein deterministischer Automat. Sei
H(A)={se Z|d"(s,w) € F fir ein w e I"}
die Menge aller Zusténde, die zu Endzustédnden fithren. Dann gilt offensichtlich:

L(A) £ 0 gdw. so € H(A).

H(A) lasst sich folgermaflen iterieren:

Hy=F und H;y1 = H;U{s € Z | d(s,x) € H; fiir ein = € [} sowie H(A) = H,, fiir das
kleinste m mit H,,,1 = H,,.

Nach Definition gilt: ' = Hy C H; C --- C H; C H;;; C --- C Z. Da Z endlich ist,
konnen nur endlich viele dieser Inklusionen echt sein, so dass es m geben muss. Dann gilt
auch H,, . = H,, fiir alle kK € N (einfache Induktion iiber k). Daraus folgt die gewiinschte
Gleichheit. Denn mit Induktion iiber ¢ ergibt sich H; C H(A):

IA: Hy=F C H(A) wegen d*(s,\) = s € F fiir alle s € .

IS: Hiyw=H;U{s€ Z|d(s,x) € H; fiireinx € I}
CHA)U{se Z|d(s,x) € H(A) fiir ein v € I}
=H(A)U{se Z|d"((d)s,z),w)) € F fireinw € [*,x € I}
=H(A)U{se Z|d"(s,zw) € F fur ein zw € I*}
C H(A) U H(A) = H(A)

Insbesondere gilt H,, C H(A).

Betrachte umgekehrt s € H(A). Dann gibt es w € I* mit d*(s, w) € F. Das impliziert s €
Hiengin(wy, wie eine einfache Induktion ergibt. Daraus folgt wie gewiinscht: s € Hjepgin(w) C
H,,.
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6 Regulidre Sprachen und regulire Ausdriicke

Neben dem Erkennen von Sprachen ist es interessant, thre Kompositionalitdt
oder Modularitdit zu untersuchen. Dabei geht es darum, wie sich umfangreiche
und komplizierte Sprachen aus einfachen Bausteinen aufbauen lassen. Diese
Frage st auch fir die Entwicklung groffer Spezifikationen und informations-
technischer Systeme von zentraler Bedeutung. Es zeigt sich, dass sich die von
endlichen Automaten erkannten Sprachen in besonders einfacher Weise mo-
dular aufbauen lassen.

Dieses Verhalten wird in drei Schritten verwirklicht. Im Abschnitt 6.1 wird zuerst eine
modulare Komposition von Sprachen eingefiihrt, die zu den sogenannten reguldren Spra-
chen fiithrt und von endlichen Automaten realisiert werden kann. Im Abschnitt 6.2 wird
dann in einem nicht ganz einfachen Beiweis hergeleitet, dass jede von einem endlichen
Automaten erkannte Sprachen schon selbst regulér ist, sich also modular aufbauen lésst.
Im Abschnitt 6.3 schliellich werden reguldre Ausdriicke eingefiihrt, die eine syntaktische
Beschreibung regulédrer Sprachen liefern.

6.1 Regulire Operationen

Die in Abbildung 4 gezeigten drei endlichen Automaten erkennen (a) die leere Menge 0,
(b) die einelementige Sprache {A}, die das leere Wort enthélt, bzw. (c¢) die einelementige
Sprache {z}, die das Wort x der Lénge 1 enthélt. Diese Sprachen dienen als kleinste,
unzerlegbare Sprachmoduln.

~ O TG

(a)

Abbildung 4: Endliche Automaten fiir atomare Sprachen: (a) @ (b) {A} (¢) {z} mit z € I

Sind L, L; und Ly Sprachen zum Alphabet I, die von endlichen Automaten erkannt wer-
den, so werden auch die zusammengesetzten Sprachen Ly U Ls, LiLs und L* von endlichen
Automaten erkannt. Die dabei verwendeten Sprachoperationen sind die Vereinigung, die
Konkatenation (LiLs = {wjws | wy € Ly, wy € Ly}) und die Kleene-Hiille (L* = |J L

1€EN

mit L° = {\} und L' = L'L).

Bezeichnet L4y die Klasse aller Sprachen iiber dem Alph.z_ibet I, die von endlichen
Automaten erkannt werden, so hat £,yr() nach den obigen Uberlegungen folgende Ei-
genschaften:

(1) @, {)\}, {:c} € £AUT(I) flirx el,

(11) L,L17L2 € EAUT(]) lmphZIGI't L1 U LQ, LlLQ, L* e EAUT(]).
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Die kleinste Klasse Lrgq(ry von Sprachen mit diesen Eigenschaften sind die sogenannten
requldren Sprachen, die durch endlich-maliges Anwenden der Sprachoperationen in (ii),
beginnend mit den Sprachen in (i), entstehen. Die reguldren Sprachen sind also vollsténdig
modular aufgebaut. Insbesondere gilt: Lrrgy € Lavra)-

6.2 Endliche Automaten erkennen regulire Sprachen

Bemerkenswerterweise kann auch die Umkehrung nachgewiesen werden, so dass sich die
von endlichen Automaten erkannten Sprachen als reguldr erweisen und somit aus den
atomaren Sprachmoduln allein durch endlich viele Vereinigungen, Konkatenationen und
Kleene-Hiillen-Bildungen aufgebaut werden kénnen.

Theorem 2
Sei A= (Z,1,d,so, F) ein endlicher Automat. Dann ist L(A) regulér.

Beweis.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann Z = {1,...,n} und sy = 1 angenommen
werden. Dann ist fiir i, € Z und k € N die Sprache Li-f ; aller Worter, die im Zustands-
graphen von ¢ nach j fithren, ohne zwischendurch Zusténde jenseits von k£ zu besuchen,
definiert als:

Li;={weI"|jed(i,w), d(iu) C{1,..., k} fiir alle u mit w = uv, w # u # \}.

Mit Induktion iiber £ kann gezeigt werden, dass Lﬁ ; fir alle i,j € Z und k € N regulir
ist.

[A: Fir k£ = 0 und ¢ # j enthélt Lﬁ ; die Eingaben, die direkt von ¢ nach j fithren,
weil alle Zusténde jenseits von 0 liegen und deshalb nicht besucht werden diirfen.
Dh. LY; ={xz €1|j € d(i,r)}. Diese Sprache ist entweder leer oder die endliche
Vereinigung von atomaren reguldren Sprachen und deshalb selbst regulér.

Fiir k = 0 und i = j gehort in jedem Fall noch A zur Sprache, d.h. LY, = {A}U{z €
I'|ied(i,z)}, was sich analog als regulér erweist, weil {\} reguléar ist.

IV: Als Induktionsvoraussetzung wird von der Regularitéit von Lf’ ; fir alle ¢ und j
ausgegangen.

IS:  Betrachte nun im Induktionsschluss Lﬁ;’l bzw. ein Element w daraus. Dieses Wort
induziert einen Weg von ¢ nach j im Zustandsgraph. Sei [y ---[, die durchlaufene
Sequenz von Zustdnden mit ¢ =y und j = [,. Kommt der Zustand k£ + 1 gar nicht
inly---1,—; vor, so liegt w in Lﬁ i Ansonsten kommt der Zustand k& -+ 1 m-mal darin
vor mit 0 < m < p, so dass die Sequenz folgende Form hat:

lo-lpy 1 (K + Dlpygr - lpya (k1) - (B D)lpa - Ly,
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wobei p; < py < .-+ < p,, die Stellen sind, wo k + 1 auftritt. Insbesondere

kommt in den Abschnitten 1y -1, 1,0y 11 lpy—1,. .., lp, 41 1,1 der Zustand
k 4+ 1 nicht vor, sondern nur die Zustiande 1,..., k. Es stellt sich also heraus, dass
W = Wowy . . . w,, fir Worter wy € Lﬁkﬂ, Wiy .o W1 € L£+17k+1 und w,, € L’,jﬂ’j,

dhowe Lf (L ) Liyy ;- Damit ist gezeigt, dass
k+1 k k k «7k
sz C Li; U L (Liggy jrn) L -
Nach Definition von Lf’ ; gilt auch die umgekehrte Inklusion, so dass insgesamt
k+1 k k k «7k
sz = Lz‘,j U Li,k+1(Lk+1,k+1) Lk+1,j

folgt. Nach Induktionsvoraussetzung sind L, Lﬁk v1s Ly gy und Lf +1,; reguldr,
so dass auch die Kleene-Hiille der dritten Sprache und die Konkatenation mit den
anderen beiden Sprachen sowie die Vereinigung mit der ersten Sprache regulér sind.

Also ist Lf;fl regulér, was zu zeigen war.

Die Sprachen Lﬁ ; sind also fiir alle ¢, j € Z und k € N regulér. Die von A erkannte Sprache

ist eine Vereinigung endlich vieler dieser Sprachen, denn es gilt L(A) = |J LT ;. Somit ist
jEF

auch L(A) reguldr, wie behauptet. O

6.3 Regulire Ausdriicke

Regulédre Ausdriicke sind, analog zu arithmetischen Ausdriicken, aus Konstanten, Opera-
tionen und Klammern aufgebaute Zeichenketten, die einen Wert beschreiben. Der Wert
soll in diesem Fall allerdings keine Zahl sein, sondern eine Sprache. Demzufolge miissen
die Konstanten moglichst einfache Sprachen repréasentieren und die Operationen miissen
es erlauben, aus diesen Sprachen komplexere zu bilden.

In der einen oder anderen Form diirften reguldre Ausdriicke den meisten schon einmal
iiber den Weg gelaufen sein, da sie in Editoren mit komfortablen Suchfunktionen und in
UNIX-Kommandos wie z.B. grep, find und sed Verwendung finden.

Sei I ein Alphabet mit lambda, empty,+,0,%, (,) ¢ I. Die Menge REX (I) der reguliren
Ausdriicke tber I ist rekursiv definiert durch:
(i) empty, lambda € REX (1),
(i) 1 € REX(I) und
(iii) fir alle r,ry, 79 € REX(I) sind auch die Worter (ry + rq), (11 0 r2) und (r*) in
REX(I).
Jedem reguldren Ausdruck r iiber I wird wie folgt eine Sprache L(r) zugeordnet:
(i) L(empty) =0, L(lambda) = {\} und L(x) = {x} fiir alle x € I,
(ii) fiir alle r, 7,70 € REX(I) sei
(1) L((ry +72)) = L(r1) U L(r2),
(2) L((ryorg)) = L(r1)L(ry) = {wiwsy | wy € L(ry), we € L(r3)} und
(3) L((r*)) = L(r)* ={wy - -w, | wy,...,w, € L(r), n € N}.

23



Bemerkungen

1. Nach der Interpretation reguldrer Ausdriicke steht + fiir die Vereinigung zweier
Sprachen, o fiir deren Konkatenation und x fiir die Iteration einer Sprache. Die Ver-
wendung der Symbole + und o fiir Vereinigung und Konkatenation hat einen guten
Grund: Abstrakt gesehen, verhalten sich diese Operationen wie Addition und Mul-
tiplikation (genauer gesagt, die Menge der Worter bildet mit diesen Operationen
einen Semiring). Dabei ist () das neutrale Element der Addition (die “Null”) und
{A} ist das der Multiplikation (die “Eins”). Wie gewohnt ergibt die Multiplikation
mit Null immer Null: )L = # = L{. Beide Operationen sind offenbar assoziativ,
aber nur die Vereinigung ist auch kommutativ, denn L, L, ist natiirlich im allgemei-
nen nicht dasselbe wie LyL;. Wie man sich leicht {iberzeugen kann, gelten auch die
Distributivgesetze: L(L; U Ly) = LLy U LLy und (Ly U Ly)L = L1 L U Ly L. Damit
sind alle Zutaten beisammen, die man fiir einen Semiring benétigt (zu einem “ech-
ten” Ring fehlen die inversen Elemente beziiglich der Addition). Ubrigens hat auch
der Kleene-Stern einige interessante Figenschaften. Insbesondere ist er idempotent,
L** = L*, was praktisch direkt aus der Definition folgt.

2. Um reguldre Ausdriicke iibersichtlicher zu machen, wird {iblicherweise von der Kon-
vention Gebrauch gemacht, dass * stédrker bindet als o und dies wiederum stérker
als +. Klammern, die nach dieser Konvention (oder der Assoziativitdt von + und
o) zur Vermeidung von Mehrdeutigkeiten unnétig sind, konnen weggelassen werden.
Auflerdem ldsst man das Symbol o oft weg, analog zur Schreibweise bei arithmeti-
schen Ausdriicken, wo man ja auch oft zy fiir x - y schreibt. Demnach kann man
beispielsweise statt (((a o b)*) o (co (c¢*))) auch kurz (ab)*cc* schreiben.

3. Gelegentlich wird in der Literatur ein reguldrer Ausdruck r angegeben, wenn eigent-
lich L(r) gemeint ist, sofern dies aus dem Kontext geniigend klar hervorgeht. Dies
sollte aber nicht dariiber hinwegtduschen, dass r und L(r) zwei grundverschiedene
Dinge sind: 7 ist eine Zeichenkette, wiahrend L(r) eine Sprache ist.

Aus der Definition der reguldren Ausdriicke und ihrer Interpretation sowie der Definition
der reguldren Sprachen folgt unmittelbar, dass eine Sprache L C [* genau dann regulér
ist, wenn es einen reguléren Ausdruck » € REX (I) mit L = L(r) gibt. Regulédre Ausdriicke
stellen somit einen weiteren Formalismus neben endlichen Automaten dar, um regulére
Sprachen zu spezifizieren. Formal gilt:

Lreca) = Lavra) = Lrex(1),

wobei Lrpxy = {L(r) | 7 € REX(I)} alle durch Interpretation der reguldren Ausdriicke
iiber I erhaltenen Sprachen enthélt.
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7 Pumping-Lemma fiir erkannte Sprachen

Endliche Automaten haben als Modellierungskonzept viele brauchbare Figen-
schaften: Ihre Sprache lisst sich schnell erkennen, sie besitzen neben der gra-
phisch-visuellen auch eine textuell-kompositionelle Beschreibung, und sie er-
lauben automatische Korrektheitsbeweise. Sie wdaren ein ideales Modellierungs-
instrument, wenn es nicht vieles Interessante gdbe, was mait thnen nicht model-
liert werden kann. Um das einsehen zu konnen, soll zundchst eine Eigenschaft
aller von endlichen Automaten erkannten Sprachen bewiesen werden. Wenn es
eine Sprache gibt, die diese Figenschaft nicht hat, so gibt es demnach keinen
endlichen Automaten, der sie erkennt.

Es wird ein Pumping Lemma gezeigt, das aussagt, dass geniigend lange Worter einer
von einem endlichen Automaten erkannten Sprache ein Teilwort besitzen, das beliebig oft
wiederholt werden kann, ohne dass man dabei die Sprache verlasst.

Theorem 3 (Erstes Pumping-Lemma)
Sei L eine von einem endlichen Automaten erkannte Sprache.

Dann existiert eine natiirliche Zahl p € N derart, dass jedes Wort w € L mit length(w) > p
zerlegt werden kann in drei Teilworter w = xyz mit p > length(y) > 0 und p > length(z)
und dass xy'z € L ist fiir alle i > 0.

Beweis.

Nach Voraussetzung existiert ein Automat A = (Z,1,d, so, F'), der L erkennt. Wéhle dann
p als Anzahl der Zustidnde von A (p = #Z). Gibt man nun ein Wort w = zy---z, € L
(x; € I) mit n > pin A ein, so erhédlt man durch buchstabenweises Abarbeiten eine Folge
So - - - $p von Zusténden mit der Eigenschaft

s; € d(sj_1, ;) firi=1,...,n.

Wegen n > p gibt es unter den ersten p+1 Zusténden s, ..., s, zwei gleiche, etwa s; = s,
mit 0 < j < k < p. Das liefert die gewiinschte Zerlegung von w, denn mit x = x; - - - x;
kommt man von sy nach sj, mit y = x4 - -2, von s; nach s; = s;, was man dann aber
auch immer wiederholen oder auslassen kann, und von s, gelangt man mit z = xgy 1 --- 2,
nach s, € F. Insgesamt erreicht man also mit den Wortern xy’z fiir i > 0 von sy den
Endzustand s,. Das aber bedeutet gerade zy’z € L, wie behauptet.

Nach Konstruktion ist length(x) = j < p und length(y) = k — 7 mit 0 < length(y) < p.
g

Beispiel: Anwendung des Pumping-Lemmas

1. Das Pumping-Lemma kann benutzt werden, um zu zeigen, dass eine Sprache von
keinem endlichen Automaten erkannt wird.
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Betrachte die Sprache Lpggnee = {a"b" | n € N}. Angenommen, sie wird von einem
endlichen Automaten erkannt. Sei dann p € N die Konstante aus dem Pumping-
Lemma, und wéhle w = a?b? € Lygance. Nach dem Pumping-Lemma kann w in drei
Teilworter w = xyz mit y # \ zerlegt werden, so dass 1y°z € Lyggnee fiir alle i € N.
Es gibt drei Félle, wie y in w liegen kann:
(i) y liegt in der ersten Hilfte von w, d.h. y = a* fiir ein k > 0.

Dies kann nicht sein, denn 2%z = 22 = a?"*b? € Lygance fiir k # 0.
(ii) y liegt in der Mitte von w, d.h. y = a*¥! fiir k,1 > 0.

Auch das ist nicht méglich, denn zy?z = a?b'a*bP ¢ Lpaiance fiir k # 0 # 1.
(iii) y liegt in der zweiten Hilfte von w, d.h. y = b fiir ein k > 0.

Dies ist analog zu Fall (i) ausgeschlossen.
Also gibt es keine Zerlegung von w mit den geforderten Eigenschaften, was bedeutet,
dass die Annahme falsch gewesen sein muss.
. Man kann das Pumping-Lemma nicht verwenden, um zu zeigen, dass es fiir eine
gegebene Sprache einen erkennenden Automaten gibt.
Betrachte die Sprache L' = {w € {a,b}* | count,(w) = county(w)}. In jedem
nichtleeren Wort w € L’ gibt es eine Stelle, in der ein a auf ein b trifft. Demnach
gibt es eine Zerlegung w = xyz mit y = ab oder y = ba, und weiter gilt fiir allei € N,
dass xy‘z € L'. Es wire aber falsch, daraus zu schlieBen, dass es einen endlichen
Automaten gibt, der L’ erkennt.
Tatséchlich gibt es keinen solchen Automaten. Intuitiv liegt das daran, dass beim
Abarbeiten eines Eingabewortes eine beliebig grofie Differenz zwischen der An-
zahl der gelesenen a’s und der der b’s entstehen kann, aber in den endlich vielen
Zustanden eines endlichen Automaten kann maximal nur eine beschrinkt grofle
Differenz gespeichert werden. Der formale Beweis muss an dieser Stelle geschuldet
bleiben.
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