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1 Zum Sinn der theoretischen Informatik

Theoretische Informatik ist der Teil der Informatik, der sich systematisch mit
mathematischen Mitteln erfassen und durchdringen ldsst. Welchen Sinn das
macht, wird in diesem Kapitel am Beispiel einer korrekten Modellierung eines
Datenverarbeitungsproblems und seiner algorithmischen und somit auf dem
Computer realisierbaren Losung veranschaulicht. Alle angesprochenen und ver-
wendeten Begriffe und Konzepte (sowohl technischer als auch mathematischer
Art) setzen lediglich ein naives, intuitives Verstiandnis voraus, formale Defini-
tionen werden noch nicht gebraucht.

In vielen Gebieten der Informatik geht es um die Modellierung von Datenverarbeitungs-
problemen und ihren (korrekten) Losungen.

Modellierung

/\»
~

Korrektheit

Problem Losung

Am Beispiel eines sehr einfachen eingebetteten Systems soll illustriert werden, was das
konkret heiflen kann. Ziel ist die Modellierung einer Heizung (bzw. ihrer Steuerung), die
heizt, wenn die Raumtemperatur zu niedrig ist. Etwas detaillierter ist folgende Aufgabe
zu bewiéltigen:

Modelliere eine Heizung,

(1) die angeschaltet werden kann und dann betriebsbereit ist,

(2) die bei einer Temperatur unter 20° heizt,

(3) die wieder betriebsbereit wird, wenn die Temperatur mindestens 20° erreicht hat,
und

(4) die ausgeschaltet werden kann, wenn sie nicht gerade heizt.

Ziel der Modellierung ist, diese informelle textuelle Beschreibung so zu prézisieren und zu
explizieren, dass eine computerausfithrbare Losung entsteht.

Der textuellen Beschreibung ist zu entnehmen, dass die Heizung mindestens drei ver-
schiedene Zustdnde haben kann: heizen, betriebsbereit und aufer Betrieb, wobei das den
Zustand vor dem Anschalten und nach dem Ausschalten bezeichnet. Auflerdem ist von vier
Ereignissen die Rede, die eintreten konnen: anschalten (an), ausschalten (aus), Tempera-
tur sinkt unter 20° (<20°), Temperatur steigt auf mindestens 20° (>20°). Die Ereignisse
andern Zusténde, was in der folgenden visuellen Darstellung festgehalten ist:



aufler betriebs-

Betrieb

bereit

<20°

Die visuelle Darstellung ist ein sogenannter Zustandsgraph mit den Zusténden als Kno-
ten, zu erkennen an den eingekreisten Namen, und den durch Ereignisse eintretenden
Zustandsiibergidngen als Kanten, die als Pfeile gezeichnet sind mit dem Ereignis als Mar-
kierung am Pfeil, dem Pfeilende beginnend am Zustand vor dem Ereignis und der Pfeil-
spitze endend am Zustand nach dem Ereignis. Der Zustandsgraph prézisiert die textuelle
Beschreibung in zweierlei Hinsicht:

(5) Der Zustand vor dem Anschalten ist derselbe wie nach dem Ausschalten.

(6) Dieser Zustand wird als Anfang und Ende aller Vorgédnge im Zusammenhang mit
der Heizung betrachtet, was einerseits durch den Pfeil, der von keinem Zustand
ausgeht, und andererseits durch den Pfeil, der auf keinen Zustand zeigt, graphisch
dargestellt ist.

Der Zustandsgraph spezifiziert die bei der modellierten Heizung mdglichen Abléufe, die
aus allen Ereignisfolgen bestehen, die vom Anfangs- zum Endzustand fithren. Das sind
alle Folgen wjus...u, fir n > 1, die aus an-aus-Zyklen u; fiir © = 1,...,n bestehen.
Dabei ist ein an-aus-Zyklus eine Ereignisfolge, die mit an beginnt, mit aus endet und
dazwischen immer abwechselnd <20° und >20° durchlauft, d.h. die Form

an <20° >20° <20° >20° - - <20° >20°aus
hat. Aulerdem wird die leere Folge als mdglich betrachtet.

Bezeichnet man nun den Zustandsgraphen als Heating und die Menge aller mdéglichen
Ablaufe als L(Heating), dann kann man Heating als Modell betrachten, dessen Verhalten
durch L(Heating) festgelegt ist und das damit die gestellte Aufgabe 16st.

Aber ist die Losung auch korrekt? Wird wirklich das gestellte Problem gelost? Genau
genommen ist Heating einfach konstruiert und dann zur Loésung erkldrt worden. Dass
alles richtig ist, bleibt der Intuition iiberlassen, was bei kleinen Problemen noch angeht.
Aber was passiert bei Hunderten von Zusténden und Tausenden von Ubergéngen? Da
kann die Intuition schnell versagen. Gliicklicherweise kann man aber noch einen Schritt
weiterkommen, indem man dem Lésungsmodell noch ein explizites Modell des Problems
gegeniiberstellt.



Um das von der bisherigen Beschreibung abzusetzen, soll es dadurch geschehen, dass ange-
geben wird, welche Ereignisfolgen bei der Heizung verboten sein sollen. Eine Ereignisfolge
gilt als verboten, wenn sie mindestens eine der folgenden Teilfolgen enthélt:

(a) an >20°
(b) <20° aus
(¢) <20° <20°
(d) >20° >20°
(e) an u an
(f) aus u aus

wobei u eine Ereignisfolge ist, die nur <20° und >20° enthélt. Verboten sind auch Folgen,
die (g) nicht mit an beginnen oder (h) nicht mit aus enden. Wenn Lyopidger, die Menge
aller verbotenen Ereignisfolgen bezeichnet, dann ldsst sich diese Menge als Prézisierung
des Problems durch negative Anforderungen auffassen, durch die ausgedriickt wird, was
nicht passieren soll. Bezogen auf diese Anforderungen ist Heating ein korrektes Modell,
wenn keine mogliche Ereignisfolge verboten ist. Mit anderen Worten ist Heating korrekt
bzgl. Liorbidden, wenn L(Heating) N Lyorpigaen = 0. Tatséchlich trifft das auch zu, denn vom
Start aus muss man mit an beginnen (g) und zum Ende kommt man nur mit aus (h).
Und >20° kann nur eintreten, wenn <20° direkt vorausgeht (a & d), so wie nach <20° nur
>20° eintreten kann (b & c). SchlieBlich kann man an nur erhalten, wenn man mit aus
zum Anfang zuriickgekehrt ist (e), und ein weiteres aus setzt ein vorheriges an voraus (f).

Insgesamt ist damit eine Modellierung gelungen, bei der das Problem durch die Menge
Lorbiaden der verbotenen Ereignisfolgen prézisiert und die Losung durch den Zustandsgra-
phen Heating modelliert ist, dessen Verhalten als die Menge L(Heating) der moglichen
Ereignisfolgen bestimmt ist. Die Losung ist in dem Sinne korrekt, dass keine bei Heating
mogliche Ereignisfolge in der Problembeschreibung verboten ist.

Eine interessante Frage an dieser Stelle ist, ob Korrektheit automatisch iiberpriift werden
kann. Es wird sich im Laufe der Lehrveranstaltung herausstellen, dass diese Frage be-
jaht werden kann, wenn man die negativen Anforderungen wie die Losung mit Hilfe von
Zustandsgraphen beschreibt.

Die einzelnen Verbote im obigen Beispiel lassen sich sehr einfach durch Zustandsgraphen
modellieren:

(a) @ an . >20° @
a a

bel. bel.
(b) — (d) analog

(e) e an e an a
(3 (3

bel. <20°, >20° bel.



(f) analog
aus, <20°, >20°
® () ~(o1

bel.

(h) analog

Alle acht Zustandsgraphen, zusammengenommen und als Vereinigungsgraph betrachtet,
ergeben im Prinzip einen Zustandsgraphen, der alle Verbote in sich vereinigt. Wéahrend
allerdings bei Zustandsgraphen mehrere Endzusténde erlaubt sind, wird meist verlangt,
dass es nur einen Anfangszustand gibt. Das lésst sich aber auch erreichen, indem man
noch einen neuen Zustand sy als einzigen Anfangszustand hinzunimmt (die bisherigen
acht biifen diesen Status ein) und immer dann einen Zustandsiibergang von sy nach x;
mit x € {a,b,c,d,e, f,g,h} und ¢ = 0,1, 2 vornimmt, wenn es einen von z nach x; bereits
gibt.

Tatséchlich definieren Zustandsgraphen endliche Automaten, wie sie demnéchst naher un-
tersucht werden. Endliche Automaten gehoren zu den einfachsten algorithmischen Instru-
menten, die in der Informatik eine wichtige Rolle spielen. Endliche Automaten beschreiben
Mengen von Wortern, auch Sprachen genannt, wie beispielsweise die Mengen der mogli-
chen und verbotenen Ereignisfolgen. Es wird unter anderem gezeigt, dass der Durchschnitt
zweier solcher Sprachen wieder eine solche Sprache ist und dass die Leerheit einer solchen
Sprache algorithmisch festgestellt werden kann, womit das Korrektheitsproblem in diesem
Falle gelost wére. Diese Art der Verifikation wird Model Checking [MSS99, CS01] genannt
und seit einigen Jahren duflerst erfolgreich in der Praxis eingesetzt.

In anderen Zusammenhéngen ist es allerdings héufig sehr viel schwieriger Korrektheit
sicherzustellen, so dass darauf oft verzichtet wird. Es muss jedoch beachtet werden, dass
Modelle, die nicht sicher korrekt sind, Fehler machen kénnen — teure Fehler oder vielleicht
sogar fatale Fehler. Sich um Korrektheit zu bemiihen, kann sich also lohnen. Sie setzt
allerdings immer den Einsatz mathematischer Methoden voraus, weil nur dann ein echter
Nachweis moglich ist. Denn wéhrend in dem kleinen Beispiel Korrektheit leicht einzusehen
ist, wird die Angelegenheit duflerst uniibersichtlich, wenn man es mit Systemen zu tun
hat, die Hunderte von Zustédnden besitzen und Hunderte oder Tausende von Verboten
beachten miissen.



2 Lauter Worter

Informatik ist ohne Zeichenketten, die in der Literatur oft auch Worter genannt werden,
undenkbar. Auch die Theorie ist stark auf sie angewiesen. Im vorigen Abschnitt spielen sie
bereits als mogliche Ablaufe, an-aus-Zyklen und verbotene Ereignisfolgen eine wichtige
Rolle. Man muss sie hintereinander schreiben und Teilfolgen identifizieren kénnen; man
muss Gleichheit von Ereignisfolgen feststellen konnen. Den Benutzerinnen und Benutzern
von Programmiersprachen sind Zeichenketten als Namen und Ausdriicke, als Dateien und
Felder (Ketten konstanter Lénge) u.d. sowie in Gestalt der Programme selbst geldufig.
Worter und Sétze einer natiirlichen Sprache wie Deutsch oder Englisch sind weitere wich-
tige Beispiele.

In diesem Abschnitt sind einige wichtige Informationen zum Umgang mit Zeichenketten
zusammengestellt. Vieles davon wird verschiedentlich in die Uberlegungen zur theoreti-
schen Informatik wihrend des kommenden Semesters eingehen, ohne dass diese Tatsache
immer ausfiihrlich gewiirdigt wird.

2.1 Erzeugung von Woértern

1. Um nicht bei jedem einzelnen Wort den Rahmen festlegen zu miissen, wird vorweg
ein Zeichenvorrat A ausgewéhlt. A wird auch Alphabet, die Elemente von A werden
Zeichen oder Symbole genannt.

2. Worter (tiiber A) sind rekursiv definiert durch:

(a) A ist ein Wort,
(b) mit x € A und einem Wort v ist auch xv ein Wort.

3. Das initilerende Wort in (a) wird leeres Wort, der wiederholbare Vorgang in (b)
Linksaddition (von x zu v) genannt. Fiir Worter sind auch die Bezeichnungen Zei-
chenketten, Listen, Folgen, Sequenzen, Sétze, “files”, Texte, Nachrichten, “strings”
u.v.a.m. gebrduchlich. Die erste Bezeichnung wird im folgenden synonym fiir Worter
verwendet.

Die Menge aller Worter iiber A wird mit A* bezeichnet. Fiir die Linksaddition x\
von x zu A wird kurz auch x geschrieben. In diesem Sinne gilt: A C A*.
Der Erzeugungsprozess fiir Worter ist in Abbildung 1 illustriert.

4. Beispielsweise entsteht fiir das Alphabet {0, 1} anfangs nur das leere Wort A, weil
der Teil (b) des Worterzeugungsprozesses nur verwendet werden kann, wenn schon
Worter vorhanden sind. Der Teil (a) muss nicht wieder angewendet werden, weil
dadurch keine neuen Worter mehr entstehen konnen. Die Anwendung von Teil (b)
liefert nun zwei neue Worter: OA, 1\ (bzw. 0,1 nach der Konvention zur Links-
addition mit dem leeren Wort). Darauf kann der Teil (b) erneut angewendet werden,
was vier neue Worter liefert: 00, 01, 10, 11. Durch Fortsetzung des Verfahrens (ad
infinitum) entstehen nach und nach alle (endlichen) Bitstrings.

5. Die Erzeugung von Wortern ist so gemeint, dass nur Gebilde, die durch den in
Punkt 2 gegebenen rekursiven Prozess entstehen, Worter iiber A sind und dass



leeres Wort
Worter iiber A

L,

Linksaddition

-

Abbildung 1: Rekursive Erzeugung von Wértern

jedes Wort in eindeutiger Weise aus diesem Prozess hervorgeht. Letzteres bedeutet,
dass fiir jedes Wort w entweder w = X gilt oder eindeutig x € A und ein Wort v mit
w = zv existieren. Im zweiten Fall wird  mit head(w) und v mit tail(w) bezeichnet.
Bei dem Erzeugungsprozess wird stillschweigend vorausgesetzt, dass man durch die
Bezeichnung A ein Gebilde erhélt, das sich von allen anderen Wértern unterscheiden
lasst, und dass das Nebeneinanderschreiben von Zeichen und Woértern moglich ist.
Beides mag intuitiv klar sein; es wird hier einfach vorausgesetzt.
Wenn das Alphabet selbst wieder Worter enthélt, wie z.B. {E, I, ET}, muss man
mit dem Nebeneinanderschreiben aufpassen. Denn sonst kann beispielsweise E1 ein
Wort aus einem wie zwei Zeichen sein, was wegen der verlangten Eindeutigkeit
verboten ist. In solchen Fillen muss man extra Vorsorge treffen, indem man die
Zeichen in Hochkommata oder sonstige Klammern einschlieft oder Zeichen und
Wort beim Nebeneinanderschreiben durch ein Blank oder ein sonstiges Trennzeichen
auseinanderhélt.

6. Statt durch Linksaddition lieflen sich alle Worter auch durch Rechtsaddition erzeu-
gen. In gewisser Weise wire diese Alternative noch naheliegender, weil sie dem im
europdischen Sprachraun verbreiteten Schreiben von links nach rechts entspricht.

Das durch diese Vereinbarungen verfiighare Textsystem ist noch recht bescheiden. Begin-
nend mit dem leeren Wort, kann jedes Wort von rechts nach links geschrieben werden; das
zuletzt geschriebene Symbol kann gelesen (head) oder geloscht (tail) werden. Wiinschens-
wert wire mehr Komfort, was mit den Punkten 2.2 und 2.4 ein Stiick weit erreicht wird
und sich analog noch wesentlich weitertreiben liefe.

2.2 Konkatenation

1. Analog zur Linksaddition und allgemeiner als diese lassen sich auch zwei Worter
v, w zu einem neuen Wort v - w zusammensetzen. v - w wird Konkatenation von v
und w genannt und ist folgendermaflen rekursiv definiert:

(a) fiir v=Agilt A\ w = w,
(b) fir v =zu mit z € A gilt (zu) - w = z(u - w).



2.

2.3

Die Linksaddition erweist sich als Spezialfall der Konkatenation:
Tv = x(A-v) = (zA) - v = L

Das rechtfertigt die Schreibweise vw fiir v - w.

. Wie die Linksaddition ergibt sich auch die Rechtsaddition als Spezialfall der Kon-

katenation, indem man ein beliebiges Wort mit einem Symbol als zweites Argument
konkateniert.

Die Konkatenation fiigt zwei Worter zusammen. Meist werden jedoch mehrere Kon-
katenationen kombiniert, z.B. ((((BE)I)(SP))((IE)L)). Das sieht hésslich aus; doch
gliicklicherweise kann man alle Klammern auch weglassen, weil die Reihenfolge, in
der Wortteile verkniipft werden, keinen Einfluss auf das resultierende Wort hat. (Da-
gegen ist die Reihenfolge der Wortteile untereinander entscheidend, wie Punkt 2.5
zeigt).

Fiir alle Worter w, v, w gilt (uv)w = u(vw). Diese Eigenschaft ist auch als Assozia-
tivitdat bekannt.

Die Behauptung ergibt sich fiir u = A nach Punkt la (in Verbindung mit der in
Punkt 2 eingefithrten Schreibweise):

(Av)w = vw = A(vw).
Fiir den Fall u = 2t mit z € A erhélt man
((@to)w = (alto)w < a((to)w) = a(t(ww) = (at)(ow)
wenn die Giiltigkeit der Aussage fiir ¢ vorausgesetzt wird (x). Das ist zuléssig, da t

um ein Zeichen kiirzer ist als u, so dass die Eigenschaft fiir ¢ als Induktionsvoraus-
setzung formuliert werden kann.

Induktionsprinzip

. Wie in der vorangegangenen Uberlegung liefert die rekursive Definition der Worter

ein fiir viele Situationen brauchbares Induktionsprinzip. Um eine Aussage THEO-
REM iiber Worter zu beweisen, funktioniert oft folgendes Vorgehen:

Induktionsanfang (IA): Zeige THEOREM fiir v = \.
Induktionsvoraussetzung (IV): Nimm THEOREM fiir v an.
Induktionsschluss (IS): Zeige THEOREM fiir zv mit z € A.

Dieses Prinzip kann benutzt werden, um nachzuweisen, dass A\ keinen Einfluss auf
die Konkatenation hat. (Vergleiche Punkt 2.2.1a.)
Fiir alle Worter v gilt v\ = v.
Denn es gilt:
AA 2§1)\ und (zv)A = z(vA) = v,

2.2.1 (%)

wobei (%) die Anwendung der Induktionsvoraussetzung anzeigt.
Die oben gezeigte Assoziativitit der Konkatenation beruhte bereits auf dem Induk-
tionsprinzip. So lédsst sich auch nachweisen, dass die Konkatenation eindeutig ist.

10
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[A: Die Konkatenation von A mit einem beliebigen Wort w liefert nach Definition
dieses Wort, ist also eindeutig.

IV: Sei vw fiir zwei Worter v, w ein eindeutig bestimmtes Wort.
IS:  Betrachte nun (zv)w fiir + € A und Worter v, w.

Nach Definition gilt: (zv)w = z(vw). Nach IV ist vw ein bestimmtes Wort, so
dass nach den Festlegungen in Punkt 2.1.5 auch z(vw) eindeutig bestimmt ist.

Allgemein lassen sich mit dem Induktionsprinzip Aussagen iiber alle Worter eines
Alphabets beweisen. Wenn mehrere Worter in einer Aussage vorkommen und all-
quantifiziert sind, kann man sich eins aussuchen, aber nicht jede Wahl klappt gleich
gut.

Das Indukttionsprinzip lasst sich analog fiir Worter formieren, die mittels Rechtsad-
dition aufgebaut sind. Dabei &ndert sich nur der Induktionsschlulin “Zeige THEO-
REM fiir vz mit z € A”.

Gleichheitstest, Lidnge und Zeichenzihlen

. Die eindeutige Zerlegbarkeit von Wortern geméfi Punkt 2.1.5 gestattet auch, in

einfacher Weise die Gleichheit zweier Worter rekursiv festzustellen.

Zwei Worter v, w sind gleich (in Zeichen: v = w), wenn sie beide leer sind: v =
A = w, oder wenn sie beide nicht leer sind sowie head(v) = head(w) und tail(v) =
tail(w), wobei ein Gleichheitstest auf dem Alphabet, der ebenfalls mit = bezeichnet
wird, vorausgesetzt ist.

Ebenfalls rekursiv bestimmt werden kann, wie lang ein Wort ist und wie oft ein
bestimmtes Zeichen darin vorkommt:

(a) length(A\) =0

(b) length(xv) = length(v) + 1 fir v € A,v € A*

(¢) count(x,\) =0

(d) count(x,yv) = if x =y then count(z,v) + 1 else count(z,v)

fir x,y € A,v € A*.

Die in (d) verwendete Fallunterscheidung funktioniert wie tiblich: Ist die Abfrage
wahr, so wird der then-Teil wirksam, sonst der else-Teil.
Dass durch (a) und (b) eine Abbildung length: A* — N definiert wird, lasst sich
mit Hilfe des Induktionsprinzips zeigen:
IA: length(X\) = 0 ist genau ein Wert aus N fiir .
IV: Fiir ein Wort v sei length(v) genau eine natiirliche Zahl.

IS:  Betrachte nun zv fir x € A. Nach (b) gilt length(zv) = length(v) + 1. Nach
IV ist length(v) genau eine natiirliche Zahl, so dass der Nachfolger auch genau
eine natiirliche Zahl ist.

Analog erweist sich auch count: A x A* — N als Abbildung.

11



3. Auf dieser Basis lassen sich auch diverse weitere Eigenschaften der eingefiihrten
Operationen zeigen. Als Beispiel wird mit vollstéindiger Induktion bewiesen, dass
die Lénge einer Konkatenation gerade die Summe der Langen der Einzelwérter ist,
d.h. es gilt fiir alle v, w € A*:

length(vw) = length(v) + length(w)

IA: length(Aw) = length(w) = 0 + length(w) = length(X\) + length(w).
Dabei werden nacheinander die Definition der Konkatenation, eine bekannte
arithmetische Eigenschaft und die Definition der Linge ausgenutzt.

IV: Die Behauptung gelte fiir v und beliebige w.
IS:  Betrachte av mit a € A (und beliebiges w):

length((av)w) = length( (vw))
= length(vw) +

= length(v) + Zength( )+

= length(v) + 1 + length(w )

= length(av) + length(w).

Dabei werden nacheinander die Definition der Konkatenation, die Definition
der Lénge, die Induktionsvoraussetzung, eine arithmetische Eigenschaft und
wieder die Definition der Lange ausgenutzt.

2.5 Iterative Darstellung

Die eindeutige Zerlegbarkeit von Wortern nach Punkt 2.1.5 ergibt zusammen mit dem In-
duktionsprinzip eine sehr wichtige, gebrauchliche und vertraute Darstellung von Woértern.

Fiir jedes Wort w existieren eindeutign € Nund x; € Afiri =1,... ,nmitw =y - - - x,.

Das schliefit das leere Wort mit ein. In diesem Falle ist n = 0, und x; - --xq steht fiir
A. Insgesamt lédsst sich also jedes Wort eindeutig in Zeichen als elementare Bausteine
zerlegen. Auf den einfachen Beweis wird verzichtet.

2.6 Ansichten von der Menge aller Worter

Wihrend die vorausgegangenen Informationen iiber Worter unverzichtbar fiir die weite-
ren Uberlegungen sind, dient dieser Abschnitt zur Abrundung. Es wird gezeigt, dass sich
die Menge aller Worter in verschiedenen Formen darstellen lésst. In Punkt 1 wird ein
interessanter Zusammenhang zur Algebra und universellen Algebra hergestellt. Punkt 2
charakterisiert A* durch eine sogenannte Bereichsgleichung. Solche Gleichungen sind in
der denotationellen Semantik von Programmiersprachen gebriuchlich. Die Punkte 3 und
4 liefern eine iterative Darstellung von Wortern, die in der Literatur am haufigsten an-
zutreffen ist. Die in diesem Kapitel gewéhlte Einfithrung wird aziomatisch genannt. In
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Punkt 5 wird die Ndhe zu den beriihmten Peano-Axiomen der natiirlichen Zahlen aufge-
deckt. Diese Art des Zugangs eignet sich besonders fiir den weiteren Umgang mit Wortern
nach Art der funktionalen Programmierung.

1.

Die Konkatenation geméafl Punkt 2.2.1 bestimmt eine Abbildung - : A* x A* — A*,
die nach Punkt 2.2.3 assoziativ ist und deshalb A* zu einem Monoid macht mit
dem leeren Wort als neutralem Element (vgl. Punkte 2.2.1a und 2.3.2). Da jedes
Wort nach Punkt 2.5 eindeutig in “Atome” zerfallt, erweist sich A* sogar als freies
Monoid.

Die in Punkt 2.1.5 formulierte Zerlegbarkeitseigenschaft der Linksaddition ldsst sich
explizit dadurch erreichen, dass xv als Paar (x,v) geschrieben wird. Unter Verwen-
dung der Mengenoperationen disjunkte Vereinigung + und kartesisches Produkt x
erfiillt demnach die Menge A* aller Worter iiber A die Gleichung

A=A} + (A x A,

A* ist sogar die kleinste Menge mit dieser Eigenschaft. Deshalb liefle sich diese
Mengengleichung auch zur Definition von A* und damit von Woértern iiber A her-
anziehen.

Eine weitere Moglichkeit, A* zu definieren, die hiufig in der Literatur zu finden ist,
besteht darin, Worter direkt als beliebige Tupel von atomaren Zeichen zu wéhlen:

(a) A ist ein Wort,
(b) firn>0und z; € A (i=1,...,n)ist w=x;---x, ein Wort.

In Tupelschreibweise lautet diese Definition:

(c) das leere Tupel () ist ein Wort,
(d) das n-Tupel (z1,...,2,) mitn >0, 2z, € A,i=1,...,n ist ein Wort.

Beachtet man, dass n-Tupel wie in (b) bzw. (d) von Punkt 3 Elemente des n-
fachen kartesischen Produkts A™ sind, ergibt sich fiir die Menge aller Worter {iber

A folgende Darstellung
A=A,
=0

wobei 3 die disjunkte Vereinigung bezeichnet.
Korrespondierend zur Linksaddition lassen sich die Potenzen A’ iterieren:

A% ={\} und A" = A x A" fiir i € N.

Betrachtet man speziell das einelementige Alphabet {|}, so entstehen als Worter
Strichfolgen beliebiger Lénge, wobei jedes Wort bereits eindeutig durch seine Lénge
festgelegt ist. Das leere Wort kann also als 0 gesehen werden, und die Linksaddition
entspricht der Nachfolgerfunktion natiirlicher Zahlen. Die Strichdarstellung natiirli-
cher Zahlen ist als Bierdeckel-Arithmetik bekannt. Spezialisiert man aulerdem das
Induktionsprinzip fiir Worter auf diesen Fall, erhélt man ein bekanntes Indukti-
onsprinzip fiir natiirliche Zahlen. Insgesamt erweist sich also der in diesem Kapitel
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gewihlte Zugang zu Wortern als Verallgemeinerung der durch die Peano-Axiome
definierten natiirlichen Zahlen.
Es sei noch folgendes angemerkt. Ergénzte man die Erzeugung von Wortern explizit
um ihre Lénge:

(a) A ist ein Wort der Lénge 0,

(b) zv ist ein Wort der Lénge n + 1, falls € A und v ein Wort der Linge n € N

ist,

so lieBe sich das Induktionsprinzip in 2.3 durch vollstdndige Induktion iiber die
Lénge von Wortern beweisen.
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3 Endliche Automaten

In Kapitel 1 wird exemplarisch eine typische Situation in der Datenverarbei-
tung mat Hilfe von Zustandsgraphen modelliert. Zustandsgraphen sind graphi-
sche Darstellungen endlicher Automaten, die in diesem Kapitel formal ein-
gefiihrt werden. Sie bilden ein in der Informatik hdufig und sehr erfolgreich
eingesetztes Modellierungswerkzeug, das vergleichsweise einfach ist und sich
deshalb als Einstieg in den Bereich der formalen Modellierungsmethoden eig-
net. Ein endlicher Automat spezifiziert in seiner einfachsten Form eine Spra-
che, d.h. eine Menge von Wartern. Als ein erstes interessantes Ergebnis stellt
sich heraus, dass sich jeder endliche Automat deterministisch machen ldsst,
ohne seine Sprache zu verdndern. Das ist deshalb signifikant, weil ein determi-
nistischer Automat sehr schnell erkennen kann, ob ein Wort zu seiner Sprache
gehort oder nicht.

Unter einem endlichen Automaten hat man sich ein taktweise arbeitendes System vor-
zustellen, das sich zu jedem Zeitpunkt in einem bestimmten Zustand (von endlich vielen
verfiigharen Zustédnden) befindet und das dann innerhalb eines Taktes einen Buchstaben
eines Eingabewortes einliest, daraufhin seinen Zustand &dndert und den Lesekopf auf den
néchsten Eingabebuchstaben rechts einstellt usw. Am Anfang befindet sich der Automat
in einem Anfangszustand und der Lesekopf steht ganz links auf dem ersten Buchstaben
des Eingabewortes. Ein Eingabewort gilt dann als erkannt, wenn vom Anfangszustand
aus nach Verarbeitung des Wortes ein Endzustand erreicht wird. Die erkannten Worter
bilden die Sprache des Automaten.

3.1 Endlicher Automat, fortgesetzte Zustandsiiberfiihrung und
erkannte Sprache

Die Veranschaulichung fiihrt zu folgender Definition:

1. Ein endlicher relationeller erkennender Automat — kurz endlicher Automat — ist ein
System A = (Z,1,d, s, F'), wobei

e / cine endliche Menge von Zustdinden ist,

e [ ein endliches Eingabealphabet,

e sy € Z der Anfangszustand,

e d C Z x I x Z eine Relation ist, geschrieben d: Z x I ~» Z, die Zustandsiiber-
fiihrung genannt wird und jedem Zustand und jeder Eingabe eine Menge von
Folgezusténden zuordnet und

e F' C Z eine Menge von Endzustinden ist.

2. Die Zustandstberfiihrung d lasst sich rekursiv zu einer Relation d* C Z x I* x Z
bzw. d*: Z x I* ~ Z fortsetzen, die nicht nur Zeichen, sondern Eingabeworter
verarbeitet:

(i) d*(s,\) = {s} fiir alle s € Z und
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(i) d*(s,wzx) = U d(t,z) firallese Z, z €I, w e I*.
ted* (s,w)
Die Eingabeworter sind hierbei rekursiv von rechts nach links aufgebaut.
3. Die von einem endlichen Automaten A erkannte Sprache L(A) ist dann definiert
durch:
L(A) ={w e I | d*(so,w) N F # (}.

4. Ein Automat A = (Z,1,d, s, F) heiit deterministisch, wenn d eine Abbildung ist;
d.h. fiir alle s € Z und x € [ existiert genau ein s’ € Z derart, dass (s,x) und s
bzgl. d in Relation stehen. In diesem Fall wird auch d: Z x I — Z und d(s,x) = &’
geschrieben, wie es fiir Abbildungen iiblich ist.

Bemerkung zur Relationsschreibweise

Ist R: A~ B eine Relation (d.h. R C A x B), dann wird statt (a,b) € R oft auch aRb
geschrieben oder, wenn R eine Abbildung ist, R(a) = b. Ansonsten bezeichnet R(a) die
Menge aller Elemente, die bzgl. R zu a in Relation stehen: R(a) = {b € B | aRb}.

3.2 Fortgesetzte Zustandsiiberfiihrung und erkannte Sprache von
deterministischen Automaten

Fiir deterministische Automaten ist mit d auch d* eine Abbildung, wie man leicht durch
Induktion iiber w zeigt. Deshalb kénnen (i) und (ii) aus Punkt 2 in diesem Fall auch
ausgedriickt werden durch:

(i) d*(s,A) = s und

(ii") d*(s,wz) = d(d*(s,w), ).

Ferner ist die von deterministischen Automaten erkannte Sprache bestimmt durch:

L(A) = {w e I' | d*(s0,w) € F}.

3.3 Zustandsgraph

Jeder endliche Automat A besitzt eine graphische Darstellung in Form eines Zustandsgra-
phen. Dabei werden die Zustdnde zu Knoten, und von einem Zustand s zu einem Zustand
s’ wird eine mit x € I markierte Kante gezogen, falls s’ € d(s, z). Falls es mehrere Zeichen
z1,...,2 € I gibt mit s’ € d(s,z;) fiir alle i € {1,...,n}, so wird der Ubersichtlichkeit
halber nur eine Kante gezogen, an der dann x1,...,x; steht. Der Anfangszustand wird
durch einen hineingehenden Pfeil, die Endzusténde werden entsprechend durch herausge-
hende Pfeile gekennzeichnet.
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3.4 Beispiel

In Abbildung 2 ist ein kleiner endlicher Automat dargestellt. Er erkennt gerade die
Sprache der positiven ganzen Zahlen in Bindrdarstellung ohne fithrende Nullen, d.h. die
Menge {1lw | w € {0,1}*}. Dieser Automat ist nichtdeterministisch; denn fiir die Zu-
standsiiberfiihrung d gilt: d(sg, 1) = {so, s1} und d(so,0) = 0.

1 0,1

IO

Abbildung 2: Graphische Darstellung eines endlichen Automaten

3.5 Verarbeitung von Woértern in iterativer Darstellung

Die fortgesetzte Zustandsiiberfithrung ist fiir Eingabeworter rekursiv definiert. Es gibt
aber auch eine iterative Version, die vielleicht etwas anschaulicher ist, vor allem aber in
manchen Situationen besser zu gebrauchen.

Sei A = (Z,1,d,so, F) ein endlicher Automat und w = ay---a, € A* mit a; € A fiir
i =1,...,n. Dann ist & € d*(s,w) fir s, € Z genau dann, wenn es eine Folge von
Zustanden to, ..., t, gibt, derart dass s = tg, s =t, und t; € d(t;_1,a;) firi =1,..., n.

Dabei ist der Fall n = 0 zugelassen und betrifft das leere Wort w = aq,...,a9 = A und
die Zustandsfolge tq mit s =ty = §'.

Beweisen lésst sich das mit Induktion iiber die Struktur oder Lange der Eingabewdérter,
worauf hier allerdings verzichtet wird.

Im Zustandsgraph sieht die Verarbeitung eines Eingabewortes w = a; - - - a, demnach so

aus:
‘—"—» . . [ —_—

3.6 Schnelle Spracherkennung durch deterministische Automa-
ten

Mit jeder Uberfithrung des Zustandes eines deterministischen Automaten in den (eindeu-
tigen) Nachfolgezustand wird ein Buchstabe des Eingabewortes abgearbeitet. Erst wenn
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das Eingabewort vollstandig durchlaufen ist, bleibt der Automat stehen. Es sind also n
Schritte erforderlich, um zu entscheiden, ob ein Eingabewort der Lénge n zur erkannten
Sprache gehort. Damit ist das sogenannte Wortproblem fiir jede von einem deterministi-
schen Automaten erkannte Sprache in linearer Zeit losbar.

Gilt das auch, wenn der erkennende Automat nichtdeterministisch ist?

3.7 Der Potenzautomat

Offensichtlich ist Determinismus eine echte Einschrénkung fiir endliche Automaten. Ist
damit aber auch die Klasse der Sprachen, die von deterministischen Automaten erkannt
werden, eine echte Teilmenge der von allgemeinen endlichen Automaten erkannten Spra-
chen? Das folgende Theorem verneint dies.

Theorem 1
Zu jedem endlichen Automaten A ldsst sich effektiv ein deterministischer Automat P(A)
konstruieren, der dieselbe Sprache erkennt; d.h.

L(A) = L(P(4)).
Beweis.
Sei A= (Z,1,d, sg, F) ein endlicher Automat.
Daraus lésst sich der Potenzautomat konstruieren:
P(A) = (P(2),1,D,{so}, Fp:={SC Z | SNF #0}),

wobei P(Z) die Potenzmenge von Z ist und die Abbildung D: P(Z) x I — P(Z) definiert
ist durch D(S,z) := | d(s,z) fiir alle S € P(Z) und z € I.

seS
Dann stehen die fortgesetzten Zustandsiiberfithrungen d* und D* in der Beziehung

d*(s,w) = D*({s},w).
Denn fiir w = A gilt:
d*(s,A) = {s} = D*({s}, A),
und fiir Worter wx erhélt man, vorausgesetzt, die Behauptung gilt bereits fiir w:
d* (s, wx) U d(t, z)
ted*(s,w)
= D(d*(s,w), z)
= D(D*({s},w),z) = D*({s},wx).
Fiir die Sprachen L(A) und L(P(A)) folgt somit:
w e L(A) gdw. d*(so,w)NF #10
gdw. D*({so},w)(= d*(so,w)) € Fp
gdw. w e L(P(A));
L(A) und L(P(A)) sind also gleich. O
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3.8 Beispiel

Der Potenzautomat zu dem endlichen Automaten aus Abbildung 2 ist in Abbildung 3
dargestellt. Zum Beispiel ist D({so, s1},0) = d(s0,0) Ud(s1,0) = DU {s1} = {s1} sowie
D({s0,51},1) = d(s0,1) Ud(s1,1) = {s0,s1} U {s1} = {s0, s1} und immer D(0, z) = ).

Abbildung 3: Der Potenzautomat zu dem endlichen Automaten aus Abbildung 2

3.9 Schnelle Spracherkennung durch endliche Automaten

Mit dem Theorem 1 folgt sofort, dass das Wortproblem fiir jede von einem beliebigen
endlichen Automaten erkannte Sprache linear 16sbar ist. Denn man kann erst den Po-
tenzautomaten konstruieren, was nur konstant viel Zeit in Anspruch nimmt (zumindest
bezogen auf die Linge der Eingabeworter). Danach ist das Wortproblem linear 16sbar,
weil der Potenzautomat deterministisch ist, aber immer noch dieselbe Sprache erkennt.
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4 Produktautomat erkennt Durchschnitt

Wie im Kapitel 1 versprochen, kann ein endlicher Automat konstruiert werden,
der den Durchschnitt zweier Sprachen erkennt, die selbst von endlichen Auto-
maten erkannt werden. Eine einfache Modifikation der Endzustinde befihigt
diesen sogenannten Produktautomaten ebenfalls, die Vereinigung der beiden
Sprachen zu erkennen.

Die Idee des Produktautomaten ist, zwei endliche Automaten iiber das kartesische Pro-
dukt ihrer Zustandsmengen so zu koppeln, dass sie Eingabeworter parallel abarbeiten.

4.1 Produktautomat

Seien A; = (Z;, I,d;, soi, F;) fiir i = 1,2 zwei deterministische Automaten. Dann ist der
Produktautomat definiert durch

Ay x Ay = (Z1 X Za, 1,d, (5017502),F1 X Fz)

mit d((sq,s2),x) = (di(s1,2), d2(s2, x)) fiir alle (s1,52) € Z1 X Zy und z € 1.

Der Produktautomat fiihrt also die Zustandsiibergénge der beiden Einzelautomaten paral-

lel durch. Wie das folgende Lemma zeigt, gilt das auch fiir die fortgesetzte Zustandsiiberfithrung.
Da der Anfangszustand aus den beiden einzelnen Anfangszusténden und die Endzusténde
Paare der einzelnen Endzusténde sind, ergibt sich aus dem Lemma die gewiinschte Durch-
schnittseigenschaft.

4.2 Beobachtung (Erkennung des Durchschnitts)
L(Al X Ag) = L(Al) N L(AQ)

Beweis.
w € L(A; X As) gdw. nach folgendem Lemma

d*((so1, Soz2), w) = (di(s01,w), d5(s02, w)) € Fy X Fy

gdw. df(soi,w) € F; fir i = 1,2 gdw. w € L(4;) furi =1, 2. 0

4.3 Lemma

d*((s1,82),w) = (di(s1,w), d5(se,w)) fir alle (s1,s2) € Z; X Zy und w € I*.
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Beweis.
Der Beweis wird mit vollstdndiger Induktion iiber den Aufbau von w gefiihrt.

TA: d*((s1,82), A) = (s1,82) = (df(s1,A), d5(s2, \)), wobei die Definition der fortgesetzten
Zustandsiiberfithrung verwendet wird.

IS: d*((s1, s2), wz) = d(d*((s1, $2),w), x) =
d((di(slvw)vdas%wnvl‘) =
<d1<dT<817w)>x>7d2<d§<827w)>x>> =
(di(s1,wx), d3(s9, wx)).

Dabei ergeben sich die Gleichheiten in der gegebenen Reihenfolge aus der Definition der
fortgesetzten Zustandsiiberfithrung, der Induktionsvoraussetzung, der Definition der Zu-
standsiiberfithrung des Produktautomaten und erneut aus der Definition der fortgesetzten
Zustandstiiberfithrung. O

4.4 Erkennung der Vereinigung

Wenn beim Abarbeiten eines Eingabewortes einer der beiden Automaten A; und A, in
einen Endzustand kommen, dann gehort das Wort gerade zu der Vereinigung der erkann-
ten Sprachen. Nach Lemma 4.3 erkennt der Produktautomat aber genau diese Vereinigung
L(A;)) U L(As), wenn man die Menge (F} x Z3) U (Z;, x F3) als Endzustédnde wihlt.

Wie muss man Endzustinde wéhlen, damit der Produktautomat die Differenzsprachen
L(A;) \ L(Ay) und L(Ay) \ L(A;) erkennt?
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5 Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems

Nach den Uberlequngen in Kapitel 1 muss nur noch gezeigt werden, dass sich
algorithmisch feststellen lisst, ob eine von einem endlichen Automaten er-
kannte Sprache leer ist oder nicht, um Korrektheit nachzuweisen. Denn die
Sprache des Automaten, der das System modelliert, enthdlt alle mdglichen
Abliufe und arbeitet korrekt, wenn kein maglicher Ablauf verboten ist. Wenn
also die verbotenen Sequenzen auch durch einen endlichen Automaten erkannt
werden, muss man nach Kapitel / nur den Produktautomaten konstruieren
und diesen auf Leerheit seiner Sprache testen.

Sei A= (Z,1,d,s,, F) ein deterministischer Automat. Sei
H(A)={se Z|d(s,w) € F firein w e I"}
die Menge aller Zusténde, die zu Endzustédnden fithren. Dann gilt offensichtlich:

L(A) £ 0 gdw. so € H(A).

H(A) lasst sich folgermaBen iterieren:

Hy=F und H;y1 = H;U{s € Z | d(s,x) € H; fiir ein = € I} sowie H(A) = H,, fiir das
kleinste m mit H,,,1 = H,,.

Nach Definition gilt: ' = Hy C H; C --- C H; C H;;; C --- C Z. Da Z endlich ist,
konnen nur endlich viele dieser Inklusionen echt sein, so dass es m geben muss. Dann gilt
auch H,,, = H,, fiir alle k£ € N (einfache Induktion iiber k). Daraus folgt die gewiinschte
Gleichheit. Denn mit Induktion iiber i ergibt sich H; C H(A):

IA: Hy=F C H(A) wegen d*(s,\) = s € F fiir alle s € F.

IS: Hiyy =H;U{s€ Z|d(s,x) € H; fiirein x € I}
CHA)U{se Z|d(s,x) € H(A) fiir ein z € I}
=H(A)U{se Z|d*((d(s,z),w)) € F fireinw € I*,x € I}
=H(A)U{se Z|d"(s,zw) € F fur ein zw € I*}
C H(A) U H(A) = H(A)

Insbesondere gilt H,, C H(A).

Betrachte umgekehrt s € H(A). Dann gibt es w € I* mit d*(s,w) € F. Das impliziert
s € Hiengih(w), Wie eine einfache Induktion {iber den Aufbau von w ergibt. Daraus folgt
wie gewiinscht: s € Hiepgin(w) € Hp.
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6 Regulidre Sprachen und regulire Ausdriicke

Neben dem Erkennen von Sprachen ist es interessant, thre Kompositionalitdt
oder Modularitdit zu untersuchen. Dabei geht es darum, wie sich umfangreiche
und komplizierte Sprachen aus einfachen Bausteinen aufbauen lassen. Diese
Frage st auch fir die Entwicklung groffer Spezifikationen und informations-
technischer Systeme von zentraler Bedeutung. Es zeigt sich, dass sich die von
endlichen Automaten erkannten Sprachen in besonders einfacher Weise mo-
dular aufbauen lassen.

Dieses Verhalten wird in drei Schritten verwirklicht. Im Abschnitt 6.1 wird zuerst eine
modulare Komposition von Sprachen eingefiihrt, die zu den sogenannten reguldren Spra-
chen fiithrt und von endlichen Automaten realisiert werden kann. Im Abschnitt 6.2 wird
dann in einem nicht ganz einfachen Beiweis hergeleitet, dass jede von einem endlichen
Automaten erkannte Sprachen schon selbst regulér ist, sich also modular aufbauen lasst.
Im Abschnitt 6.3 schliefllich werden reguldre Ausdriicke eingefiihrt, die eine syntaktische
Beschreibung regulédrer Sprachen liefern.

6.1 Regulire Operationen

Die in Abbildung 4 gezeigten drei endlichen Automaten erkennen (a) die leere Menge (),
(b) die einelementige Sprache {A}, die das leere Wort enthélt, bzw. (c) die einelementige
Sprache {z}, die das Wort x der Lénge 1 enthélt. Diese Sprachen dienen als kleinste,
unzerlegbare Sprachmoduln.

~ O TG

(a)

Abbildung 4: Endliche Automaten fiir atomare Sprachen: (a) @ (b) {A} (¢) {z} mit z € I

Sind L, L; und Ly Sprachen zum Alphabet I, die von endlichen Automaten erkannt wer-
den, so werden auch die zusammengesetzten Sprachen Ly U Ls, LiLs und L* von endlichen
Automaten erkannt. Die dabei verwendeten Sprachoperationen sind die Vereinigung, die
Konkatenation (LiLs = {wjws | wy € Ly, wy € Ly}) und die Kleene-Hiille (L* = |J L

1€EN

mit L° = {\} und L' = L'L).

Bezeichnet L4y die Klasse aller Sprachen iiber dem Alph.z_ibet I, die von endlichen
Automaten erkannt werden, so hat £,yr() nach den obigen Uberlegungen folgende Ei-
genschaften:

(1) @, {)\}, {:c} € £AUT(I) firx €1,

(11) L,L17L2 € EAUT(]) lmphZIGI't L1 U LQ, LlLQ, L* e EAUT(]).
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Die kleinste Klasse Lrgq(ry von Sprachen mit diesen Eigenschaften sind die sogenannten
requldren Sprachen, die durch endlich-maliges Anwenden der Sprachoperationen in (ii),
beginnend mit den Sprachen in (i), entstehen. Die reguldren Sprachen sind also vollsténdig
modular aufgebaut. Insbesondere gilt: Lrrgry € Lavra)-

6.2 Endliche Automaten erkennen regulire Sprachen

Bemerkenswerterweise kann auch die Umkehrung nachgewiesen werden, so dass sich die
von endlichen Automaten erkannten Sprachen als reguldr erweisen und somit aus den
atomaren Sprachmoduln allein durch endlich viele Vereinigungen, Konkatenationen und
Kleene-Hiillen-Bildungen aufgebaut werden kénnen.

Theorem 2
Sei A= (Z,1,d, sy, F) ein endlicher Automat. Dann ist L(A) regulér.

Beweis.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann Z = {1,...,n} und sy = 1 angenommen
werden. Dann ist fiir i, € Z und k € N die Sprache Li-f ; aller Worter, die im Zustands-
graphen von ¢ nach j fithren, ohne zwischendurch Zusténde jenseits von k zu besuchen,
definiert als:

Li;={weI"|jed(i,w), d(iu) C{1,..., k} fiir alle u mit w = wv, w # u # \}.

Mit Induktion iiber £ kann gezeigt werden, dass Lﬁ ; fir alle 4,5 € Z und k € N regulir
ist.

[A: Fir k£ = 0 und ¢ # j enthélt Lﬁ ; die Eingaben, die direkt von ¢ nach j fiithren,
weil alle Zusténde jenseits von 0 liegen und deshalb nicht besucht werden diirfen.
Dh. LY; ={z €1|j € d(i,r)}. Diese Sprache ist entweder leer oder die endliche
Vereinigung von atomaren reguldren Sprachen und deshalb selbst regulér.

Fiir k = 0 und i = j gehdrt in jedem Fall noch A zur Sprache, d.h. LY, = {A}U{z €
I'|ied(i,z)}, was sich analog als regulér erweist, weil {\} reguléar ist.

IV: Als Induktionsvoraussetzung wird von der Regularitéit von Lf’ ; fir alle ¢ und j
ausgegangen.

IS:  Betrachte nun im Induktionsschluss Lﬁ;’l bzw. ein Element w daraus. Dieses Wort
induziert einen Weg von ¢ nach j im Zustandsgraph. Sei [y ---{, die durchlaufene
Sequenz von Zustdnden mit ¢ = ly und j = [,. Kommt der Zustand k£ + 1 gar nicht
inly---1,_; vor, so liegt w in Lﬁ i Ansonsten kommt der Zustand k& -+ 1 m-mal darin
vor mit 0 < m < p, so dass die Sequenz folgende Form hat:

lo-lpy 1 (K + Dlpygr - lpya (k1) - (B Dlpa - Ly,
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wobei p; < py < .-+ < p,, die Stellen sind, wo k + 1 auftritt. Insbesondere

kommt in den Abschnitten 1y -1, 1,0y 11 lpy—1,. .., lp, 41 1,1 der Zustand
k 4+ 1 nicht vor, sondern nur die Zustiande 1,..., k. Es stellt sich also heraus, dass
W = Wowy . . . w,, fir Worter wy € Lﬁkﬂ, Wiy .o W1 € L£+17k+1 und w,, € L’,jﬂ’j,

dhowe Lf (L ) Liyy ;- Damit ist gezeigt, dass
k+1 k k k «7k
sz C Li; U L (Liggy jrn) L -
Nach Definition von Lf’ ; gilt auch die umgekehrte Inklusion, so dass insgesamt
k+1 k k k «Tk
sz = Lz‘,j U Li,k+1(Lk+1,k+1) Lk+1,j

folgt. Nach Induktionsvoraussetzung sind L, Lﬁk w1 Ly gy und Lf +1,; reguldr,
so dass auch die Kleene-Hiille der dritten Sprache und die Konkatenation mit den
anderen beiden Sprachen sowie die Vereinigung mit der ersten Sprache regulér sind.

Also ist Lf;fl regulér, was zu zeigen war.

Die Sprachen Lﬁ ; sind also fiir alle ¢, j € Z und k € N regulér. Die von A erkannte Sprache

ist eine Vereinigung endlich vieler dieser Sprachen, denn es gilt L(A) = |J LT ;. Somit ist
jEF

auch L(A) regulédr, wie behauptet. O

6.3 Regulire Ausdriicke

Regulédre Ausdriicke sind, analog zu arithmetischen Ausdriicken, aus Konstanten, Opera-
tionen und Klammern aufgebaute Zeichenketten, die einen Wert beschreiben. Der Wert
soll in diesem Fall allerdings keine Zahl sein, sondern eine Sprache. Demzufolge miissen
die Konstanten moglichst einfache Sprachen repréasentieren und die Operationen miissen
es erlauben, aus diesen Sprachen komplexere zu bilden.

In der einen oder anderen Form diirften reguldre Ausdriicke den meisten schon einmal
iiber den Weg gelaufen sein, da sie in Editoren mit komfortablen Suchfunktionen und in
UNIX-Kommandos wie z.B. grep, find und sed Verwendung finden.

Sei I ein Alphabet mit lambda, empty,+, 0, %, (,) ¢ I. Die Menge REX (I) der reguliren
Ausdriicke tber I ist rekursiv definiert durch:
(i) empty, lambda € REX (1),
(i) 1 € REX(I) und
(iii) fir alle r,ry, 79 € REX(I) sind auch die Worter (ry + rg), (11 0 r2) und (r*) in
REX(I).
Jedem reguldren Ausdruck r iiber I wird wie folgt eine Sprache L(r) zugeordnet:
(i) L(empty) =0, L(lambda) = {\} und L(z) = {x} fiir alle x € I,
(ii) fiir alle r, 7,70 € REX(I) sei
(1) L((ry +72)) = L(r1) U L(r2),
(2) L((ryore)) = L(r1)L(ry) = {wiwsy | wy € L(ry), we € L(ry)} und
(3) L((r*)) = L(r)* ={wy - -w, | wy,...,w, € L(r), n € N}.

25



Bemerkungen

1. Nach der Interpretation reguldrer Ausdriicke steht + fiir die Vereinigung zweier
Sprachen, o fiir deren Konkatenation und x fiir die Iteration einer Sprache. Die Ver-
wendung der Symbole + und o fiir Vereinigung und Konkatenation hat einen guten
Grund: Abstrakt gesehen, verhalten sich diese Operationen wie Addition und Mul-
tiplikation (genauer gesagt, die Menge der Worter bildet mit diesen Operationen
einen Semiring). Dabei ist () das neutrale Element der Addition (die “Null”) und
{A} ist das der Multiplikation (die “Eins”). Wie gewohnt ergibt die Multiplikation
mit Null immer Null: )L = # = L{. Beide Operationen sind offenbar assoziativ,
aber nur die Vereinigung ist auch kommutativ, denn L, L, ist natiirlich im allgemei-
nen nicht dasselbe wie LyL;. Wie man sich leicht {iberzeugen kann, gelten auch die
Distributivgesetze: L(L; U Ly) = LLy U LLy und (Ly U Ly)L = L1 L U Ly L. Damit
sind alle Zutaten beisammen, die man fiir einen Semiring benétigt (zu einem “ech-
ten” Ring fehlen die inversen Elemente beziiglich der Addition). Ubrigens hat auch
der Kleene-Stern einige interessante Figenschaften. Insbesondere ist er idempotent,
L** = L*, was praktisch direkt aus der Definition folgt.

2. Um regulére Ausdriicke iibersichtlicher zu machen, wird {iblicherweise von der Kon-
vention Gebrauch gemacht, dass * stédrker bindet als o und dies wiederum stérker
als +. Klammern, die nach dieser Konvention (oder der Assoziativitdt von + und
o) zur Vermeidung von Mehrdeutigkeiten unnétig sind, konnen weggelassen werden.
Auflerdem ldsst man das Symbol o oft weg, analog zur Schreibweise bei arithmeti-
schen Ausdriicken, wo man ja auch oft zy fiir z - y schreibt. Demnach kann man
beispielsweise statt (((a o b)*) o (co (c¢*))) auch kurz (ab)*cc* schreiben.

3. Gelegentlich wird in der Literatur ein reguldrer Ausdruck r angegeben, wenn eigent-
lich L(r) gemeint ist, sofern dies aus dem Kontext gentigend klar hervorgeht. Dies
sollte aber nicht dariiber hinwegtduschen, dass r und L(r) zwei grundverschiedene
Dinge sind: 7 ist eine Zeichenkette, wiahrend L(r) eine Sprache ist.

Aus der Definition der reguldren Ausdriicke und ihrer Interpretation sowie der Definition
der reguldren Sprachen folgt unmittelbar, dass eine Sprache L. C [* genau dann regulér
ist, wenn es einen reguléren Ausdruck r € REX (I) mit L = L(r) gibt. Regulédre Ausdriicke
stellen somit einen weiteren Formalismus neben endlichen Automaten dar, um regulére
Sprachen zu spezifizieren. Formal gilt:

Lrecay = Lavra) = Lrex(1),

wobei Lrpxy = {L(r) | € REX(I)} alle durch Interpretation der reguldren Ausdriicke
iiber I erhaltenen Sprachen enthélt.
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7 Pumping-Lemma fiir erkannte Sprachen

Endliche Automaten haben als Modellierungskonzept viele brauchbare Figen-
schaften: Ihre Sprache lisst sich schnell erkennen, sie besitzen neben der gra-
phisch-visuellen auch eine textuell-kompositionelle Beschreibung, und sie er-
lauben automatische Korrektheitsbeweise. Sie wdren ein ideales Modellierungs-
instrument, wenn es nicht vieles Interessante gdbe, was mit thnen nicht model-
liert werden kann. Um das einsehen zu konnen, soll zundchst eine Eigenschaft
aller von endlichen Automaten erkannten Sprachen bewiesen werden. Wenn es
eine Sprache gibt, die diese Figenschaft nicht hat, so gibt es demnach keinen
endlichen Automaten, der sie erkennt.

Es wird ein Pumping Lemma gezeigt, das aussagt, dass geniigend lange Worter einer
von einem endlichen Automaten erkannten Sprache ein Teilwort besitzen, das beliebig oft
wiederholt werden kann, ohne dass man dabei die Sprache verlésst.

Theorem 3 (Erstes Pumping-Lemma)
Sei L eine von einem endlichen Automaten erkannte Sprache.

Dann existiert eine natiirliche Zahl p € N derart, dass jedes Wort w € L mit length(w) > p
zerlegt werden kann in drei Teilwérter w = xyz mit length(xy) < p und length(y) > 0
und dass xy'z € L ist fiir alle i > 0.

Beweis.

Nach Voraussetzung existiert ein Automat A = (Z, [,d, so, F'), der L erkennt. Wéhle dann
p als Anzahl der Zustidnde von A (p = #Z). Gibt man nun ein Wort w = zy---z, € L
(x; € I) mit n > p in A ein, so erhélt man durch buchstabenweises Abarbeiten eine Folge
So - - Sp von Zusténden mit der Eigenschaft

S; € d(Sifl,I‘i) fir i = 1, o, .

Wegen n > p gibt es unter den ersten p+1 Zusténden s, ..., s, zwei gleiche, etwa s; = s,
mit 0 < j < k < p. Das liefert die gewiinschte Zerlegung von w, denn mit z = x; - - - z;
kommt man von sy nach s;, mit y = x4, - -2, von s; nach s, = s;, was man dann aber
auch immer wiederholen oder auslassen kann, und von s, gelangt man mit z = xgy 1 --- 2,
nach s, € F. Insgesamt erreicht man also mit den Wértern xy’z fiir 1 > 0 von sy den
Endzustand s,,. Das aber bedeutet gerade zy'z € L, wie behauptet.

Nach Konstruktion ist length(zy) = k < p und length(y) = k — j > 0. O

Beispiel: Anwendung des Pumping-Lemmas

1. Das Pumping-Lemma kann benutzt werden, um zu zeigen, dass eine Sprache von
keinem endlichen Automaten erkannt wird.
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Betrachte die Sprache Lpggnee = {a"b" | n € N}. Angenommen, sie wird von einem
endlichen Automaten erkannt. Sei dann p € N die Konstante aus dem Pumping-
Lemma, und wihle w = aPb? € Ljgance.- Nach dem Pumping-Lemma kann w in
drei Teilworter w = xyz mit length(zy) < p und y # A zerlegt werden, so dass
2Y'2 € Lpgianee fiir alle i € N. Das Teilwort y liegt somit in der ersten Hilfte von w,
d.h. y = d” fiir ein & > 0. Dies kann nicht sein, denn 2y°z = zz = a?~*b? ¢ Liaiance
fiir & # 0. Also gibt es keine Zerlegung von w mit den geforderten Eigenschaften,
was bedeutet, dass die Annahme falsch gewesen sein muss.

. Analog kann gezeigt werden, dass die Sprache L' = {w € {a,b}* | count,(w) =
county(w)} von keinem endlichen Automaten erkannt werden kann. Intuitiv liegt
das daran, dass beim Abarbeiten eines Eingabewortes eine beliebig grofie Differenz
zwischen der Anzahl der gelesenen a’s und der der b’s entstehen kann, aber in den
endlich vielen Zusténden eines endlichen Automaten kann maximal nur eine be-
schrankt grofle Differenz gespeichert werden.
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8 Syntax von Programmiersprachen und Syntax-
analyse

Mit Hilfe des Pumping Lemmas wurde im vorigen Abschnitt gezeigt, dass schon einfach-
ste Klammerstrukturen mit n éffnenden Klammern (reprisentiert durch a) gefolgt von
n schlieffenden Klammern (reprdsentiert durch b) fir beliebige n € N nicht von endli-
chen Automaten erkannt werden kénnen. Das ist auch anschaulich klar. Denn beim Lesen
von links nach rechts kann sich ein endlicher Automat mit seiner beschrinkten Zahl von
Zustinden nur beschrdankt viele dffnende Klammern merken, wdhrend das Eingabewort
beliebig viele enthalten kann, so dass spdter kein Vergleich mehr mit der Zahl der schlie-
Benden Klammern mdglich ist. Da Klammerstrukturen in praktisch allen Programmier-
sprachen vielfdiltig vorkommen, fiir die dann eine analoge Beweisfiihrung mdglich ist wie
fir die einfachen Klammerstrukturen, stellt sich heraus, dass Programme von Program-
miersprachen in der Regel nicht durch endliche Automaten erkannt werden kénnen.

Wer ein Programm in einer Programmiersprache X schreiben mochte, wahlt sich hiufig
einen Texteditor Y aus und erstellt mit dessen Hilfe eine bestimmte Zeichenkette, die
dann als Eingabe fiir den Compiler von X dient. Dies ist in Abbildung 5 skizziert.

Zeichenkette Tiel
Texteditor Compiler teiprogramim
als Quellprogramm

Abbildung 5: Erstellung eines Programms

Man kann nicht erwarten, dass jeder Text, der mit dem Editor Y entstehen kann, bereits
ein Programm in X ist. Denn mit einem Texteditor lassen sich in der Regel beliebi-
ge Zeichenketten aufbauen, wihrend ein Programm eine bestimmte Form haben muss.
Zeichenketten jedoch, die keine Programme sind, wird der Compiler als uniibersetzbar
zuriickweisen. Woher weifl aber eine Programmiererin oder ein Programmierer, wie die
Zeichenkette aussehen muss, um ein Programm zu sein? Wie findet der Compiler heraus,
ob irgendeine Zeichenkette ein {ibersetzbares Programm darstellt?

Die Form von Programmen einer Programmiersprache wird durch ihre Syntax festgelegt.
Die Syntaxdefinition macht meist &uflerst restriktive Vorschriften iiber die Anordnung
und Plazierung von Zeichen, damit eine Zeichenkette ein syntaktisch richtiges Programm
ist. Eine Person, die ein Programm mit Hilfe eines Texteditors erstellen will, sollte die
Syntax recht gut kennen, weil andernfalls sicherlich haufig Syntaxfehler auftreten. Der
Compiler dagegen iibersetzt die eingegebene Zeichenkette in ein Zielprogamm, falls die
Eingabe ein syntaktisch korrekt gebildetes Programm ist. Um das festzustellen, besitzen
Compiler eine Syntaxanalyse-Komponente, die diese Aufgabe iibernimmt.

Bei der Syntaxanalyse wird fiir eingegebene Zeichenketten untersucht, ob sie Programme
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sind oder nicht. Im positiven Fall wird auflerdem der syntaktische Aufbau ermittelt, weil
diese Information bei der weiteren Ubersetzung maBgeblich genutzt wird. Im negativen
Fall werden meist noch Hinweise auf Syntaxfehler gegeben. Die Trennung in “richtige” und
“falsche” Zeichenketten ist in der Regel das entscheidende algorithmische Problem, weil
bei der Losung die zusétzlichen Informationen ohne allzu grole Miihe nebenbei gewonnen
werden kdnnen.

Die syntaktisch richtigen Programme einer Programmiersprache bilden als Menge von
Zeichenketten eine “formale Sprache”. Solche Zeichenkettenmengen sind Gegenstand der
Untersuchung in der Theorie formaler Sprachen, die Konzepte fiir die syntaktische Defi-
nition formaler Sprachen bereitstellt und Methoden liefert, um die Eigenschaften forma-
ler Sprachen analysieren zu kénnen. Zu den wichtigsten Anwendungsfeldern der Theorie
formaler Sprachen gehéren die Syntaxdefinition von Programmiersprachen und die Syn-
taxanalyse. Die Schliisselfrage der Syntaxanalyse, ob eine Zeichenkette ein Programm ist
oder nicht, wird auch Wortproblem genannt. Betrachtet man die Menge aller richtigen
Programme als formale Sprache, dann besteht das Problem darin, ob eine Zeichenkette in
der Sprache liegt oder nicht. Da die Losung des Wortproblems eine zentrale Rolle bei der
Implementierung von Programmiersprachen spielt, aber keineswegs immer auf der Hand
liegt, zieht sich die Behandlung des Wortproblems wie ein roter Faden durch die Theorie
formaler Sprachen.

Aber erst einmal zuriick zur Syntaxdefinition. Eine grundlegende Weise, formale Sprachen,
einschlieBlich Programmiersprachen, zu spezifizieren, besteht darin, die iibliche Art der
Begriffsbildung (unter dem und dem versteht man das und das) in formalisierter Form zu
nutzen. Einem zu definierenden, also noch undefinierten, syntaktischen Konstrukt wird
ein definierender Ausdruck zugeordnet. Beides zusammen bildet eine Syntaxregel, das
(noch) Undefinierte wird linke, das Definierende rechte Regelseite genannt. Der definie-
rende Ausdruck der rechten Seite ist eine Zeichenkette, die rekursiv auch wieder unde-
finierte Konstrukte enthalten darf. Ist das noch Undefinierte der linken Seite durch ein
einziges Zeichen dargestellt, spricht man von einer kontextfreien Regel. Die Syntaxdefini-
tion einer Programmiersprache besteht in einem ersten Anlauf meist in der Angabe von
kontextfreien Regeln, die dann spater um Syntaxteile ergénzt werden, die sich nicht durch
kontextfreie Regeln ausdriicken lassen.

Der kontextfreie Anteil der Syntax von Programmiersprachen wird héufig in der soge-
nannten Backus-Naur-Form geschrieben, wobei die kontextfreien Regeln als linke Seiten
nichtterminale Zeichen, die zu definierende syntaktische Konstrukte der Sprache benen-
nen, und als rechte Seiten Zeichenketten aus terminalen und nichtterminalen Zeichen
besitzen. Die rechten Seiten zur selben linken Seite werden als Alternativen nebeneinan-
dergestellt, durch einen senkrechten Strich voneinander getrennt. Linke und rechte Seiten

werden durch das Trennzeichen “::=" auseinandergehalten. Nichtterminale Zeichen sind
in spitze Klammern eingeschlossen.

Fiir die Beschreibung der Form von Programmen — oder wie man auch sagt: ihrer Syntax —
werden also andere Mittel gebraucht. Sehr héufig werden dafiir kontextfreie Grammatiken
verwendet, die in &hnlicher Form auch fiir die grammatikalische Beschreibung natiirlicher
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Sprachen eingesetzt werden. In diesem Abschnitt werden solche Grammatiken motiviert
und informell eingefiihrt. Die formale Behandlung folgt dann in den folgenden Abschnit-
ten.

Um das Prinzip zu illustrieren, sollen Boolesche Ausdriicke einfacher Art beschrieben wer-
den. Ein solcher Ausdruck kann eine der Booleschen Konstanten true oder false sein, eine
Boolesche Variable, ein negierter Boolescher Ausdruck oder die Komposition zweier Boo-
lescher Ausdriicke durch einen Booleschen Operator. In den beiden letzten Féllen werden
jeweils Klammern verwendet, damit Anfang und Ende der Ausdriicke eindeutig festgelegt
sind. Neben den zu definierenden Ausdriicken sind auch die Variablen ein syntaktisches
Konstrukt, das definiert werden muss. Der Einfachheit halber geschieht das durch jeweils
ein "b" gefolgt von einer Ziffernfolge. Desweiteren sind Boolesche Operatoren und Ziffern-
folge sowie Ziffern als syntaktische Konstrukte eingefiihrt und definiert. Die folgenden
Syntaxregeln reflektieren die verbale Beschreibung;:

< boolexp >::= true | false | < var > |

(= < boolexpr >) | (< boolexpr >< boolop >< boolexpr >)
< boolop >:=N |V |=| &

< wvar >:=b < cipherseq >

< cipherseq >::=< cipher > | < cipher >< cipherseq >
< cipher >:=0|1[2|3|4|5]6]7]8]9

Die Regeln kénnen zum Aufbau syntaktisch korrekter Boolescher Ausdriicke benutzt wer-
den, indem mit dem nichtterminalen Zeichen < boolexpr > begonnen und dann nach und
nach in den aktuellen Zeichenketten je ein nichtterminales Zeichen durch eine zugehorige
rechte Regelseite ersetzt wird, bis keine nichtterminalen Zeichen mehr vorkommen. Ein
Beispiel dafiir ist:

< boolexp >— (< boolexpr >< boloop >< boolexpr >)

< boolexpr > < < boolexpr >)

< boolexpr > < true)

(< boolexpr >< boloop >< boolexpr >) < true)
(< boolexpr > V < boolexpr >) < true)

(< boolexpr >V (= < boolexpr >)) < true)
(<war >V (= < boolexpr >)) < true)

(<wvar >V (= <wvar >)) < true)

(b < cipherseq >V (= < wvar >)) < true)

(b < cipherseq >V (= b < cipherseq >)) < true)
(b < cipher >V (= b < cipherseq >)) < true)

(b < cipher >V (= b < cipher >)) < true)

(b < cipher >V (= b0)) < true)

(

(
— (
— (
(
(
(
(
(
(
(
(
E
(bOV (=b0)) < true)

e

Wie dieses Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten lassen sich alle Booleschen Ausdriicke
mit Hilfe der Regeln herleiten.
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9 Kontextfreie Grammatiken

Die im vorigen Abschnitt erldauterte Art, Zeichenketten einer bestimmten Form durch
Syntaxregeln festzulegen, wird hier mit dem Konzept kontextfreier Grammatiken und
ihrer erzeugten Sprachen formal definiert.

9.1 Definition kontextfreier Grammatiken

Eine kontextfreie Grammatik besteht aus endlich vielen Regeln, die in der Literatur oft
auch Produktionen genannt werden. Eine kontextfreie Regel hat die Form A ::= wu, wobei
A ein nichtterminales Zeichen ist und u ein Wort, das aus nichtterminalen und terminalen
Zeichen zusammengesetzt sein kann. Auflerdem gibt es ein nichtterminales Startsymbol.

1. Eine kontextfreie Grammatik ist ein System G = (N, T, P, S), wobei N eine Menge
nichtterminaler Zeichen, T' eine Menge terminaler Zeichen, P eine endliche Menge
kontextfreier Produktionen und S € N ein Startsymbol ist. Dabei ist eine kontext-
freie Produktion (Regel) ein Paar (A,u) € N x (N UT)* das meist als A:=u
geschrieben wird.

2. Das Zeichen A wird linke Seite, die Zeichenkette u rechte Seite von p genannt.

Zur Abkiirzung konnen mehrere Produktionen A::=wq,..., Au=u; (kK > 2) mit
derselben linken Seite zu A::=wuy | --- | u zusammengefasst werden.

Soweit nichts anderes gesagt wird, nimmt man an, dass kein nichtterminales Zeichen
gleichzeitig terminal ist, d.h. NNT = ().

9.2 Ableitungsprozess

Produktionen werden auf Zeichenketten angewendet indem man in einer Zeichenkette ein
Zeichen sucht, das die linke Seite einer Produktion ist, und es durch die rechte Seite
ersetzt.

1. Seien w,w', z,y,u,v € (N UT)*. Dann wird w’ aus w direkt durch Anwendung der
Produktion p = (A::=wu) abgeleitet, falls w = xAy und w’ = zuy. In diesem Falle
wird w — w’ geschrieben.

P

Die Anwendung einer Produktion wird direkte Ableitung genannt. Ist P eine Menge
von Produktionen und p € P, so kann man statt w — w’ auch w — w’ schreiben.

p
2. Die Iteration direkter Ableitungen ergibt das Konzept der Ableitung:

Wy —> W] — -+ - — W,
p1 p2 Pn

fir wo,...,w, € (N UT)" und Produktionen pi,...,p, (n > 1). Stammen alle
angewendeten Produktionen aus P, so kann man die obige Ableitung auch schreiben
als wy T Wa oder wy % w,. Fiir manche Zwecke ist es sinnvoll, auch Null-

ableitungen zuzulassen: w %w fir alle w € (N UT)*. Statt w %w’ firn e N
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darf auch w %w’ geschrieben werden. Auflerdem kann man bei Ableitungen und

direkten Ableitungen das Subskript P weglassen, wenn die Produktionsmenge aus
dem Kontext klar ist.

9.3 Erzeugte Sprache

Der Ableitungsprozess bildet die operationelle Semantik, die durch eine Produktionsmen-
ge syntaktisch beschrieben ist. Betrachtet man diejenigen Zeichenketten, die aus dem
Startsymbol einer kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) ableitbar sind und nur aus
terminalen Zeichen bestehen, so erhidlt man auf der Basis des Ableitungsprozesses eine
erzeugte Sprache.

Sei G = (N,T,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann enthélt die von G erzeugte
Sprache alle mit Produktionen in P aus dem Startsymbol S ableitbaren terminalen Zei-
chenketten:

L(G) ={weT*| S%w}.

Auf diese Weise stellen kontextfreie Grammatiken ein syntaktisches Instrument dar, um
formale Sprachen zu spezifizieren, die dann entsprechend konteztfreie Sprachen genannnt
werden. Ausfithrliche Darstellungen von kontextfreien Grammatiken findet man in prak-
tisch jedem Buch iiber formale Sprachen (siehe auch Kapitel 20 iiber Anmerkungen zur
Literatur).

9.4 Beispiele

1. Mit der Produktion S'::=aS lasst sich das Zeichen a hochzahlen:
S —aS —a’S— - —a"S.

Entsprechend kann man mit S::=a*S (k € N) ein Vielfaches von k hochziihlen.
Terminieren ldsst sich dieser Vorgang mit S ::= A\, so dass

L(({S}, {a}, {S==a"S | A}, 8)) = {a"* | n € N}.

2. Auch das getrennte Z#hlen zweier (bzw. mehrerer) Grofien ist kein Problem. Sei
T, =A{a,...,a;} (I > 1), Ny = {StU{A,..., A4} und P, = {S=:=A;--- A} U
{A;i=aqA; | i=1,.. ., JU{A;==)\|i=1,... 1}

Dann gilt:
L((N,,T;, B, S)) ={a---a) |n; > 0,i=1,...,1}.

3. Fast genauso einfach ist es, zwei Grolen gleichzeitig hochzuzéhlen:
L(({5},{a, b}, {S==aSb | A}, 5)) = {a"b" | n € N}.

Es erweist sich also als ausgesprochen einfach, Klammerausdriicke, an denen endliche
Automaten scheitern, durch eine kontextfreie Grammatik zu spezifizieren.
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4. Auch kompliziertere Klammerausdriicke mit mehreren Klammern, die nicht nur in-
einander, sondern auch nebeneinander gesetzt werden kénnen, wie das in Program-
miersprachen iiblich ist, lassen sich kontextfrei spezifizieren.

Seien (aq,b1), ..., (ax, by) k Klammerpaare und Tyraerer = {a1, ... ar} U {b1, ..., bi}.
Dann erzeugt die kontextfreie Grammatik Gyrucrer = ({S}, Thrackets Poracket, S) mit
den Produktionen

S:SS|aZbZ|aZSbZ furz:l,,k

alle Klammerstrukturen mit den gegebenen Klammerpaaren.
Fiir die Klammerpaare [,] und <, > lésst sich beispielsweise folgende Struktur ab-
leiten:

S — 88— S[S] =< §>[S] =< SS>[S] =< [|S >[5 —
<[§>[<>] =<l > [<>]
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10 Ubersetzung endlicher Automaten in rechtslineare
Grammatiken

Kontextfreie Grammatiken kénnen nicht nur Sprachen erzeugen, die endliche Automa-
ten nicht erkennen, sondern stellen selbst eine Verallgemeinerung endlicher Automaten
dar. Genauer gesagt, lisst sich ein Ubersetzer von endlichen Automaten in kontextfreie
Grammatiken angegeben, bei dem im Prinzip nur die Zustandsiiberfiihrung in Regelform
umgewandelt wird. Es wird gezeigt, dass der Ubersetzer korrekt ist, d.h. dass der einge-
gebene Automat die Sprache erkennt, die die ausgegebene Grammatik erzeugt.

Die bei der Ubersetzung entstehenden Regeln haben eine spezielle Form, die rechtslinear

genannt wird.

Theorem 4
Sei A = (Z,1,d, s, F) ein endlicher Automat. Dann wird durch GRA(A) = (Z, 1, Pa, s¢)
mit

Py={su=uas|s ed(s,2)}U{s"=:=X]|s" € F}

eine rechtslineare Grammatik konstruiert, so dass gilt: L(A) = L(GRA(A)).

Diese Ubersetzung (einschlieBlich der semantischen Vertriiglichkeit) lisst sich mit dem
Diagramm in Abbildung 6 illustrieren.

A translator GRA(A)
recognizer generator
L(A) = L(GRA(A))

Abbildung 6: Korrekte Ubersetzung endlicher Automaten in rechtslineare Grammatiken

Beweis.

Da GRA(A) offensichtlich eine rechtslineare Grammatik ist, muss nur die
Sprachgleichheit gezeigt werden. Dazu wird ein Zusammenhang zwischen der fortgesetz-
ten Zustandsiiberfihrung von A und den Ableitungen von GRA(A) im anschliefenden
Lemma 5 hergestellt. Die behauptete Sprachgleichheit folgt dann vergleichsweise einfach:

w € L(A) bedeutet d*(sg,w)NF # (), d.h. es gibt einen Zustand s’ € F mit s’ € d*(sg, w).
Nach Definition der Regeln und Lemma 5 ist das gleichbedeutend zu s’ :: =\ € P, und

sg — ws’. Daraus ldsst sich die Ableitung sg — ws’ — wA = w zusammensetzen. Die
Py Py slu=A

Ableitung s % w liefert aber gerade w € L(GRA(A)).
A
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Umgekehrt zerfillt eine Ableitung der Form sy — w immer in Ableitungen so — ws’

PA PA
und ws’ oW weil das die einzige Mo6glichkeit zum Terminieren ist. Damit ldsst sich
s =
die gesamte Uberlegung auch umdrehen. O
Lemma 5

Seien A und GRA(A) wie in Theorem 4.
Dann gilt fiir alle s,s' € Z und w € [*: s %ws' gdw. s' € d*(s,w).

A

Beweis (mit Induktion iiber die Linge von w).

[A (fir w=\):

IV:

s% A =¢ gdw. s = gdw. s’ € {s} =d*(s, N),
A

wobei in der zweiten Aquivalenz die Definition von d* ausgenutzt wird und bei der
ersten die Tatsache, dass jede Regelanwendung in GRA(A) ein terminales Zeichen
erzeugt oder das nichtterminale 16scht.

Die Behauptung gelte fiir w € I*.

IS (fiir we mit w € I* und z € I):

Eine Ableitung der Form s %wxs’ zerfallt immer in zwei Ableitungen der Form
A

* _ — . — . .
s— ws§ und ws — wzs’, weil nur Regeln der Form 5::=xs" Worter verlangern
Py su=uxs’

und weil das nur am rechten Ende geschehen kann. Nach der Induktionsvorausset-
zung korrespondiert die Ableitung s PL> ws zu § € d*(s,w). Die im Ableitungsschritt
A

angewendete Regel korrespondiert zu s’ € d(s, x). Beides zusammen bedeutet nach

Definition von d* gerade ' € |J d(t,z) = d*(s, wz). 0
ted* (s,w)

36



11 Kellerautomaten

Die Erkennung von Sprachen durch endliche Automaten ist angemessen schnell, aber in
ihrem Anwendungsspektrum ziemlich eingeschrénkt, weil ein endlicher Automat wéhrend
des Abarbeitens eines Eingabewortes nur eine beschriankte Zahl von Informationen spei-
chern kann, die durch die Zustdnde vorgegeben ist. Insbesondere kann nur bis zu einer
Schranke gezdhlt werden, und nur beschrinkte Abschnitte des Eingabewortes kénnen fiir
spatere Vergleiche aufgehoben werden. Um dagegen eine Sprache wie

Lbalance = {anbn | n e N}
zu erkennen, muss man unbeschrénkt zéhlen kénnen. Oder um das Wortproblem von
Lpaiindrom = {w € T™ | w = trans(w) }

zu l6sen, ist es notig, die erste Hélfte des Wortes zwischenzuspeichern, damit sie mit der
zweiten Hilfte des Wortes verglichen werden kann.!

Um die Technik des Erkennens endlicher Automaten beibehalten zu konnen, aber gleich-
zeitig auch in der Lage zu sein, mitzuzdhlen und sich beliebige Teile des gelesenen Wortes
zu merken, werden die endlichen Automaten um einen Keller (Stapel, stack) als zweites
Speichermedium erweitert. Fin Zustandsiibergang wird dann auch vom obersten Keller-
symbol abhéngig gemacht, das dabei durch eine Sequenz von Kellersymbolen ersetzbar
ist. Auf dem Keller werden in jedem Schritt also eine POP-Operation sowie eine Folge
von PUSH-Operationen ausgefiihrt, die auch leer sein kann. Auflerdem werden noch —
anders als bei endlichen Automaten geméafl Abschnitt 3.1 — Zustandsiibergénge erlaubt,
bei denen kein Eingabesymbol gelesen wird.

11.1 Konzept des Kellerautomaten

Das Modell des Kellerautomaten formalisiert diese Beschreibung. Die Arbeitsweise des
Kellerautomaten wird durch fortgesetzte Ubergiinge zwischen Konfigurationen beschrie-
ben, wobei eine Konfiguration den aktuellen Zustand, das noch zu lesende Eingabe-
wort und ein aktuelles Kellerwort umfasst. Einzelne Ubergénge sind durch die Zustands-
iiberfithrung festgelegt. Ziel ist es, eine Anfangskonfiguration mit Anfangszustand, dem
vollstdndigen Eingabewort und dem initialen Kellersymbol als Startkeller in eine Endkon-
figuration zu iiberfithren, bei der der aktuelle Zustand ein Endzustand und die Eingabe
vollsténdig gelesen ist. Wenn das gelingt, ist das Eingabewort vom Kellerautomaten er-
kannt.

1. Ein Kellerautomat ist ein System K = (Z,1,C,d, sq, F, ¢y) mit einer endlichen Men-
ge Z von Zustinden, einem endlichen Alphabet I von FEingaben, einem endlichen

!'Dabei wird vorausgesetzt, dass das Eingabewort nur einmal von links nach rechts gelesen werden
kann.
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Alphabet C' von Kellersymbolen, einer Zustandsiiberfihrung d, die jedem Zustand
s, jeder Eingabe x und jedem Kellersymbol ¢ eine Menge von Paaren aus Zustéinden
und Kellerwortern d(s, z,c) C Z x C* sowie jedem Zustand s und jedem Kellersym-
bol ¢ eine entsprechende Menge d(s, —, ¢) C Z x C* zuordnet, einem Anfangszustand
sg € Z, einer Menge von Endzustinden F' C Z und einem initialen Kellersymbol cg.
. Ein Kellerautomat lasst sich dhnlich einem endlichen Automaten graphisch dar-
stellen. Unterschiedlich ist lediglich die Beschriftung der Kanten, wie Abbildung 7
illustriert.

TCc— « —c—
S > S/ S > S/

fir (s',a) € d(s,z,c) fir (s',a) € d(s, —, ¢)

Abbildung 7: Kantenbeschriftungen bei Kellerautomaten

. Eine Konfiguration (s,v,) besteht aus einem Zustand s € Z, einem Eingabewort
v € I und einem Kellerwort v € C*. Fir w € I* ist (sg,w,cy) die Anfangskon-
figuration von w. Und (s”, \,v) wird Endkonfiguration genannt, falls s” € F (bei
beliebigem Kellerwort 7).

Falls (s, a) € d(s,z,c), so hat die Konfiguration (s, zv,cy) die Folgekonfiguration
(s',v,a); falls (s, ) € d(s,—,c), so hat die Konfiguration (s, v, ¢y) die Folgekon-
figuration (s',v, ay).

Ist con’ eine Folgekonfiguration von con, so schreibt man dafiir auch con —— con’.
Eine Folge von n solchen direkten Ubergéingen

con = cong - cony}— ---+— con,, = con’

(fiir n € N) kann durch con |- con’ oder con |- con’ abgekiirzt werden.

. Ein Wort w € I* wird von K erkannt, falls die Anfangskonfiguration von w in
eine Endkonfiguration {iberfithrbar ist, d.h. es existieren s” € F und v € C* mit
(S0, w, co) (5", A\, 7).

Die Menge aller von K erkannten Worter bildet die erkannte Sprache L(K).

11.2 Deterministische Kellerautomaten

Bei einem Kellerautomaten kann eine Konfiguration mehrere Folgekonfigurationen haben,
so dass das Erkennungsverfahren nichtdeterministisch ist. Es wird deterministisch, wenn es
jeweils hochstens eine Folgekonfiguration gibt, was offenbar fiir folgende Kellerautomaten

Ein Kellerautomat K = (Z,1,C,d, so, F, ¢o) ist deterministisch, wenn fiir jedes s € Z und
¢ € C die Mengen d(s,z,c) fir alle z € I und d(s, —, c) leer oder einelementig sind und
d(s,—,c) hochstens dann nicht leer ist, wenn alle d(s, z, ¢) leer sind.
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Ohne Beweis sei angemerkt, dass es nicht moglich ist, zu jedem Kellerautomaten einen
deterministischen Kellerautomaten zu konstruieren, der dieselbe Sprache erkennt. So gibt
es z.B. einen Kellerautomaten, der die Sprache Loy = {wtrans(w) | w € {a,b}*}
erkennt, aber keinen deterministischen Kellerautomaten.

Ebenfalls ohne Beweis sei festgehalten, dass deterministische Kellerautomaten das Wort-
problem ihrer erkannten Sprachen wie endliche Automaten in linearer Zeit 16sen, d.h. die
Zahl der Berechnungsschritte ist proportional zur Lange der Eingabeworter. Deshalb wird
in der Praxis des Compilerbaus in der Regel versucht, die Syntaxanalyse von Programmier-
sprachen mit Hilfe von deterministischen Kellerautomaten oder &hnlich funktionierenden
Verfahren zu bewerkstelligen.

11.3 Beispiel: Regulire Ausdriicke

Regulére Ausdriicke iiber I (vgl. Abschnitt 6.3) werden von dem in Abbildung 8 dargestell-
ten deterministischen Automaten erkannt (wobei y € IU{empty, lambda}, ¢ € {op, br,co}
und @ € {+,0}).

Ysico — A

(;c0 — opco )ico — A

);br — A

(;¢c—opbre

*iop — A

Abbildung 8: Ein deterministischer Kellerautomat, der REX (I) erkennt
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Durch folgende Konfigurationsfolge wird der Ausdruck (((z+empty)*)olambda) als regulir
erkannt:

(so, (((x + empty)*) o lambda), Co)
— (s1, ((z + empty)*) o lambda), op ¢o)
— (s1, (x4 empty)*) o lambda), op br op ¢y)
(81, x + empty)*) o lambda), op br op br op cy)
(s, + empty)*) o lambda), op br op br op cy)
— (s, empty)*) o lambda),  bropbropcy)
— (2, )*) o lambda),  bropbropco)
(2, *) o lambda), op br op ¢y)
— (s, ) o lambda), br op co)
— (s, o lambda), op o)
(81, lambda), o)
(82, ), co)
— (OK, A, )

Die folgende Konfigurationsfolge zeigt, dass der Ausdruck ((x 4 empty)*) o lambda) nicht

regulér ist:

*

o lambda), bropcy
o lambda), bropcy
o lambda), op ¢
S9, o lambda),
(OK, o lambda),

»
—

empty

*

S0, ((z+ empty)*) o lambda), o
s1, (z+ empty)*) o lambda), op ¢
s1, x4+ empty)*) o lambda), op br op g
) , op br op ¢y
)
)

*

( ) )
( ) )
( ) )
(s2, + empty)*) o lambda)
( ) )
( ) )
( ) )
( ) )

e}
=

TTTTITTT

Denn die letzte Konfiguration besitzt keine Folgekonfiguration, ist aber auch keine End-
konfiguration.
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12 Von kontextfreien Grammatiken zu Kellerauto-
maten

Kontextfreie Grammatiken haben nur Regeln, deren linke Seiten einzelne nichttermina-
le Zeichen sind. Da die Syntax von Programmiersprachen iiblicherweise mit Hilfe solcher
Regeln definiert wird, sind kontextfreie Grammatiken und die Lésung ihres Wortproblems
besonders interessant. Es trifft sich deshalb gut, dass kontextfreie Grammatiken korrekt in
Kellerautomaten iibersetzt werden kénnen. Dabei bedeutet Korrektheit, dass jede eingege-
bene Grammatik dieselbe Sprache erzeugt wie der aus der Eingabe konstruierte Automat
erkennt. Der konstruierte Automat 16st also das Wortproblem der Eingabegrammatik. Da
Kellerautomaten im allgemeinen nichtdeterministisch arbeiten, ist diese Losung jedoch
nicht polynomiell (wenn man den Nichtdeterminismus z.B. durch Breitensuche vermei-
det). Leider ldsst sich im Gegensatz zu endlichen Automaten nicht jeder Kellerautomat
in einen deterministischen umbauen, ohne dass sich die erkannte Sprache &ndert.

12.1 Der Ubersetzer

Zu jeder kontextfreien Grammatik wird ein Kellerautomat konstruiert, in dessen Keller
praktisch der Ableitungsprozess der Eingabegrammatik ablauft. Sonstige Zustandsiiber-
giange dienen lediglich dem richtigen Starten und Halten.

Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik und co,cox ¢ N UT. Dann ist der
zugehorige Kellerautomat PDA(G) ? gegeben durch:

PDA(G) = ({s0, OK}, T, NUT U{co, cok },dc, S0, { OK }, co)

d (80, -, CQ) = {(80, SCOK)},

dg(so, — A) = {(so,u) | An=u € P},

dg(so, z,z) = {(so, )} fiir alle x € T und

dg(SQ, —y COK) = {(OK, )\)}

Der konstruierte Automat kann wie folgt veranschaulicht werden (wobei x € T und
Az=ueP):

T,r— A
—;¢c0 — Scok
—;COK — A
—{ S0 = OK
—A—u

2PDA steht fiir die englische Bezeichnung pushdown automaton fiir Kellerautomat.
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Theorem 6 (Korrektheit der Ubersetzung)
Sei G eine kontextfreie Grammatik und PDA(G) der zugehorige Kellerautomat. Dann
gilt: L(G) = L(PDA(G)).

Die Situation der Ubersetzung von kontextfreien Grammatiken in Kellerautomaten und
ihre Korrektheit lassen sich durch das Diagramm in Abbildung 9 veranschaulichen.

G translator PDA(G)
generator recognizer
L(G) = L(PDA(G))

Abbildung 9: Korrekte Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

Der Beweis von Theorem 6 wird auf ein spéteres Kapitel verschoben, da dafiir einige
Eigenschaften von kontextfreien Grammatiken benotigt werden, die erst in den folgenden
Kapiteln erarbeitet werden.

Zunichst soll die Ubersetzung mit einem Beispiel veranschaulicht werden.

12.2 Beispiel: Klammergebirge

Die kontextfreie Grammatik G = ({A}, {[, ]}, {A==A4A | [A] | A}, A) erzeugt alle
korrekten Klammerungen iiber dem Klammerpaar [ und |. Der zugehorige Kellerautomat

PDA(G) ist in Abbildung 10 dargestellt.

HER

—:cg — Acok il = A

—;CoK — A
— :@—>

—A— AA — A=A
—A—[4]

Abbildung 10: Ein zu einer kontextfreien Grammatik gehorender Kellerautomat

Wie die in der linken Hélfte von Abbildung 11 angegebene Berechnung zeigt, wird die
Klammerung [][][[]] von PDA(G) erkannt. Dieser Berechnung entspricht die rechts dane-
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(s0, [, co)

— (so, [I[IIlIl,  Acox) A
— (s0, [I[I[[Il, AAcoxk) — AA
— (s0, [I[I[l]l, AAAcok) — AAA
— (s0, [}, [A]AAcok) — [AJAA
— (s0, [, AJAAcok) = [ AJ4A
— (s0, [llIl, JAAcok) — | JAA
— (s0, [lllll, AAcok) = ] AA
— (s0, [lllll, [AJAcok) — [ [4]4
— (s0, Il AlAcok) = [I[ AJA
— (s0, Il JAcox) — [l JA
— (s0, I,  Acok) = [0 A
— (s0, [l [Alcok) — (Il [4]
— (s0, [, Alcok) = [ A
— (s0, [, [Allcox) — ([ [4]]
— (s0, I, Allcok) = [0 4]
— (s, 11, ]l cok) — 00 1
— (s, l, Jcox) = 01 ]
—  (s0, A, cok) = [J[I[]]
— (0K, A A)

Abbildung 11: Eine Berechnung des Kellerautomaten und die zugehorige Ableitung in der
Grammatik

ben angegebene Ableitung in GG, wobei das jeweils im néchsten Schritt ersetzte nichtter-
minale Zeichen fett gedruckt ist.

Offenbar arbeitet die Zustandsiiberfithrung von PDA(G) wie folgt: Zur Anfangskonfigu-
ration passt nur der Zustandsiibergang nach (i), so dass in der Folgekonfiguration das
Startsymbol zuoberst auf dem Keller steht. Ein Zustandsiibergang nach (ii) kann aus-
gefiihrt werden, falls oben auf dem Keller ein Nichtterminal der Grammatik steht. Wenn
es mehrere Uberginge fiir dieses Zeichen gibt, “riat” der Kellerautomat nichtdetermini-
stisch, welche Produktion in der Ableitung angewendet wird, um das néchste Teilstiick
des Eingabewortes zu erzeugen. Ein Zustandsiibergang nach (iii) wird ausgefiihrt, wenn
das oberste Kellersymbol ein Terminalzeichen ist und dieses auch gerade dem néchsten
gelesenen Zeichen gleicht. Damit das Eingabewort erkannt wird, muss zuletzt der Zu-
standsiibergang nach (iv) ausgefiihrt werden.

Insgesamt wird beim Vergleich der Konfigurationsfolge und der Ableitung deutlich, dass
der Kellerautomat alle in dem entsprechenden abgeleiteten Wort links von der Liicke
stehenden Zeichen bereits gelesen und alle rechts stehenden Zeichen gerade auf dem Keller
hat. Weiter fallt auf, dass in jedem Schritt der Ableitung das am weitesten links stehende
Nichtterminal ersetzt wird, d.h. die Ableitung ist eine sogenannte Linksableitung. Dies ist
kein Zufall, sondern liegt daran, dass der Kellerautomat immer nur das oberste Zeichen
aus seinem Keller entfernen kann.
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Damit liegt die Vermutung nahe, dass der zu einer kontextfreien Grammatik gehorige Kel-
lerautomat genau dann ein Wort erkennt, wenn dieses Wort mit einer Linksableitung der
Grammatik erzeugt werden kann. In Theorem 6 wird aber behauptet, dass der Kellerauto-
mat jedes von der Grammatik erzeugte Wort erkennt, unabhéngig davon, wie dieses Wort
abgeleitet wurde. Um dieses Problem zu losen, wird spéter gezeigt, dass jede terminie-
rende Ableitung einer kontextfreien Grammatik in eine Linksableitung umgebaut werden
kann, ohne das erzeugte Wort zu verdndern. Fiir den Beweis, dass diese Umbautechnik
das Gewdiinschte leistet, wird eine wesentliche Eigenschaft von kontextfreien Grammatiken
benotigt, die im néchsten Kapitel als Kontextfreiheitslemma formuliert ist.

Ohne das naher auszufiihren, sei angemerkt, dass sich auch umgekehrt jeder Kellerautomat
K korrekt in eine kontextfreie Grammatik G(K) tibersetzen ldsst, d.h. L(K) = L(G(K)).
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13 Kontextfreiheitslemma

Da die linke Seite einer kontextfreien Regel nur aus einem Zeichen besteht, ist die Stelle
eines Wortes, auf die diese Regel angewendet wird, in einem sehr strengen Sinn lokali-
sierbar: Wenn das Wort zerteilt wird, ist das ersetzte Zeichen in genau einem der Teile.
Auf Ableitungen iibertragen, bedeutet das, dass die einzelnen Ableitungsschritte auf Tei-
le des Ausgangswortes verteilbar sind, wobei eine horizontale Zerlegung von Ableitungen
entsteht. Diese als Kontextfreiheitslemma bezeichnete Eigenschaft ist recht offensichtlich,
hat aber viele interessante Konsequenzen.

Theorem 7 (Kontextfreiheitslemma)
Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik, u %v eine Ableitung der Lédnge n
und u = ujusg - - - ug eine Zerlegung von u in k Teilworter.

k

Dann gibt es k Ableitungen u; % v;, so dass v =wvy -+ v, und n = Y n;.
i=1

Beweis (mit Induktion tiber n).
IA: n =0. Dann wéhle v; = u; und w; % U;.

IV: Die Behauptung gelte fiir n.

n+1 . .
IS:  Betrachte u — v. Der erste Schritt hat dann die Form v = v/ Av” — u/ru” = a.
P =
Da A ein einzelnes Zeichen ist, existiert ein ig, so dass u;, = u;, Auj und o’
Uy - - U1 Uy, sowie u” = g Ujoqq - - - ug. Wihle nun u; = u; fiir @ # ip und 4y, =

u; g, so dass insbesondere T U gilt. AuBlerdem gilt nach Konstruktion:
n=r

— / " / " —
U=uru =muy--- uio_luiorumuioﬂ U = Uyt Ug.
. . . . — n . . .
Auf die restlichen n Ableitungsschritte 4 — v ist nun die Induktionsvoraussetzung
P

_ k
anwendbar, was Ableitungen u; % v; mit v = vy -+ - v und > n; = n ergibt. Fiir 4
. i=1
kann das zu wu,, o U, n—;> V4, €iner Ableitung der Lénge n;, + 1, zusammengesetzt
n=r
werden. Fiir i # ip konnen die Ableitungen wegen u; = u; bleiben, wie sie sind. Die
Zerlegung von v bleibt unveréndert, die Summe der Ableitungsléingen ergibt n + 1.
Damit ist alles gezeigt. O

Es sei noch angemerkt, dass die Umkehrung des Kontextfreiheitslemmas ebenfalls gilt.
Ableitungen u; % v; fiir ¢ = 1,..., k kbnnen immer zu einer Ableitung

n
u:ul...ukﬁvl...vk:’v
P

k

mit n = Y n; zusammengesetzt werden.
i=1
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14 Linksableitungen

Wenn man in einer kontextfreien Grammatik beim Ableiten in jedem Schritt das ganz
links stehende nichtterminale Zeichen ersetzt, spricht man von Linksableitungen.? Trennt
man dabei die links stehenden terminalen Zeichen vorher ab, so handelt es sich gerade um
Schritte, die der aus einer kontextfreien Grammatik konstruierte Kellerautomat auf dem
Keller vollfiihrt. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass jede Ableitung einer kontextfreien
Grammatik in eine Linksableitung umgebaut werden kann. Es stellt sich also heraus,
dass das Ableiten in der Grammatik dieselbe Leistungsfahigkeit hat wie das Bilden von
Folgekonfigurationen im zugehérigen Kellerautomaten.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Eine Linksableitung ist eine Ableitung

Uy — Uy — + -+ — Uy, bei der in jedem Schritt uiA—> uir1 (1 <i < n) das am wei-
P P P i =

testen links stehende Nichtterminal ersetzt wird, d.h. u; = x;A;y; und w; 1 = x;v;y; mit
x; € T*. Um anzudeuten, dass eine Ableitung eine Linksableitung ist, wird der Pfeil ——
statt — verwendet.

Das folgende Lemma impliziert, dass man sich bei kontextfreien Grammatiken auf die
Betrachtung von Linksableitungen beschrinken kann, ohne dass dies eine Auswirkung auf
die erzeugte Sprache hat.

Lemma 8
Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann lédsst sich jede Ableitung A % v

mit A € N, v € T in eine Linksableitung A —%;e v umformen.

Beweis (Per Induktion {iber die Lénge von Ableitungen).
IA: Eine Ableitung A % v mit v € T™ existiert nicht, also muss nichts gezeigt werden.

IV: Gelte die Behauptung fiir alle Ableitungen der Lénge < n.

IS:  Betrachte eine Ableitung A —u % v. Dann lédsst u sich in v = ugAjuy - - - A,

mit ug, ..., Uy, € T und A;,..., A,, € N zerlegen. Fiir i = 0,...,m gilt ui%ui
und aufgrund des Kontextfreiheitslemmas auch A; %vi fir « = 1,...,m, wobei

m
U = UgU1Uq - - Uy, Und n; < Y- n; = n. Also kann nach Induktionsvoraussetzung
i=1

jede der Ableitungen A; % v; in eine Linksableitung A; —éﬁ v; umgeformt werden.

3In der Literatur ist es auch gebr#uchlich, eine Ableitung Linksableitung zu nennen, wenn alle nicht-
terminalen Zeichen links vom gerade ersetzten im Rest der Ableitung nicht mehr ersetzt werden. Bei
Ableitungen von terminalen Wortern macht das keinen Unterschied, aber fiir den Nachweis der Korrekt-
heit von Theorem 6 ist diese Definition weniger geeignet.
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In der richtigen Reihenfolge zusammengesetzt, erhdlt man

A

—l— UOA1U1 s Amum
P
*
—(— uovlulAgug s Amum
P
*
—— UOU1U1U2U2A3U3 s Amum
P
*
—— UGV -+ * Uy Uy
P

also insgesamt eine Linksableitung A —§i—> .
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15 Korrektheit der Ubersetzung von kontextfreien
Grammatiken in Kellerautomaten

In diesem Kapitel wird der Beweis fiir Theorem 6 nachgeliefert. Dazu wird zunéchst der
enge Zusammenhang zwischen dem Ableiten in einer kontextfreien Grammatik und dem
Bilden von Folgekonfigurationen in dem zugehorigen Kellerautomat festgehalten.

Sei in diesem Kapitel G = (N,T,P,S) eine gegebene kontextfreie Grammatik und
PDA(G), der zu ihr gehorige Kellerautomat, wie in Abschnitt 12.1 definiert.

Lemma 9

Sei w € (N UT)*. Wenn es eine Linksableitung S ——w = ut gibt, wobei u € T*
das langste terminale Anfangsstiick von w ist, dann gibt es fiir beliebiges v € T™ eine
Konfigurationsfolge (so, uv, S cox ) H— (S0, v, U cok ).

Beweis (mittels Induktion iiber die Ableitungslénge).
IA: Fiir S ——w gilt w=.S5,dh. u=Xund u =5, und daher

(S0, uv, S cor) = (S0, v, Ucok) B (80, v, UcoK)-

IV: Die Behauptung gelte fiir alle Linksableitungen der Lange n.

[S:  Betrachte nun eine Linksableitung S —is uy Atly —e— uyru; = w der Liange n + 1
und eine Zerlegung w = uu, wobei u das ladngste terminale Anfangsstiick von w ist.
Da die Ableitung eine Linksableitung ist, gilt vy € T™*. Also ist u; ein terminales
Anfangsstiick von w und damit auch Anfangsstiick von u, d.h. es gibt ein t € T*
mit u = u;t und tu = ru;. Somit kann man die Konfigurationsfolge

S0, U1tv, S cok)
S0, tv, Aty cok)

=
=
— (S0, tv, 11 oK)
-
o

(807 uv, SCOK)

So, L, tu CoK)

konstruieren, wobei sich die zweite Zeile aus der Anwendung der Induktionsvor-

aussetzung fiir die Linksableitung S —¢— uy Ay, die dritte Zeile aus Zeile (ii) der
Definition von dg und die letzte Zeile aus Zeile (iii) der Definition von dg ergibt.
O

Lemma 10
Seien u,v € T*. Wenn es eine Konfigurationsfolge (sg,uv,S cox)—(So,v,ucox) gibt,

dann auch eine Linksableitung S —i— .

Beweis (mittels Induktion iiber die Liange der Konfigurationsfolge).
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IA:  Fiir (so,uv, S cor) 2 (s0,v,ucok) gilt v = A und @ = S, woraus S8 = ui
folgt.

IV: Gelte die Behauptung fiir Konfigurationsfolgen der Lange n.

IS:  Betrachte (sq,uv, S cox) " (so, v, % cok ). Da die Zustandsiiberfithrung nie ¢, auf
den Keller schreibt, kann keine der Folgekonfigurationen nach Zeile (i) der Definition
von dg gebildet worden sein. Damit scheidet auch Zeile (iv) aus, denn sonst wiirde
cok nicht mehr auf den Keller stehen. Also ist die letzte Folgekonfiguration nach
Zeile (ii) oder (iii) der Definition von d¢ gebildet worden.

1. Entsprechend Zeile (ii) hat die Konfigurationsfolge die Form
(80, uv, S cor ) (80, v, Aty cok ) (50, v, Uoll1 cox) = (S0, V, UCok)

und A =1y ist eine Regel in P. Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung
fiir die Konfigurationsfolge (sq, uv, S cox) (s, v, A1 cox ) ergibt sich dann
die Linksableitung
*
S —— U,Aﬂl —(— UUGUT = UU.

2. Entsprechend Zeile (iii) hat die Konfigurationsfolge die Form
(807 uv, S COK) }7”(807 TV, TU COK) }7(807 v, U COK)-

Dann hat also u die Form u = wupx, und aus der Induktionsvoraussetzung
fiir die Konfigurationsfolge (so, uozv, S cox) H= (S0, v, 2l cor ) ergibt sich die
Linksableitung S — i Uyl = U O

Mit Hilfe der beiden Lemmata kann nun folgendermaflen geschlossen werden.

Beweis von Theorem 6.
Sei w € L(G), d.h. S ——w und w € T*. Damit existiert nach Lemma 8 eine Linksablei-

tung S —¢—w. Da w schon das langste terminale Anfangsstiick von w ist, folgt mit Lem-
ma 9, dass es eine Konfigurationsfolge (so,w, S cox) (S0, A\, Acor) gibt, wobei & = A
sein muss und v = A\ gewéhlt wurde. Mit den Zeilen (i) und (iv) der Definition von dg
lasst sich diese Folgekonfigurationsbildung vorn und hinten verlédngern zu:

(80, w, co) (S0, w, S cox) (S0, A, cox) —(OK, A\, \). (%)

Das bedeutet aber gerade w € L(PDA(G)).

Sei umgekehrt w € L(PDA(G)), d.h. (s, w, co) -~ (OK,\,~) fiir irgendein . Das ldsst
sich immer in die Form (x) zerlegen, denn der erste und letzte Schritt kénnen nicht anders
aussehen. Der mittlere Teil impliziert nach Lemma 10 S —— w\ = w. Somit gilt w € L(G).

Insgesamt sind die beiden Sprachen also gleich. O
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16 Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

In diesem Kapitel wird ein Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen formuliert, auf
dessen Beweis hier allerdings verzichtet wird. Analog zum Pumping-Lemma fiir regulére
Sprachen in Kapitel 7% eignet es sich zum Nachweis, dass bestimmte Sprachen nicht kon-
textfrei sind.

Theorem 11
Zu jeder kontextfreien Sprache L existiert eine natiirliche Zahl p € N, so dass gilt:

Ist z € L mit length(z) > p, dann ldsst sich z schreiben als z = uwvwzy, wobei length(vwz) <
p ist und vx # A, und fiir alle i € N gilt:

w'wz'y € L.

Mit dem Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen lasst sich z.B. zeigen, dass die Sprache
Ly = {a""c" | n € N} nicht kontextfrei ist. Dieses Ergebnis kann wiederum benutzt
werden, um zu zeigen, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen nicht abgeschlossen
gegeniiber Durchschnitt ist.

Korollar 12

1. Die Sprache Ly = {a"b"c" | n € N} ist nicht kontextfrei.
2. Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen gegeniiber Durch-
schnitt, d.h. es gibt kontextfreie Sprachen, deren Durchschnitt nicht kontextfrei ist.

Beweis.
1. Angenommen, Ly wire kontextfrei. Sei p die zu Ly gehérende Zahl aus dem Pumping-

Lemma. Dann gibt es fiir n € N mit 3n > p eine Zerlegung a"b"c¢" = uwvwzxy, derart
dass uv'wa'y € L fiir alle i < p, length(vwzx) < p und v # .

Enthielte v oder z a’s und b’s oder b’s und ¢’s, so kiime in uv?wz?y im Widerspruch
zur Definition von Ly ein a hinter einem b bzw. ein b hinter einem ¢ vor. Also ist
v =a" oder v = b" oder v = ¢" und entsprechend = = ¢* oder x = b® oder x = a?,
wobei r 4+ s > 1. Da v in z stets vor x liegt, sind das insgesamt sechs Félle. Im Fall
v=a"und z = ¢* gilt u = o/, w = d""c, y = ¢™ und z = wwwzry = a’a"ad"b"cl et
mit j +7+k =n = | + s+ m. Damit erhilt man wowa’y = a? Aa*b " ™ =
a™ """ * € Ly, was wegen r + s > 1 der Definition von L, widerspricht. Analog
fithren die anderen fiinf Fille zum Widerspruch.

2. Die durch die Produktionen S;::=Sjc | A und A::=aAb | X sowie Sy::=aS; | B
und B:=bBc | A definierten Grammatiken erzeugen die kontextfreien Sprachen
Ly = {amb"c" | myn € N} und Ly = {a"b"c" | m,n € N}, deren Durchschnitt
gerade die nicht kontextfreie Sprache Ly aus Punkt 1 ist. ad

4Dort ist das Pumping-Lemma, fiir die von endlichen Automaten erkannten Sprachen formuliert. Re-
guldre Sprachen sind genau die von endlichen Automaten erkannten; Regularitit ist aber die viel griffigere
Bezeichnung und wird deshalb hier verwendet.
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17 PASCALchen macht Funktionen berechenbar

Die bisher betrachteten Konzepte haben eine eingeschrinkte Berechnungskapazitét. End-
liche Automaten erkennen regulire Sprachen und kontextfreie Grammatiken erzeugen
kontextfreie Sprachen, wobei es aber mit Hilfe des jeweiligen Pumping-Lemmas méglich
ist, auch algorithmische erkenn- oder erzeugbare Sprachen zu finden, die nicht regulér und
nicht kontexfrei sind. Diese Beobachtung legt einige Fragen nahe:

Mit welchen Berechnungskonzepten lassen sich auch Sprachen algorithmisch behandeln,
die nicht kontextfrei sind? Was ist eigentlich iiberhaupt “berechenbar”? Wie sehen Pro-
bleme aus, die nicht “berechenbar” sind? Gibt es das iiberhaupt?

Ziel dieses Abschnitts ist, den Begriff der berechenbaren Funktion zu prézisieren. Die
Betonung liegt dabei auf einem exakten Vorgehen, um einen Teil der gestellten Fragen
moglichst zuverléssig zu beantworten und den Spielraum fiir Einwénde einzuengen. Der
iibliche Weg, zu berechenbaren Funktionen zu kommen, ist die Einfiihrung einer Spra-
che zum Schreiben von Algorithmen (Syntax) und die Bereitstellung eines Kalkiils, mit
dem Algorithmen ausgefiihrt werden kénnen (Semantik). Es gibt eine breite Palette an
Moglichkeiten, das zu konkretisieren; sie reicht von maschinenorientierten bis zu problem-
orientierten Sprachen. Hier wird eine fiir Informatikerinnen und Informatiker naheliegende
Wahl getroffen: die imperative Programmiersprache PASCALchen.

PASCALchen ist eine magere Sprache, die vage an PASCAL erinnert. PASCALchen ver-
zichtet nahezu ganz auf Benutzungskomfort. Die wesentlichen Unterschiede zu {iblichen
imperativen Programmiersprachen sind, dass der einzige erlaubte Datentyp die natiirli-
chen Zahlen sind und — vorldufig — Rekursion verboten ist. Das wesentliche Konstrukt
von PASCALchen ist die Iteration auf der Basis der while-Schleife; deshalb werden die
Programme der Sprache while-Programme genannt.

17.1 Die Sprache PASCALchen

1. Die Programme sind aus folgenden Zeichen aufgebaut:

(a) Variablennamen sind Worter, die mit X beginnen, worauf eine natiirliche Zahl
folgt.

(b) Operatorensymbole, die zum Andern der Variablenwerte dienen, sind succ fiir
die Nachfolgerfunktion, pred fiir die Vorgéngerfunktion und 0 fiir die Nullkon-
stante.

(¢) Als Relationssymbol zum Vergleich von Variablenwerten steht # fiir die Un-
gleichheitsabfrage zur Verfiigung.

(d) Programmsymbole sind := fiir die Zuweisung, ; fiir die Reihung sowie begin,
end, while, do.

(e) Als Hilfssymbole zum Anwenden der Operatoren gibt es runde Klammern
(und ).

2. Programme werden nach folgender Syntax gebildet:

(a) Ein while-Programm ist eine Reihungsanweisung.
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(b) Eine Reihungsanweisung (kurz: Reihung) hat die Form
begin Si;So;...;S,, end,

wobei S, ..., S, fiir m > 0 Anweisungen sind. Der Fall m = 0 ist so gemeint,
dass die Reihungsanweisung dann einfach die Form begin end hat.
(c¢) Eine Wiederholungsanweisung (kurz: Wiederholung) hat die Form

while X; # X; do S,

wobei S eine Anweisung ist und X;, X; zwei Variablen.
(d) Eine Zuweisungsanweisung (kurz: Zuweisung) hat die Form

X;:=0 oder X;:=succ(X;) oder X;:=pred(X;),

wobei X;, X; zwei Variablen sind.

(e) Eine Anweisung kann eine Reihung, eine Wiederholung oder eine Zuweisung
sein. Mit den folgenden Bemerkungen werden dann auch noch Makroanweisun-
gen als Anweisungen zugelassen.

3. Die Variablen miissen nicht deklariert werden, da sie alle vom Typ der natiirli-
chen Zahlen N sind, fiir die es, korrespondierend zu den syntaktischen Groflen, eine
Konstante 0 gibt, die Nachfolger- und Vorgéngerfunktionen succ, pred: N — N und
einen Ungleichheitstest #: N2 — {T,F}. Dabei ist pred definiert durch pred(0) = 0
und pred(n + 1) = n fiir alle n € N. Die anderen Funktionen arbeiten in bekannter
Weise.

Bemerkungen

1. Dass PASCALchen so knapp zugeschnitten ist, hat einen pragmatischen und einen
theoretischen — fast philosophischen — Grund.
Es muss noch definiert werden, was while-Programme leisten. Das ist fiir wenige
Konstrukte oft einfacher als fiir ein breites Spektrum. Andererseits ist das Ziel,
das Berechenbare aufzuspiiren. Von Vorgaben jedoch lésst sich nicht beweisen, dass
sie Berechenbares darstellen, sondern es ist allenfalls plausibel und mufl geglaubt
werden. Je weniger vorausgesetzt wird, desto besser sind die Chancen, dass die
Berechenbarkeit davon einsichtig ist und den Erfahrungen entspricht. Aus diesem
Grunde sind insbesondere auch die natiirlichen Zahlen als einziger Datentyp gewahlt
worden, weil Menschen seit Jahrtausenden mit ihnen rechnen. Anschaulich wird er-
laubt, ein leeres Blatt Papier als 0 zu nehmen, fiir jedes succ einen Strich zu machen,
fiir jedes pred einen Strich auszuradieren und von zwei Bléttern festzustellen, ob sie
gleich viele Striche enthalten oder nicht. Die Annahmen sind also prozesshaft und
von einfacher Art. Ist eigentlich die Unterstellung der Berechenbarkeit bei Zuwei-
sung, Wiederholung und Reihung genauso selbstverstandlich?

2. So klein, wie es aussieht, ist PASCALchen gar nicht. Da jedes while-Programm
selbst eine Anweisung ist, kann es in anderen Programmen weiterverwendet werden.
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Gibt man while-Programmen Bezeichnungen und erlaubt, diese statt der Anweisun-
gen weiterzuverwenden, lédsst sich mit diesem Mechanismus von Makroanweisungen
sogar sehr strukturiert programmieren. Viele vertraute Operationen, Programmkon-
strukte und Abfragen erweisen sich als Makroanweisungen, d.h. sie lassen sich als
while-Programme realisieren, und koénnen deshalb wie in PASCAL und &hnlichen
Sprachen verwendet werden. Dazu gehdren die Zuweisungsformen X (=Y, X :=n
(Konstante), X :=Y +7Z, X =Y -7, X =YxZ X:=YdivZ, X :=Y mod Z,
X :=2Y, ...; die Wiederholungsanweisungen der Form while B do S, wobei B ein
Boolescher Ausdruck ist, der aus Variablen, Konstanten, =, #, <, and, or, not auf-
gebaut ist, und die Kontrollstrukturen if-then, if-then-else, repeat-until.

Néheres dazu finden die Leserinnen und Leser im Abschnitt 2.2 des Buches (Kfoury,
Moll, Arbib 1982). Dieses Buch ist auch sonst fiir das Thema Berechenbarkeit zu
empfehlen.

. In Bemerkung 1 wird begriindet, dass das begrenzte Repertoire von PASCALchen
die Gefahr mindert, mit den gewéhlten Beschreibungshilfsmitteln iiber das Bere-
chenbare hinauszuschieflen. In Bemerkung 2 wird erldutert, dass das einzige, was
gegeniiber Sprachen wie PASCAL wirklich fehlt, das Konzept der Rekursion ist.
Damit ist auch die Gefahr klein, dass PASCALchen hinter den Méglichkeiten des
Berechenbaren zuriickbleibt. Denn eine Programmiersprache wie FORTRAN kennt
auch keine Rekursion; trotzdem sind keine Klagen bekannt, dass damit bestimmte
algorithmische Probleme nicht 16sbar seien. Tatséchlich gilt, dafl Rekursion auf Ite-
ration zuriickgefiihrt werden kann, wie in nahezu jedem Buch iiber Berechenbarkeit
nachlesbar ist (z.B. Abschnitt 5.2 in (Kfoury, Moll, Arbib 1982)).

. Um die Semantik von Programmen anzugeben, wird ausgenutzt, dafl jede Anwei-
sung durch ein Flussdiagramm wie in Abbildung 12 dargestellt werden kann. Dabei
werden die drei Zuweisungen und der Test Instruktionen genannt. Die Definition
ist rekursiv. Die mit S, Sy, ..., S,, bezeichneten Késten miissen solange durch eines
der fiinf Diagramme ersetzt werden, bis nur noch Instruktionen vorkommen. Jedes
Flussdiagramm hat genau einen Eingang und einen Ausgang. Die fiinf Diagramme
sind genau nach den Syntaxregeln gebildet. Dariiber hinaus lésst sich zeigen, dass
jedes while-Programm genau ein Flussdiagramm besitzt.

. Wie bereits in Punkt 2 geschehen, werden im folgenden manchmal die Variablen
durch beliebige Groflbuchstaben benannt, wenn die spezielle Form X; nicht ge-
braucht wird.

17.2 Berechnungen von PASCALchen-Programmen

Mit Hilfe der Flussdiagramme soll nun geklart werden, was while-Programme berechnen.
Das Abarbeiten eines Programms mit bestimmten Anfangswerten fiir die Variablen ent-
spricht einem Durchlauf durch das zugehérige Flussdiagramm. Wird dabei eine Zuweisung
iiberquert, dndert sich der Wert der betroffenen Variablen entsprechend. Wird ein Test
erreicht, bleiben alle Werte unverdndert. Aber anhand der aktuellen Werte entscheidet
sich, wie weitergegangen wird (in Richtung T oder F). Die jeweiligen Werte der Variablen
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; :

X = pred(Y) l
(a) Zuweisungen (b) Wiederholung (¢) Reihung

Abbildung 12: Flussdiagramme fiir PASCALchen- Anweisungen

wiahrend der Auswertung werden im Zustandsvektor festgehalten. Um dessen Definition
zu vereinfachen, wird folgende Konvention getroffen.

Vereinbarung

Eine Anweisung (und damit auch ein while-Programm) wird k-variabel genannt, wenn
hochstens die Variablen X1, ..., Xk darin vorkommen.

Nutzt man die Reihenfolge der Variablen aus, konnen ihre Werte als eine Folge von k
Zahlen x4, ...,z notiert werden, wobei z; der Wert von X7 ist.

Definition (Berechnungszustand)
Ein Berechnungszustand eines k-variablen while-Programms ist ein k-dimensionaler Vek-
tor {iber den natiirlichen Zahlen

a=(21,...,2;) € N¥,

der auch Zustand oder Zustandsvektor genannt wird.

Gezielte Verdnderungen der Berechnungszustdnde wihrend eines Durchlaufs durch das
Flussdiagramm ergeben eine Berechnung eines Programms.

Definition (Berechnung)
Eine Berechnung durch ein k-variables while-Programm ist eine (moglicherweise unendli-
che) Sequenz der Form

apAra1Asag - - ai1Ai0; A0
wobei die a; Berechnungszustdande und die A; Instruktionen mit folgenden Eigenschaften

sind:
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(a)

(b)
(c)

(f)

Es gibt einen Weg durch das zugehorige Flussdiagramm, der beim Eingang beginnt
und genau die Instruktionen A;, A, ..., A;,... in dieser Reihenfolge durchlauft.

ap ist frei wahlbar.

Fiir alle ¢ > 1 ergibt sich a; aus a;,_; und A; nach folgenden Regeln:

— Ist A; ein Test, dann ist a; = a;_1.

— Ist A; eine Zuweisung der Form Xwu := g(Xwv), wobei g(Xv) fiir suce(Xv) oder
pred(Xw) oder 0 steht und u,v € {1,...k}; ist ferner a;_; = (z1,..., ), dann
gilt:

a; = (T1, . Tu1, 9(T0), Tty - - -5 Tg)-

Ist A; die letzte Instruktion der Berechnung, so erreicht man hinter A; den Ausgang.
Ansonsten ist A;,; die néchste Instruktion hinter A;.
Ist A; ein Test der Form Xu # Xv, a;_1 = (z1,..., %) sowie x, # x,, dann ist A;
die erste Instruktion in der Anweisung der zugehorigen Wiederholung. Ist jedoch
Ty = Ty, muss man dem F-Zweig folgen. Dann erreicht man den Ausgang, falls A;
die letzte Instruktion der Berechnung ist. Ansonsten ist A;,; die ndchste Instruktion
nach dieser Wiederholung.
Ist die Sequenz endlich, endet sie mit einem Berechnungszustand und hat deshalb
die Form:

apAiay - a1 Anan (n >0).

Dabei ist A,, die letzte Instruktion vor dem Ausgang des Fluldiagramms. Ist A,, ein
Test Xu # Xv, muss ferner x,, = x, gelten fir a, 1 = a, = (z1,...,xx).
Im Falle von (e) wird n die Léinge der Berechnung genannt.

Unmittelbar aus der Konstruktion ergibt sich das folgende Ergebnis.

Beobachtung 13
Zu jedem k-variablen while-Programm und jedem Berechnungszustand ag gibt es genau
eine Berechnung mit a als Anfang.

Bemerkungen

1.

2.

Fiir den Umgang mit Berechnungen sind einige Sprechweisen hilfreich:
(a) Fangt eine Berechnung mit ag an, wird ay Eingabe genannt.
(b) Fiir eine endliche Berechnung agAja; - - - A,a, sagt man, dass sie (in n Schrit-
ten) terminiert; a, wird dann Ausgabe genannt.
(c) Entsprechend terminiert eine unendliche Berechnung nicht; ihre Ausgabe ist
undefiniert.
Die hier beschriebene Auswertung von while-Programmen ist ein typisches Beispiel
fiir eine operationelle Semantik, wobei anhand des Programmtextes eine Eingabe
schrittweise zur Ausgabe umgeformt wird. Da die Semantik dadurch entsteht, dass
Berechnungszustinde umgeformt werden, wird sie auch als Zustandstransformati-
onssemantik bezeichnet.
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17.3 Semantik von PASCALchen-Programmen

Die obige Beobachtung legt nahe, die Semantik eines Programms als partielle Funktion
auf den natiirlichen Zahlen zu definieren, denn Berechnungen sind pro Eingabe eindeutig,
liefern jedoch nur bei Termination Ergebnisse. Aus technischen Griinden wird dabei von
den verfiighbaren k Variablenwerten in modifizierter Form Gebrauch gemacht. Wéhrend
als Funktionswert nur der Wert der Variablen X1 betrachtet wird, wird die Funktion auf
j Argumente angewendet. Ist j < k, bekommen die ersten j Variablen die Argumente als
Eingangswerte, wihrend die restlichen durch Nullen aufgefiillt werden. Ist 7 > k, fallen
die eventuell iiberschiissigen Argumente bei der Berechnung weg. Durch diesen “Trick”
wird die Zahl der Argumente unabhéngig von der Zahl der Variablen.

Definition (Semantikfunktion)
Sei P ein k-variables while-Programm und 7 € N. Dann ist die j-stellige Semantikfunktion

von P
SEMp: N — N

fiir die Argumente (1, ...,z;) € N7 nach folgenden Regeln definiert:

(a) Aus den Argumenten wird eine Eingabe a € N* hergestellt, wobei a = (z1,. .., x3)
ist fiir j > k und a = (z4,...,2;,0,...,0) mit £ — j Nullen fiir j < k.

(b) P wird mit Eingabe a berechnet.

(c) Terminiert die Berechnung mit der Ausgabe (y1,. .., yx), so ist SEM p(z1,...,x;) =

Y1
(d) Terminiert sie nicht, ist SEM p(x1, ..., x;) undefiniert.

Bemerkungen

1. Beachte, dass die Semantikfunktion wegen (d) im allgemeinen nicht immer definiert
ist. Sie ist genau dann eine totale Funktion, wenn jede Berechnung terminiert.

2. Jedes Programm kann wegen der Wahlfreiheit von j unendlich viele Funktionen

berechnen, die sich allerdings nur wenig voneinander unterscheiden.

Soll das j betont werden, wird SEM §§’ statt SEM p geschrieben.

4. Ist SEM p(x1,...,x;) undefiniert, wird im folgenden manchmal die Bezeichnung
SEM p(xy,...,x;) = L dafiir verwendet.

Rl

17.4 Berechenbarkeit
Nach diesen Vorbereitungen ist es nun moglich, den zentralen Begriff der Berechenbar-

keitstheorie einzufiithren. Berechenbare Funktionen préazisieren durch Computer 16sbare
Aufgaben.

Definition (Berechenbare Funktion)
Eine partielle Funktion f: N/ — N heifit berechenbar, wenn ein while-Programm existiert
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mit }
f=SEMY.

Mit Hilfe dieser exakten Version von Berechenbarkeit ldsst sich nun auch die sogenannte
CHURCHSCHE THESE fiir die Zwecke dieser Lehrveranstaltung formulieren. Der folgende
Abschnitt zeigt, dass sie sehr bequem ist, auch wenn man ihr nicht unbedingt glaubt.
Sie besagt, dass man mit PASCALchen alles berechnen kann, was iiberhaupt moglich
ist. Es muss allerdings darauf hingewiesen werden, dass die Berechenbarkeitstheorie und
mathematische Logik bisher nur Belege fiir ihre Richtigkeit gefunden haben und dass sie
auch den Erfahrungen der meisten Informatikerinnen und Informatiker entspricht.

CHURCHSCHE THESE

Jede partielle Funktion f: N/ — N, die durch irgendeinen Mechanismus oder auf Grund
irgendeiner Uberlegung algorithmisch berechnet werden kann, ist bereits berechenbar
(durch ein while-Programm).
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18 Programme sind aufzihlbar — doch ihr (Ver-)Halten
macht Kummer

Zu den technologischen Durchbriichen der Computertechnik in den 40er Jahren z&hlt das
von Neumann entdeckte Prinzip der Programmspeicherung, durch das Programme jeder-
zeit abrufbar und wie Daten bearbeitbar werden. Heutzutage ist allen Informatikerinnen
und Informatikern angesichts von Editoren, Compilern u.a. vertraut, dass Programme
Programme verarbeiten konnen. Theoretisch wurde die Tatsache, dass Algorithmen Da-
ten von Algorithmen sein kénnen, noch einige Jahre frither von Godel erkannt und hat in
Logik und Berechenbarkeitstheorie zu fundamentalen Erkenntnissen gefiihrt. Um einiges
davon vorstellen zu koénnen, ist noch eine Schwierigkeit zu iiberwinden: Der Algorith-
musbegriff des vorigen Kapitels arbeitet auf natiirlichen Zahlen; damit while-Programme
Daten werden und umgekehrt, miissen natiirliche Zahlen als Programme und Programme
als natiirliche Zahlen aufgefasst werden koénnen. Zu diesem Zweck erhélt jedes while-
Programm einen Index. Aulerdem wird ein algorithmisches Verfahren angegeben, wie
aus einer natiirlichen Zahl ein Programm entsteht, dessen Index sie ist. Auf diese Weise
werden while-Programme “effektiv”’ aufgezahlt.

18.1 Bestimmung des Indexes eines Programms

1. Nach Punkt 17.1.1 in Verbindung mit der Konvention in Abschnitt 17.2 besteht der
Zeichensatz A von PASCALchen aus 22 Zeichen.

2. Fiir jedes Zeichen a € A wird nun eine eindeutige 6-Bit-Darstellung code(a) =
by---bg mit by = 1 und by, ..., bs € {0,1} ausgewihlt. Es wird also eine injekti-
ve Abbildung code: A — {0,1}* fixiert. Eine solche Wahl ist moglich, weil es 32
verschiedene 6-Bit-Muster mit 1 am Anfang gibt.

3. Die Abbildung code lésst sich auf A* fortsetzen, indem jedes Zeichen eines Wortes
von links nach rechts durch seine 6-Bit-Darstellung ersetzt wird. Das ergibt eine
Abbildung code: A* — {0,1}*, die definiert ist durch

(i) code® (M) = A und
(i) code™(av) = code(a)code” (v) fir a € A, v € A*.

4. Jedes while-Programm ist ein Wort iiber A und besitzt deshalb ein Bitmuster. Je-
des Bitmuster lédsst sich als Bindrdarstellung einer natiirlichen Zahl auffassen. Das
erlaubt folgende Definition.

5. Der Index eines while-Programms P ist die natiirliche Zahl, deren Bindrdarstellung
code”(P) ist.

6. Diese Verwandlung syntaktischer Objekte in Zahlen wird Arithmetisierung oder
Gadelnumerierung genannt. Sie macht es prinzipiell méglich, mit Programmen zu
rechnen.

Es ist dulerst wichtig, dass verschiedene Programme verschiedene Indizes erhalten. Das
jedoch folgt unmittelbar aus folgendem Lemma.
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Lemma 14 (Injektivitit der Gédelnumerierung)
Die Gédelnumerierung code” ist injektiv.

Beweis.
Betrachte die Abbildung decode: {0,1}* — A*, die definiert ist fiir alle B € {0,1}* und
bi,...,bs € {0, 1} durch

(i) decode(B) = A fiir alle B kiirzer als 6,

. [ adecode(B) wenn code(a) = by - - - bg
(ii) decode(by ---bsB) = { \ somst.

Dann gilt decode(code*(w)) = w fir alle w € A*, wie sich durch vollstdndige Induktion
beweisen lésst.

[A:  decode(code*(N)) = decode(N) = A.

IV: Die Aussage gelte fiir v € A*.

IS:  decode(code” (av)) = decode(code(a)code” (v)) = a decode(code” (v)) = av.

Daraus ergibt sich die behauptete Injektivitét:
code*(u) = code*(v) impliziert decode(code*(u)) = decode(code*(v)), also u = v. O

Umgekehrt kann jeder Zahl algorithmisch ein Programm zugeordnet werden, dessen Index
sie ist.

18.2 Bestimmung des Programms eines Indexes

Betrachte zu jeder natiirlichen Zahl n ihre Bindrdarstellung B(n), und wende darauf
die Abbildung decode aus dem vorangegangenen Beweis an. Ist decode(B(n)) ein while-
Programm, so wird es als von n aufgezéhlt betrachtet:

AUFZAHLUNG(n) = decode(B(n)).
Andernfalls wird n ein Programm zugeordnet, das niemals halt:

AUFZAHLUNG(n) = begin
X1:=0; X2:=1;
while X1 # X2 do X1 := X1
end.

Damit ist insgesamt eine Abbildung AUFZAHLUNG definiert, die jeder Zahl ein Pro-
gramm zuordnet.

Bemerkung
Durch AUFZAHLUNG wird insbesondere der Index n eines Programms P auf P abgebil-
det.
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Beweis.
Nach Definition des Indexes n eines while-Programms P gilt: B(n) = code*(P). Daraus
folgt mit der Injektivitdat der Godelnumerierung:

decode(B(n)) = decode(code*(P)) = P.

Nach obiger Definition von AUFZAHLUNG ergibt sich wie behauptet:
AUFZAHLUNG(n) = decode(B(n)) = P. O

Bemerkungen

1. Im folgenden wird eine natiirliche Zahl n Indexr des while-Programms P genannt,
wenn AUFZAHLUNG(n) = P. Wegen der obigen Beobachtung umfasst diese Defi-
nition die bisherigen Indizes. Statt AUFZAHLUNG(n) wird oft kurz P, geschrieben.
P, bezeichnet also das Programm mit dem Index n.

Jede natiirliche Zahl ist nun Index, so dass while-Programme miihelos Indizes mani-
pulieren kénnen. Von AUFZAHLUNG erfihrt man dann, wie sich das auf die indi-
zierten Programme auswirkt. Beachte, dass dadurch alle Programme erfasst werden,
weil jedes Programm einen Index hat. ‘

2. Da jedes Programm P fiir jede Argumentzahl j eine berechenbare Funktion SEM gﬁ)

bestimmt, kann jede Zahl auch als Index einer berechenbaren Funktion aufgefasst

werden: ’ A
SEMY) := SEMY) fiir alle n € N.

Statt SEM S) wird kiirzer SEM,, geschrieben, denn dieser Fall kommt am haufigsten
Vor.

Beim “Aufzihlen” der natiirlichen Zahlen werden also gleichzeitig alle while-Pro-
gramme und damit insbesondere alle berechenbaren Funktionen mit einem Argu-
ment “mitaufgezahlt”.

0 1 2 e n e N
l l l l | AUFZAHLUNG
B, P b . P, . while-Programme
! ! l ! | SEM
SEM, SEM, SEM, ... SEM, ... berechenbare Funktionen

Fiir jede andere Argumentzahl kann die Aufzéhlung entsprechend durchgefiihrt wer-
den; das wird aber im folgenden nicht gebraucht.

3. Beachte, dass die Indizes nicht fiir das praktische Rechnen mit Programmen geeignet
sind, weil sie sehr grofl ausfallen. Ein Programm aus nur 10 Zeichen beispielsweise
hat bereits einen kleinsten Index zwischen 2°° und 2.
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18.3 Effektive Aufzihlbarkeit und nicht berechenbare Funktio-
nen

1. Man nennt eine Menge M von Objekten abzdihlbar oder aufzdhlbar, wenn es eine
surjektive Abbildung num: N — M gibt. M heifit effektiv aufzihlbar, wenn diese
Numerierung durch einen Algorithmus vorgenommen wird.

2. Da die Bindrdarstellung einer Zahl berechnet werden kann, da die Werte von de-
code algorithmisch bestimmt sind, da es schlielich einen Algorithmus gibt, der
entscheidet, ob ein Text iiber A ein while-Programm ist oder nicht, erweist sich
AUFZAHLUNG als effektiv. Graphisch sei das ausgedriickt durch die Darstellung
in Abbildung 13.

AUFZAHLUNG

Abbildung 13: Effektivitit von AUFZAHLUNG

3. Dass die effektive Aufzihlung etwas Besonderes ist, zeigt folgende Uberlegung:

Abzéahlbar ist insbesondere jede Teilmenge der natiirlichen Zahlen, von denen es
iiberabzéihlbar viele gibt. Effektiv aufzéhlbar sind jedoch nur abzahlbar viele Teil-
mengen, weil es nach Abschnitt 18.2 nur abzéhlbar viele Algorithmen gibt. Die
dabei verwendete Uberabzihlbarkeit der Teilmengen von N ergibt sich analog zur
folgenden Uberlegung.
Die Konstruktionen in Abschnitt 18.2 zeigen, dass es nur abzéhlbar viele berechen-
bare Funktionen gibt. Mit einem bekannten Argument (dem Diagonalisierungsver-
fahren von Cantor, mit dem dieser gezeigt hat, dass es iiberabzihlbar viele reelle
Zahlen gibt) stellt sich heraus, dass die (partiellen) Funktionen auf N nicht abzéihl-
bar sind. Es muss also Funktionen geben, die nicht berechenbar sind.

Theorem 15 (Existenz nicht-berechenbarer Funktionen)
Es gibt eine Funktion f: N — N, die nicht berechenbar ist.

Beweis (durch Widerspruch).

Angenommen, jede Funktion f: N — N wire berechenbar. Dann gébe es zu f einen Index
i mit f = SEM;. Die (totalen) Funktionen lassen sich dann folgendermafien aufzéhlen:
fo ist die erste Funktion in der Aufzédhlung SEMy, SEM 1, SEM,, . ... Sind fy, ..., fr be-
reits bestimmt, dann ist fp,; die néchste Funktion hinter f; in SEMy, SEM 1, SEM,, . . ..
Betrachte dann die Funktion plus: N — N, die definiert ist durch

plus(n) = fn(n) + 1.

Fasst man die Argumente als Spaltennummern und die Indizes der Funktionen als Zeilen-
nummern auf und tréigt in die Felder (m,n) immer gerade f,,(n) ein, dann entsteht plus
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dadurch, dass jede Zahl in der Diagonalen dieser unendlichen Matrix um 1 hochgezahlt
wird.

Nach Annahme existiert ein Index [ mit plus = f;. Das aber fiihrt zu einem Widerspruch,
denn plus erweist sich als verschieden zu f;:

plus(l) = fil) + 1 # fi(l).

Da die Annahme falsch ist, muss die Behauptung richtig sein. O

18.4 Unlosbarkeit des Halteproblems

Die allgemeine Uberlegung zur Nicht-Berechenbarkeit hat den Nachteil, dass sich eine
ziemlich uninteressante Funktion als nicht-berechenbar erweist. Es ist nicht iiberméfig
wahrscheinlich, dass irgendjemand auf die Idee gekommen wére, gerade diese Funktion
zu berechnen. Anders verhélt es sich mit dem folgenden Problem, bei dem versucht wird,
eine duflerst wichtige Eigenschaft von Programmen zu ermitteln, ndmlich ob bestimmte
Berechnungen terminieren oder nicht. In dem hier betrachteten Fall des “Halteproblems”
wird jedes Programm auf den eigenen Index angewendet, weshalb es in der Literatur auch
héufig “Selbstanwendungsproblem” genannt wird. Es stellt sich heraus, dass es unmoglich
ist, zu berechnen, ob ein Programm bei Eingabe seines Indexes hélt oder nicht.

Theorem 16 (Unlosbarkeit des Halteproblems)
Die (totale) Funktion HALTEPROBLEM : N — N, die definiert ist fiir alle i € N durch

1 wenn SEM (i) definiert ist

HALTEPROBLEM (i) :{ 0 somst

ist nicht berechenbar.

Beweis (durch Widerspruch).
Angenommen, die Funktion HALTEPROBLEM wére durch das while-Programm HALT
berechenbar. Dann ist auch die partielle Funktion konfus: N — N mit

1 fir HALTEPROBLEM(Z’) =0
1 sonst

konfus(i) = {
berechenbar durch das Programm:

begin
HALT;
while X1 # 0 do X1 := X1,
X1:=1

end
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Es existiert also ein Index j mit konfus = SEM ;. Betrachte nun die Anwendung von
SEM ; auf j.

1. Fall: SEM ;(j) ist definiert.
Dann ist HALTEPROBLEM (j) = 1 und damit konfus(j) = SEM ;(j) undefiniert.

2. Fall: SEM ;(j) ist undefiniert.
Dann ist HALTEPROBLEM (j) = 0 und damit konfus(j) = SEM ;(j) = 1.

Mehr Félle gibt es nicht, und SEM ;(j) kann nicht gleichzeitig definiert und undefiniert
sein. Also muss schon die Annahme falsch und damit die Behauptung des Theorems richtig
sein. O

Wem es immer noch “exotisch” vorkommt, dass man Programme auf sich selbst bzw.
ihre Indizes anwendet, den mag die Unlosbarkeit des allgemeinen Halteproblems mehr
iiberzeugen, bei dem es darum geht, ob ein Programm fiir irgendeine Eingabe hélt oder
nicht. Das ist auch ein erstes Beispiel fiir das hilfreiche Reduktionsprinzip, bei dem die
Nicht-Berechenbarkeit eines Problems dadurch gezeigt wird, dass das Problem auf eines
zuriickgefithrt wird, dessen Nicht-Berechenbarkeit bereits bekannt ist.

Korollar 17 (Unlésbarkeit des allgemeinen Halteproblems)
Die Funktion HALTEPROBLEM?2: N x N — N mit

1 wenn SEM,(j) definiert ist
0 sonst

HALTEPROBLEM2(i, j) = {

ist nicht berechenbar.

Beweis (durch Widerspruch).
Angenommen, HALTEPROBLEM?2 wire durch das while-Programm HALT?2 berechen-
bar. Dann wire auch HALTEPROBLEM berechenbar durch das Programm

begin
X2 .= X1,
HALT?

end

im Widerspruch zum obigen Theorem. O

Bemerkung

Fiir die Nicht-Berechenbarkeit von Problemen, die auch als Unlosbarkeit angesprochen
wird, kann man haufig auch die Bezeichnung Nichtentscheidbarkeit finden, wenn das Pro-
blem eine ja/nein-Frage ist, d.h. wenn die zugehorige Funktion fiir jede Eingabe einen von
zwei Werten (in der Regel 0 und 1) liefert.
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19 Ein Programm rechnet fiir alle

Die Nicht-Berechenbarkeit des Halteproblems wird verursacht durch den Wunsch, auch
erfahren zu wollen, wenn Programme nicht halten. Verzichtet man darauf und begniigt
sich damit, die Werte von Programmberechnungen zu bekommen, soweit sie existieren, so
erweist sich diese abgeschwéchte Aufgabe als berechenbar.

19.1 PASCALchen-Interpreter als universelle Funktion

Um diese Behauptung einzusehen, muss ein Interpreter konstruiert werden, der bei Einga-
be eines Programms P und der Argumente (x4, ...,z;) der von P berechneten Funktion
SEM p den Wert SEM p(z1, ..., x;) liefert, vorausgesetzt P terminiert fiir diese Eingabe.
Graphisch ist dies in Abbildung 14 dargestellt.

SEMP(.%'l, e ,l’j)
(z1,...,2;) INTERPRETER,

Abbildung 14: Ein Interpreter fiir while-Programme

Ein solcher Algorithmus INTERPRETER, ergibt sich gerade aus den im 6. Kapitel ein-
gefithrten Konzepten und Konstruktionen:

(1) Wandle das k-variable Programm P in sein Flussdiagramm um.
(2) Wandle (z1,...,x;) in eine Eingabe a um.

(3) Berechne P fiir Eingabe a.

(4) Gib bei Termination den Wert von X1 aus.

Zwei Klippen sind noch zu umschiffen, bevor dieser Vorgang sich als berechenbar heraus-
stellen kann. Der Interpreter verarbeitet Programme, while-Programme und berechenbare
Funktionen nur natiirliche Zahlen. Diese Diskrepanz léasst sich beseitigen, wenn der In-
terpreter wie in Abbildung 15 mit der Aufzdhlung des 7. Kapitels gekoppelt wird, da die
Aufzéhlung ja gerade dazu dient, Zahlen stellvertretend fiir Programme als Eingabe zu
akzeptieren.

Diese neue Interpreterfunktion hat jetzt nur noch natiirlichzahlige Argumente, und zwar
genau ein Argument mehr als die Funktionen, die berechnet werden. Es gibt nach den
bisherigen Uberlegungen einen Algorithmus, der die Werte dieser Funktion ermittelt; aber
gibt es auch ein while-Programm, das das leistet? Die bejahende Antwort ergibt sich
aus der CHURCHSCHEN THESE. Das ist ein interessantes Beispiel fiir ihren vorteilhaften
Gebrauch: Um Berechenbarkeit sicherzustellen, muss nicht immer ein while-Programm
geschrieben werden; irgendein Algorithmus tut es auch. Beachte, dass es gerade auch fiir
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INTERPRETER,

AUFZAHLUNG SEM Y (2,

.. ,1’j)
INTERPRETER,

Abbildung 15: Eine Interpreter-Funktion

die Konstruktionen des 6. und 7. Kapitels reichlich mithsam wére, simulierende while-
Programme zu entwickeln.

Zusammengefasst hat sich folgende Erkenntnis ergeben:

Theorem 18 (universelle Funktion)
Fiir alle j € N ist die partielle Funktion interpret: N9*1 — N, die definiert ist durch

interpret(i,xy,...,x;) = SEMZ(j)(xl, Ce ),

berechenbar.

Bemerkung

Da interpret eine Funktion ist, die alle berechenbaren Funktionen mit 5 Argumenten aus-
rechnet, wird sie universelle Funktion genannt. So verbliiffend dieser Sachverhalt klingen
mag, eigentlich passiert etwas Simples. Die Indizes der berechenbaren Funktionen wer-
den zu einem zusétzlichen Argument. Und die Berechnung eines while-Programms ist ein
algorithmischer Vorgang.

Zum Abschluss dieses Kapitels wird an fiinf Beispielen die Grenzlinie zwischen Berechen-
barem und Unberechenbarem kommentiert, die universelle Funktionen vom Halteproblem
trennt. Vier der Beispiele nutzen dabei die Existenz universeller Funktionen in spezieller
Form:

Es gibt ein k-variables while-Programm INTERPRETER mit

SEMINTERPRETER(L ZL‘) = SEMZ(ZL') fiir alle i, r e N.

19.2 Beispiele

1. Abhéngig von den Berechnungen des Interpreters lassen sich auch andere Aufgaben
erledigen. Ein einfaches Beispiel dafiir ist die partielle Funktion halt;: N? — N mit

y wenn SEM ,(x) definiert ist
1 sonst.

halt (z,y) = {
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X(k+1) = X2
x (mvyvoa' 707y)
X2:=X1
I (@,9,...)
}; (x7m707"'707y)
X2:=1
INTERPRETER
$§ (=1,..)
§ (SEMy(2),...,y)
HALT,
X1:=X(k+1) l
i (halta(z,1),...)
(y7 * 7y)
Abbildung 17: Reduktion des Halte-
Abbildung 16: Das Programm HALT, problems auf halts

Die Funktion halt; erweist sich als berechenbar durch das in Abbildung 16 darge-
stellte (k + 1)-variable while-Programm HALT ;. Rechts sind die wichtigsten Ande-
rungen der Zustandsvektoren verzeichnet, wobei der vorletzte Zustand nur entsteht,
wenn der Interpreter hélt. Die Berechnungen zeigen, dass die partielle Funktion halt,
berechnet wird.

2. Die Grenze zur Unberechenbarkeit wird wieder gerade iiberschritten, wenn iiber
halt; hinaus auch Werte produziert werden sollen, wo der Interpreter nicht halt.
Deshalb ist die Funktion halt,: N?> — N nicht berechenbar, falls

y wenn SEM ,(z) definiert ist
0 sonst.

halts(z,y) = {

Angenommen, halty wird durch das while-Programm HALT5 berechnet. Betrachte
dann das in Abbildung 17 dargestellte Programm. Die rechts aufgezeichneten Be-
rechnungen zeigen (fiir y = 0), dass dieses Programm P die einstellige Funktion
SEM p: N — N berechnet mit

1 wenn SEM . (z) definiert ist
0 sonst.

SEM p(x) = halty(x,1) = {

Das ist das Halteproblem, das gar nicht lésbar ist; also muss die Annahme falsch
sein.
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Am Unterschied von halt; und halt, wird noch einmal deutlich, wodurch Unbere-
chenbarkeit verursacht wird. Solange der Interpreter lauft, kann nicht gesagt werden,
ob die Berechnung nach weiteren Schritten abbricht oder nie zum Stehen kommt.
Denn die Schrittzahl von Berechnungen kann jede endliche Schranke iiberschreiten.
Ob der Wert 0 sein muss, lasst sich beim Berechnen nicht erfahren.

. Die Verhéltnisse konnen aber auch wesentlich undurchsichtiger sein. Die (partielle)
Funktion halt;: N? — N mit

w(y) wenn SEM ,(x) definiert ist
haits(w, y) :{ yéy; sonst, @
wobei y, v: N — N beide berechenbare Funktionen sind, hat grofie Ahnlichkeit mit
halty. Und doch ist sie unter bestimmten Umstédnden berechenbar, wenn ndmlich
v < w ist, d.h. wann immer v(y) definiert ist, so ist auch p(y) definiert, und in
diesem Fall gilt: u(y) = v(y).
Ein Beispiel fiir solche Funktionen wére etwa gegeben durch

) .. ) ..
] y* fiiry <200 | y® fiiry < 100
my) = { 1 sonst und vly) = 1 sonst.

Die Berechenbarkeit von halts lédsst sich folgendermaflen einsehen, wobei v < p
vorausgesetzt wird.

(a) Berechne gleichzeitig v(y) und SEM ,(x).

(b) Terminiert zuerst SEM ,(z), tritt der erste Fall in Kraft. Beende deshalb die
Berechnung von v(y) und beginne die von p(y).

(c¢) Terminiert zuerst die Berechnung von v(y), dann ist nach Voraussetzung auch
w(y) definiert, und es gilt: p(y) = v(y). Der Wert von halts(z,y) ist damit
gefunden, unabhéngig davon, ob SEM ,(x) terminiert.

(d) Terminieren beide nicht, so ist auch halts(z,y) undefiniert.

Deshalb beschreiben die Punkte (a)-(c) einen Algorithmus, der halts; ausrechnet.
Nach der CHURCHSCHEN THESE ist halts also berechenbar.

. Eine sehr praktische Moglichkeit, die Schwierigkeiten mit dem Halteproblem zu um-
gehen, besteht darin, nach bestimmter “Zeit” die Berechnung gezielt abzubrechen.
Im Beispiel wird das erreicht, indem die Rechenschritte gezidhlt werden und bei
Uberschreiten einer vorgegebenen Schranke aufgehért wird.

Die Funktion halt,: N? — N mit

1 wenn P, mit Eingabe y nach spétestens z Schritten halt
halty(z,y, z) = { 0 sonst gabey P

ist berechenbar.

Denn ein Algorithmus fiir halty kann wie folgt arbeiten:
(a) Berechne P, fiir Eingabe y.
(b) Zahle die Schritte (Lénge des Berechnungsweges im Flussdiagramm).
(c) Gib 1 aus, wenn der Z#hler bei count < z stehen bleibt.
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(d) Somst gib 0 aus.

Die Berechenbarkeit folgt wieder aus der CHURCHSCHEN THESE.

Diese Vorgehensweise wird bei vielen Problemen der Informatik verwendet. Thre
“Philosophie” ist, eine Frage als unbeantwortet zu betrachten, wenn die Antwort zu
lange ausbleibt.

. Das letzte Beispiel ist nicht auf den Interpreter bezogen, sondern soll zeigen, dass
auch im Bereich des Berechenbaren sehr undurchsichtige Situationen entstehen kon-
nen. Es rankt sich um die Dezimalentwicklung von 7 = 3,14159265.... Gesucht
werden Sequenzen aufeinanderfolgender 5en:

3,14...55...5...
—

r—mal

Dabei spielen die vorausgehenden und nachfolgenden Ziffern keine Rolle (insbeson-
dere diirfen auch sie Sen sein).
Aus diesen Elementen lésst sich eine Funktion foggy: N — N bilden mit

1 wenn 7 eine ber-Sequenz der Lange x enthélt
0 sonst.

foggy(x) = {

Verglichen mit halty konnte foggy fiir unberechenbar gehalten werden. Denn die
Dezimalentwicklung von 7 lédsst sich beliebig weit algorithmisch herstellen, wird
jedoch nie fertig. So betrachtet, kann man nie wissen, ob der Wert 0 sein muss oder
noch eine geeignete Sequenz beim weiteren Entwickeln der Dezimalstellen kommt.

Mit einer anderen Uberlegung erweist sich foggy als berechenbar. Entweder gibt
es in 7 Ser-Sequenzen jeder Linge. Dann ist foggy(x) = 1 fiir alle z € N und als
konstante Funktion berechenbar. Oder es existiert eine Ser-Sequenz mit maximaler
Liange maz. Dann gilt

1 fir x < maz
0 sonst.

foggy(x) = {

Fiir jede natiirliche Zahl mazx € N lésst sich ein while-Programm schreiben, das
foggy berechnet (if x < max then 1 else 0).

Es gibt fiir foggy damit unendlich viele Moglichkeiten; in jedem Fall aber ist die Be-
rechenbarkeit sichergestellt. Der einzige Haken: Niemand weif3, welcher Fall zutrifft.
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20 Anmerkung zur Literatur

Wer sich iiber das Skript hinaus iiber Automaten und formale Sprachen informieren
mochte, denen sei [HMUO02] als das grundlegende Werk zur theoretischen Informatik emp-
fohlen. Die englische Ausgabe [HMUO1] ist 2001 unter dem Titel Introduction to Automata
Theory, Languages, and Computation im selben Verlag erschienen.

Weitere Biicher, in denen die Themen dieses Skripts unter anderen behandelt werden, sind
z.B. [LP81, Sch99, ST99, EP00, Hed00, VW00, AB02, Soc03, Sud06]. Eine Einfithrung in

die Berechenbarkeit anhand von while-Programmen ist in [KMAS82] zu finden.
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