Ein deterministischer Kellerautomat ist ein System
K= (Z,1,C,d, sy, F,cy) mit

e /: endliche Menge von Zustanden

e [: endliches Eingabealphabet mit — & I

e (: endliche Menge von Kellersymbolen

o d: Z x (IU{—}) x(C~ Z x C*: Zustandsiiberfiihrung
mit |d(s,x,c)| + |d(s,—,c)| < 1 firallese Z, x € 1,
ceC,

® sy € Z: Startzustand

o ' C /: Endzustande

e ¢y € (' initiales Kellersymbol
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Beispiel: Regulare Ausdriicke

Y;Cp — A

Ch — ODp C
(70 P Co Y c— c

S op — A ) br — A

rop — A

(;¢c— opbrc

mit y € I U {empty, lambda}, ¢ € {op, br,cy} und
® € {+,0}
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Erkennen von ((z%) 4+ empty)

(s0, ((z¥) + empty),
— (51, (z%) + emply),
— (s1, )+ empty),
I (327 *) T empty),
— (82, ) + empty),
T (827 —I—Gmpty),
T (817 empty),
7 (827 )7
— (OK, A,

Q)
-

N e e e e e N N N

Q
i

)
=

op br op ¢y
op br op ¢

S
=
QS
i
R
=

op Cp

8 8
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Machtigkeit
o L4 Klasse aller von deterministischen Kellerautomaten
erkannten Sprachen

o L4 Klasse aller von nichtdeterministischen
Kellerautomaten erkannten Sprachen

Es gibt keinen deterministischen Kellerautomaten, der
{wtrans(w) | w € {a,b}"}

erkennt.

Also gilt

Lpxa C LNka

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Fragestellungen 5

Fragestellungen

» Sind kontextfreie Sprachen kompositional? (Die Klasse der
kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter
Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern.)

» st fiir kontextfreie Sprachen das Wortproblem schnell
I6sbar? (Die von determinitischen Kellerautomaten
erkannten Sprachen lassen sich in linearer Zeit erkennen.)

» Wie hiangen Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen
zusammen?

» Was konnen Kellerautomaten nicht?

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in
Kellerautomaten

Gegeben: kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) mit
co,coxk € NUT.

T, T — A
—;Co — S Cok

S0

— A —u

wobeiz € T'und A::=u € P
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Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten 7

Beispiel: Klammergebirge

G={AR L 1As=AA ] [A] [ A}, A)
L(G): alle korrekten Klammerungen iiber dem Klammerpaar
und |.
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Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

Erzeugen und Erkennen von |]

> A Al

>

(507 Hv CO) %(807 []7 ACOK) %(507 []7 [A]COK) —
(so, ], Alcox) (S0, |, |cor) (S0, A\, cox) —(OK, X\, \)
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Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

Korrektheit der Ubersetzung

G PDA(G)

translator

generator recognizer

L(G) = L(PDA(Q))
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Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten
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Linksableitungen

Sei G = (N,T,P,S) eine kontextfreie Gram-
matik. Eine Linksableitung st eine Ableitung
Uy —> Uy —> -+ ——u,, bei der in jedem Schritt

P P P
u; —— w1 (1 < 4 < n) das am weitesten links ste-
A.-._U. +
1 "1

hende Nichtterminal ersetzt wird, d.h. u; = x;A;y; und
U1 = X;0y; mit ©; € 1™

Schreibweise: —r—
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Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten
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Beispiel
G = {E}, {+,*,(,),id}, P, E) mit den Regeln

FE ::=FE+ F|E*x E|(F)|id

Es gibt zwei verschiedene Linksableitungen fiir id + id * id:

1. F—F+E —id+E — 1d+ExE
—9d + 1dxE — id + id * id

2. B —FExF —FE+FExE — id+FE+FE
— s 9d + 1dxE — id + id * id
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Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten
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Lemma
Sei G = (N,T,P,S) eine kontextfreie Grammatik.

Dann lasst sich jede Ableitung A%v mit A € N,

" " " " *
v € T in eine Linksableitung A—é—w umformen.
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Zusammenhang zwischen Kellerautomaten und kontextfreien Sprachen

13

Zusammenhang zwischen Kellerautomaten
und kontextfreien Sprachen

Fiir jede kontextfreie Grammatik GG gibt es einen Kel-
lerautomaten K, so dass L(G) = L(K).

Fiir jeden Kellerautomaten K gibt es eine kontextfreie
Grammatik G, so dass L(K) = L(G). (Ohne Beweis)
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Zusammenhang zwischen Kellerautomaten und kontextfreien Sprachen 14
Folgerung
Lnka= LkFs.
» Lnica: Klasse aller von nichtdeterministischen
Kellerautomaten erkannten Sprachen
» Lrrg: Klasse der kontextfreien Sprachen
S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Fragestellungen 15

Fragestellungen

» Sind kontextfreie Sprachen kompositional? (Die Klasse der
kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter
Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern.)

» st fiir kontextfreie Sprachen das Wortproblem schnell
|6sbar?(Die von determinitischen Kellerautomaten
erkannten Sprachen lassen sich in linearer Zeit erkennen.)

» Wie hiangen Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen
zusammen? (Kellerautomaten erkennen genau die
kontextfreien Sprachen.)

» \Was konnen Kellerautomaten nicht?

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

16

Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

/u jeder kontextfreien Sprache L existiert ein p € N, so
dass gilt:
Ist 2 € L mit length(z) > p dann l&asst sich z schreiben
als 2 = uwvwxy, wobel

o [ength(vwz) < p,

e vxr # A\ und

o wv'wx'y € L fiir alle 7 € N.

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008
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