Anwendung des Pumping-Lemmas

Mit Hilfe des Pumping-Lemmas kann gezeigt werden,
dass bestimmte Sprachen nicht kontextfrei sind.
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Anwendung des Pumping-Lemmas

Behauptung
Die Sprache L = {a"0"c" | n € N} ist nicht kontextfrei.

Beweis (Skizze)

Annahme: L ist kontextfrei.

Sei p die Konstante aus dem Pumping-Lemma.

Sei z = aPbPcP (d.h., z € L und length(z) > p), und sei
z = wvwzxy mit length(vwx) < p und v # A.

LFall: v = a™b" mit 1 < m+n < p. Dann gilt
uvwry = a?~ " "c? ¢ L. (Widerspruch)

2.Fall: vz =0"c" mit 1 <m +n < p. Analog.
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Korollar. Die Klasse Lirs der kontextfreien Sprachen
Ist unter Schnitt nicht abgeschlossen.

Beweisidee: Die Sprachen L; = {a"b"c¢" | m,n € N}
und Lo = {a"b"c" | m,n € N} sind kontextfrei, ihr
Schnitt {a"b"c" | n € N} aber nicht.
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken

Ein paar Umformungen kontextfreier

» Nutzlich fiir o
kontextfreie S

» Nitzlich fir o
Sprachen.

Grammatiken

en Beweis des Pumping-Lemmas fiir
orachen.

le Losung des Wortproblems fiir kontextfreie
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken

Eliminierung von A\-Produktionen

Eine Produktion der Form

A=)\

heiBt \-Produktion.

Satz
Fir jede kontextfreie Grammatik G gibt es eine kon-
textfreie Grammatik G)_ge; ohne A-Produktionen, so

dass

L(G) = L(Gx—frei) \ 1A}
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken

Beispiel
S:=AB, A:=aAA|\, B:=bBB|\

1. Sammeln aller A € N mit A —> \:
» Alle A € N, aus denen \ direkt ableitbar ist:

My ={A, B}

» Hinzufiigung aller A € N, deren rechte Seiten nur aus Zeichen aus
My zusammengesetzt sind:

M, = MyU{S} = {A, B, S}
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken

S:=AB, A:=aAA|\, B:=bBB|\

» Hinzufiigung aller A € N, deren rechte Seiten nur aus Zeichen aus
My zusammengesetzt sind:

My=MUD={A,B,S}
» Alle A € N, aus denen X\ in beliebig vielen Schritten ableitbar ist:

M= MyUM UMy;UM;sz---={A,B,S}
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken 8

S:=AB, A:=aAA|\, B:=bBB|\

2. Sukzessives Erweitern der Regelmenge durch Streichen der
Zeichen A € M ={A, B, S} aus den rechten Regelseiten:

> Py ={S:=AB,A:=aAA|\, B::=bBB|\}

» P =P U{S:=A|B,A:=aA,B::=0B}

> Py =P U{S:=\Au=a,B:=b}

> Po=PUD= P,

» =P, ={S:=AB|A|B|\, A::=aAAlaAla|\, B::=bBB|bB|b|\}
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken 9

3. Loschen aller A-Produktionen aus P’:

Aus
{S::=AB|A|B|\,A::=aAAl|adAl|a|\, B::=bBB|bB|b|\}

erhalten wir

Py i ={S:=AB|A|B, A::=aAAlaAl|a, B::=bBB|bB|b}.
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken 10
Konstruktion von G _ .
Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik.
1. (Sammeln aller A € N mit A — \.)
M':={Ae N|(A:=)\) € P}
repeat
M := M’
M:=MU{Ae N|(A:=w) e Pwe M*}
until M' = M
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken 11
2. (Erweitern der Regelmenge)
X:=P
repeat
P=X;:
X: =P U{A:=uus | (A::=u1Bus) € P',B € M}
until P =X
3. (Konstruktion von G i)
G)\—frei — (Na Ta P)\—freiy S)
mit Py gei = X \{A:=A| A N}.
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken
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Eliminierung von Kettenregeln

Kettenregel.

Eine Produktion der Form A::=B mit B € N heiBt

Satz

dass

Fiir jede kontextfreie Grammatik G gibt es eine kon-
textfreie Grammatik Ggxr—fr; ohne Kettenregeln, so

L(G) = L(GKR-frei)-
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken 13
Idee
1. M: Menge aller Paare (A,B) € N x N mit A—— B
(algorithmisch konstruierbar)
Beispiel
S:=A, A:=B,B::=b

M ={(5,5),(A,4),(B, B), (5, 4),(A, B), (S, B)
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Ein paar Umformungen kontextfreier Grammatiken

14

2. GKR—ffrei — (Na Ta PKR—ffreias) mit

Pikr_rei ={Au=7r|(A,B) e M,B:=r e Pr ¢ N}.

Beispiel

S:=A A:=B,B::=b

M = {(5,5),(A,A),(B, B), (5, 4), (A, B), (S, B)

Prp_trei: Su=0,Au=0b,B:=0
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Ableitungsbaume 15

Ableitungsbaume

» Veranschaulichen Ableitungen kontextfreier Grammatiken

» Nitzlich fiir den Beweis des Pumping-Lemmas fiir
kontextfreie Sprachen

» Konstuktion beruht auf dem Kontextfreiheitslemma

» Ermoglichen die Nutzung bekannter Baumeigenschaften
fiir die Analyse von Ableitungen

» Spielen eine wichtige Rolle im Compilerbau

S. Kuske: Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen; 14.Januar 2008 &)



Ableitungsbaume 16

Baumdarstellung von Ableitungen

»S — AB — aAB — a*AB — a’AbbB
S :=AB A:=dadA A:=adA B::=bbB

@/ A ) () (8
(&
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Ableitungsbaume 17

Definition

» Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik ohne
A-Produktionen.

>SeiX%>w mit X e NUT.

Dann ist der Ableitungsbaum dt(X %w) rekursiv wie folgt

definiert:

0 | 0
1. dt(X ?X). @ «—— root(dt(X ?X)

» height(dt(X %X)) = 0 und res(dt(X %X)) =X
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Ableitungsbaume 18

2. Sei der : X?Xl...XkLw. Seien Xi%wi (n; < n)

die korrespondierenden Ableitungen gemal3 dem
Kontextfreiheitslemma. Sei dt; = dt(X; — w;). Dann hat

P
der Ableitungsbaum dt(der) die Form

«—— root dt der

root(dt;) — ﬂ ﬂ% root(dty)

S. Kuske: Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen; 14.Januar 2008 &)



Ableitungsbaume
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» height(dt(der)) = 1 + max{height(dt;) |1 =1,...

» res(dt(der)) = res(dty) - - - res(dty).

K}
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Ableitungsbaume
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Beziehung zwischen Baumhohe und
Resultatslange

Beobachtung 1
Sei b die Lange der langsten rechten Seite von Pro-

duktionen aus P. Dann gilt fiir alle Ableitungsbaume
dt:
length(res(dt)) < bleiohildt),

S. Kuske: Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen; 14.Januar 2008



Ableitungsbaume 21

Ein langer Weg von der Wurzel zu einem Blatt

Beobachtung 2
In jedem Ableitungsbaum gibt es mindestens einen Weg
von der Wurzel zu einem Blatt, der so lang ist, wie der
Baum hoch ist.
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