Berechenbarkeit

» Endliche Automaten und Kellerautomaten erkennen nicht
alle algorithmisch beschreibbaren Sprachen.

» Machtigeres Berechnungsmodell: z.B. PASCALchen
Syntax: while-Programm

Semantik: Berechnungen
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Ein while-Programm P

begin
X4:=0; X1:=0;
while X4 # X3 do begin

X1:=X1+ X2; X1:=X2x%x X3
X4 := succ(X4)
end

end
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Eine Berechnung von P

(0,3,2,7) X4:=0
0,3,2,0) X1:=0
0,3,2,0) X4 # X3
0,3,2,0) X1:= X1+ X2

3,3,2,0) X4 :=succ(X4)
3,3,2,1) X1:=X1+ X2
6,3,2,1)X4:= succ(X4)

( )
( )
( )
( )
(3,3,2,1) X4 # X3
( )
( )
(6322)X47£X3
(6,3,2,2)
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Semantikfunktion fiir while-Programme

Sei P ein k-variables while-Programm und 5 € N. Dann
Ist die j-stellige Semantikfunktion von P

SEM p: N — N

fir die Argumente (x1,...,x;) € N/ nach folgenden Re-
geln definiert:
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a € N¥ hergeste

(331,...,1‘]')W<

(1) Aus den Argumenten (1, ..., ;) wird eine Eingabe

It:
(x1,...,2p) falls 7 > k

(

C(21,...,24,0,...,0) falls j < k

(2) P wird mit

Eingabe a berechnet.

(3) Terminiert
(Y1, -, k), s0

die Berechnung mit der Ausgabe
Ist SEMP(CEl, c e ,ZCj) = UY1.

niert.

(4) Terminiert sie nicht, ist SEM p(xy,...,x;) undefi-
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Bemerkungen

1. Semantikfunktion total, falls jede Berechnung terminiert.

2. Wahlfreiheit von 5 = Jedes Programm berechnet
unendlich viele Funktionen, die sich aber nur wenig
voneinander unterscheiden.

3. Statt SEM p kann auch SEMg) geschrieben werden.
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Berechenbare Funktion

Berechenbare Funktion

Eine partielle Funktion f: N/ — N heiBt berechenbar,
wenn ein while-Programm existiert mit

f=SEMY.
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Churchsche These

Churchsche These

Jede partielle Funktion f: N/ — N, die durch irgendei-
nen Mechanismus oder auf Grund irgendeiner Uberle-
gung algorithmisch berechnet werden kann, ist bereits
berechenbar (durch ein while-Programm).
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Programme als Eingaben fiir Programme

Programme als Eingaben fiir Programme

» Verhalten eines Programms hangt vom eingegebenen

Programm ab.

P
(z1,...,2;) INTERPRETER

SEMP($1, ce ,Ij)
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Reprasentation von while-Programmen als natiirliche Zahlen (Gédelnummerierung) 10

Reprasentation von while-Programmen als
natiirliche Zahlen (Godelnummerierung)

1. Umwandlung der Zeichen, aus denen while-Progamme
bestehen, in Bitmuster

» Der Zeichensatz A von PASCALchen besteht aus aus 22
Zeichen.

» Fixiere eine injektive Abbildung code: A — {0,1}* mit
length(code(a)) = 6 und head(code(a)) = 1 fiir alle
a € A. (Das ist moglich, da es 32 Bitmuster der Lange 5

gibt.)
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Reprasentation von while-Programmen als natiirliche Zahlen (Gédelnummerierung) 11

2. Reprasentation von while-Progammen als Bitmuster
code”: A* — {0,1}* mit
(i) code™(A) = X und
(ii) code™(av) = code(a)code” (v) fir a € A, v € A*.

Fiir jedes while-Programm P liefert code*(P) ein Bit-
muster.

3. Umwandlung von while-Progammen in natirliche Zahlen

Jedes Bitmuster lasst sich eindeutig als Binardarstellung
einer natiirlichen Zahl auffassen.
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Reprasentation von while-Programmen als natiirliche Zahlen (Gédelnummerierung) 12
Injektivitat der Godelnummerierung
Lemma
Die Abbildung code” ist injektiv.
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Reprasentation von while-Programmen als natiirliche Zahlen (Gédelnummerierung) 13
Index eines while-Programms
Der Index eines while-Programms P ist die natirliche
Zahl, deren Binardarstellung code(P) ist.
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Bestimmung des Programms eines Indexes 14

Bestimmung des Programms eines Indexes

1. Umwandlung von natiirlichen Zahlen in Bitmuster
Jede natiirliche Zahl n 3Bt sich eindeutig in ein Bitmuster
B(n) umwandeln.

2. Umwandlung von Bitmustern in while-Programme
Fir alle B € {0,1}* sei decode: {0,1}* — A* definiert
durch decode(B) = X fiir alle B kiirzer als 6 und

a decode(B) wenn
decode(by - - - bgB) = code(a) = by - - - bg
A sonst.
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Bestimmung des Programms eines Indexes 15

3. Aufzahlen von while-Programmen
» Falls decode(B(n)) ein while-Programm ist:

AUFZAHLUNG(n) = decode(B(n))

» Falls decode(B(n)) kein while-Programm ist:

AUFZAHLUNG(n) = begin
X1:=0; X2:=1;
while X1 # X2 do X1 := X1
end
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Bestimmung des Programms eines Indexes

16

Lemma
Durch AUFZAHLUNG wird der Index eines Pro-
gramms P auf P abgebildet.

Schreibweisen:
» P, = AUFZAHLUNG(n): while-Programm mit Index n

» SEM,; = SEM,
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Aufzahlbarkeit

17

Aufzahlbarkeit

» Eine Menge M heiBt aufzihlbar (abzadhlbar), wenn
es eine surjektive Abbildung num: N — M gibt.

» M heiBt effektiv aufzahlbar (rekursiv aufzidhlbar),
wenn diese Nummerierung durch einen Algorithmus
vorgenommen wird.
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Aufzahlbarkeit

Berechenbare Funktionen bzw.
while-Programme sind aufzahlbar

0 1 2 n
! l l l
Py P P P,
l l l l

SEMy, SEM, SEM, ... SEM,
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Aufzahlbarkeit

19

Effektivitit von AUFZAHLUNG

AUFZAHLUNG

by

1. B(n): algorithmisch bestimmbar

2. decode(B(n)); algorithmisch bestimmbar

3. Ist decode(B(n)) ein while-Programm?: algorithmisch

entscheidbar
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Existenz nicht-berechenbarer Funktionen

20

Existenz nicht-berechenbarer Funktionen

Satz

Es gibt eine Funktion f: N — N, die nicht berechenbar
Ist.
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Das Halteproblem

21

Das Halteproblem

» Eingabe: Ein while-Programm P und eine Eingabe
a fir P

» Ausgabe: 1, falls P mit der Eingabe a halt
0, falls P mit der Eingabe a nicht halt
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Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems 22

Unlosbarkeit des speziellen Halteproblems

» Das Problem, ob ein Programm halt, wenn es auf den
eigenen Index angewendet wird, ist nicht losbar, d.h.:

Die Funktion HALTEPROBLEM : N — N, die definiert ist
fur alle 2 € N durch

1 wenn SEM;(z) definiert ist

HALTEPROBLEM (i) = { 0 comet

Ist nicht berechenbar.

S. Kuske: Berechenbarkeit; 28.Januar 2008 ()



	Berechenbare Funktion
	Churchsche These
	Programme als Eingaben für Programme
	Repräsentation von while-Programmen als natürliche Zahlen (Gödelnumerierung)
	Bestimmung des Programms eines Indexes
	Aufzählbarkeit
	Existenz nicht-berechenbarer Funktionen
	Das Halteproblem
	Unlösbarkeit des speziellen Halteproblems

