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Unlösbarkeit des Wortproblems für
Typ-0-Sprachen

Theorem

Das Wortproblem für Typ-0-Sprachen ist nicht be-

rechenbar (z.B. durch eine CE-S-Spezifikation, eine

Turing-Maschine oder ein WHILE-Programm).

Sabine Kuske: Turingmaschinen; 30.Juni 2008
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Beweis der Unlösbarkeit mittels Reduktion

Reduktion

Seien dpi : Ai → BOOL (i = 1, 2) Entscheidungspro-

bleme.

dp1 ist auf dp2 reduzierbar, falls es eine berechenbare

Funktion red : A∗
1 → A∗

2 gibt, so dass

dp1(w) = T ⇐⇒ dp2(red(w)) = T für alle w ∈ A∗
1.

Sabine Kuske: Turingmaschinen; 30.Juni 2008
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Beweis der Unlösbarkeit mittels Reduktion

Theorem

dp ist nicht berechenbar.

Beweis

Wähle ein anderes Entscheidungsproblem dp0, dessen

Unlösbarkeit bereits bekannt ist.

Reduziere dp0 auf dp.

Sabine Kuske: Turingmaschinen; 30.Juni 2008



1

Unlösbarkeit des Halteproblems

Halteproblem

• Eingabe: Turingmaschine TM , Wort w 1)

• Ausgabe: T , falls TM bei Eingabe w anhält

F sonst.

Theorem

Das Halteproblem ist nicht berechenbar.

1) (TM,w) kann eindeutig als Wort kodiert werden.

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008
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Unlösbarkeit des Wortproblems für
Typ-0-Sprachen

Beweisidee: Reduziere das Halteproblem (HP) auf das

Wortproblem (WP).

Beweisskizze: Sei red(TM,w) = (TM ′, w), wobei TM ′ wie

folgt arbeitet:

1. Simuliere TM mit Eingabe w.

2. Gehe in einen Endzustand.

1. red ist berechenbar.

2. HP(TM,w) = T ⇐⇒ WP(TM ′, w) = T .

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008
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Leerheitsproblem

I Leerheitsproblem von L ⊆ T ∗: es ist zu entscheiden, ob

L = ∅.
I Leerheitsproblem LP (G) einer Grammatik G ist

Leerheitsproblem von L(G).

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008



Leerheitsproblem 4

Typ Bezeich-

nung

Automaten Leerheitsproblem

0 allgemein Turing-Maschinen -

1 kontext-

sensitiv,

monoton

linear beschränkte

Automaten

-

2 kontextfrei Kellerautomaten vgl. Übungsblatt 5

3 regulär,

rechtslinear

endliche Automa-

ten

+

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008
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Durchschnittsleerheitsproblem (DLP )

I Gegeben: L,L′.

I Es ist zu entscheiden, ob L ∩ L′ = ∅

Komplement von DLP (DLP )

I Gegeben: L,L′.

I Es ist zu entscheiden, ob L ∩ L′ 6= ∅

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008
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Unlösbarkeit von DLP

Theorem

DLP nicht berechenbar =⇒ DLP nicht berechenbar.

(Verallgemeinerbar auf beliebige Entscheidbarkeitspro-

bleme)

Theorem

DLP ist für kontextfreie Sprachen nicht berechenbar.

Beweisidee: Reduktion des Postschen Korrepondenzpro-

blems auf DLP

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008
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Postsches Korrespondenzproblem (PCP )

I Eingabe: (u1, . . . , un),(v1, . . . , vn) mit ui, vi ∈ T ∗.

I Ausgabe: T , falls i1 · · · ik mit k ≥ 1 existiert,

so dass ui1 · · ·uik = vi1 · · · vik.

F sonst.

Theorem

Das Postsche Korrespondenzproblem ist

nicht berechenbar (für ∅ 6= T 6= {a}).

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008



Durchschnittsleerheitsproblem (DLP ) 8

Typ Bezeich-

nung

Automaten Durchschnitts-

leerheitsproblem

0 allgemein Turing-Maschinen -

1 kontext-

sensitiv,

monoton

linear beschränkte

Automaten

-

2 kontextfrei Kellerautomaten -

3 regulär,

rechtslinear

endliche Automa-

ten

+

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008
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Entscheidungsprobleme als Sprachen

dp : A∗ → BOOL ; Ldp = {w ∈ A∗ | dp(w) = T}

Beispiel

LWP(G) = L(G)
G: Chomsky-Grammatik.

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008
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Entscheidbare Sprache

Eine Sprache L ⊆ A∗ ist entscheidbar, falls das Wort-

problem von L berechenbar ist.

Beispiel: L(G), wobei G = (N,T, P, S) eine monotone

Grammatik ist.

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008
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Semi-entscheidbare Sprache

Eine Sprache L ⊆ A∗ ist semi-entscheidbar, falls die

partielle Funktion dp′L : A∗ → BOOL mit

dp′L(w) =
{

T , falls w ∈ L

undefiniert sonst

berechenbar ist.

Beispiel:
LPCP = { ((u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)) | ui, vi ∈ T ∗,

∃i1, . . . , ik (k ≥ 1) : ui1 · · ·uik = vi1 · · · vik}

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008



Entscheidbare und semi-entscheidbare Probleme 12

Entscheidbare und semi-entscheidbare
Probleme

Ein Problem dp ist entscheidbar, falls es berechenbar

ist.

Beispiel: Wortproblem für monotone Grammatiken

Ein Problem dp ist semi-entscheidbar, falls Ldp semi-

entscheidbar ist.

Beispiel: PCP

Sabine Kuske: Entscheidbarkeit, CE-S-Berechenbarkeit, Zusammenfassung; 7.Juli 2008


