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1 Szenarien — theoretisch

Mit diesem einflhrenden Kapitel sollen Gegenstdande, Ideen und Grundsdtze der theore-
tischen Informatik dargestellt und motiviert werden. Insbesondere wird auf Sachverhalte
und Uberlegungen eingegangen, die in der Berechenbarkeits- und Komplexitatstheorie eine
wichtige Rolle spielen. Den Ausgangspunkt bilden einige Szenarien, in denen fiktiv An-
wendungen von Informationstechnik und Situationen aus dem Leben von Informatikerin-
nen und Informatikern beschrieben werden. Entstehende Ahnlichkeiten mit tatsschlichen
Problemen sind beabsichtigt. Die Szenarien sind so zugespitzt, dass die korrekte Beant-
wortung der gestellten Fragen Kenntnisse und Einsichten der theoretischen Informatik
verlangt. Wer die Antworten weil3 oder sich richtig Uberlegen kann, braucht diese Lehr-
veranstaltung nicht mitzumachen, sondern kann sich den Leistungsnachweis nach einer
kurzen Rucksprache abholen.

Anknupfend an die Szenarien werden einige Wesenszlige der theoretischen Informatik
erlautert und einige zentrale Gesichtspunkte von Berechenbarkeits- und Komplexitats-
theorie angerissen.

1.1 Terminationstest endlich lieferbar

In der Zeitschrift ITCT, die monatlich von etwa 80.000 Computerfachleuten gelesen wird,
fand sich neulich folgende Anzeige:

Mussen Sie bei Ihren Datenbankanfragen oft lange auf Antwort warten, oder
kommt hdufig gar keine vernuinftige Antwort? Sind Ihre Programme sehr zeit-
intensiv? Erhalten Sie bei der Ausfuhrung Ihrer Programme oft Fehlermeldun-
gen statt eines Ergebnisses? Brechen Sie hdufig Berechnungen ab, weil Sie nicht
mehr warten wollen oder kdnnen? Wenn Sie eine dieser Fragen mit JA beant-
worten, dann haben wir etwas fur Sie: HaltCheck. Die Weltneuheit HaltCheck
lduft auf allen gangigen Rechnern und ist fur die Datenbankanfragesprache
SQL und fur die Programmiersprachen C++ und ML erhdltlich. Fur jede Da-
tenbankanfrage bzw. flir jedes Programm und jede Eingabe testet es in Sekun-
denschnelle die Termination und gibt im positiven Fall eine obere Zeitschranke
an, bis zu der man hdchstens auf das Berechnungsergebnis warten muss. Halt-
Check spart Ihnen Zeit und Nerven. Diese sensationelle Entwicklung ist im
Fachhandel fur nur 1.199 € erhdltlich. Kaufen Sie sofort.

Ist das Angebot interessant und gunstig? Sollte man mit dem Kauf warten, bis der Preis
fallt? Oder was ist von einem derartigen Hilfsprogramm zu halten?

Wenn ein Programm wie HaltCheck existierte, wdre es ausgesprochen nutzlich. Wer das
bezweifelt, moge das Flussdiagramm in Abbildung 1 betrachten, das die Berechnungen der
sogenannten Ulam-Funktion beschreibt. Eingabe ist eine naturliche Zahln = 1. Istn =1,



Abbildung 1: Ein Flussdiagramm fur die Ulam-Funktion

so ist das auch das Ergebnis. Ist n £ 1, so wird n halbiert, falls es gerade ist, oder sonst
verdreifacht und um 1 erhoht. Mit dem jeweiligen Ergebnis (als neue Eingabe n) wird
der Gesamtvorgang wiederholt. Fur jede Zahl gibt es oledbar nur zwei Mdglichkeiten:
Entweder es kommt 1 als Ergebnis heraus oder der Berechnungsvorgang wird unendlich
fortgefuhrt. Fur welche Zahlen tritt welcher Fall ein? Zur Warnung sei gesagt, dass man
sich jedoch nicht allzu sehr in die Beantwortung der Frage verbeiRen sollte, weil sie seit
Jahrzehnten ein o [edes Problem ist.

1.2 Auf dem schnellsten Wege

In einem Geldtransportunternehmen, das auch andere Wertsachen befordert, wird erwo-
gen, die tdgliche Fahrtroutenplanung zu automatisieren. Bei dem dafir zu erstellenden
Softwaresystem muss von folgenden Vorgaben ausgegangen werden:

(a) Berechnungsgrundlage ist eine “Landkarte”, in der alle bundesdeutschen Ortschaf-
ten mit Geldinstituten als Knoten eingetragen sind. Je zwei Orte sind durch eine Kante
miteinander verbunden, wenn es zwischen ihnen eine direkte (Uber keinen anderen Ort
aus der Karte fuhrende) Stralenverbindung gibt. Die Kanten sind mit der Kilometerzahl
beschriftet.

(b) Die Eingabe besteht aus einer sich tdglich @andernden Liste geplanter Fahrten, bei
denen jeweils Start und Ziel angegeben sind. Aus Sicherheitsgriinden werden keine Zwi-
schenstationen gemacht und auch nicht mehrere Transporte zusammengefasst.

(c) Bestimmt werden soll fur jeden Eintrag der eingegebenen Liste der kiuirzeste Weg in
der Landkarte, das ist eine Folge von Kanten, die Start und Ziel miteinander verbindet
und deren Kilometersumme unter allen Verbindungswegen die Kleinste ist.

Betrachte zur Illustration die Karte in Abbildung 2. Von Bremen nach Hannover gibt es
viele Wege (sogar unendlich viele, wenn man erlaubt, beliebig oft hin und her oder im
Kreis zu fahren), aber nur der direkte und der Uber Y sind mit 100 km die kiirzesten.

Prinzipiell ist es nicht schwierig, einen Algorithmus zu entwerfen, der diese Aufgabe bewal-
tigt; kritisch jedoch ist sein Laufzeitverhalten. Die Eingabeliste ist aus organisatorischen
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Osnabriick Hannover

Abbildung 2: Eine “Landkarte”

Grunden nicht vor 0.00 Uhr verfugbar, die ersten Fahrzeuge mussen jedoch spdatestens
um 6.00 Uhr morgens abfahren. Fur die tdgliche Einsatzplanung stehen also nur wenige
Stunden zur Verfugung.

Das Transportunternehmen besitzt einen Matrixrechner, dessen Architektur insbesondere
die Multiplikation von Matrizen unterstiitzt. Diese Operation kann deshalb besonders
schnell ausgefuihrt werden. Die Automatisierung der Fahrtroutenplanung kommt aus den
geschilderten zeitlichen Grlinden nur dann in Frage, wenn das algorithmische Problem
mit moglichst wenigen Matrizenmultiplikationen geldst werden kann.

Ist das Vorhaben unter diesen Randbedingungen realisierbar?

1.3 Maschinenbelegung im Sonderangebot

Ein mittelstandisches Unternehmen, das Spezialanfertigungen von elektronischen Geraten
herstellt, mochte seine Produktion weiter automatisieren. Dazu benttigt es ein Maschi-
nenbelegungsprogramm, das fur tdaglich durchschnittlich 75 Auftrdge mit unterschiedli-
chen Fertigungspldnen den Durchlauf durch 128 Fertigungsstationen organisiert, wobei
ein einzelner Auftrag meist nur auf einem Teil der Stationen erledigt wird, das jedoch mit
wechselnden Reihenfolgen und Verweilzeiten. Das Unternehmen schreibt ein derartiges
Programm aus, wobei es neben den Kosten insbesondere Zuverlassigkeitsgarantien und
Angaben Uber die Laufzeit in der Zeiteinheit psec verlangt. Folgende Angebote gehen ein,
wobei k die Zahl der Auftrdge und m die Zahl der insgesamt eingesetzten Stationen ist.

1. 100.000 €; optimale Maschinenbelegung; unguinstigste Laufzeit: mk.

200.000 €; optimale Maschinenbelegung; durchschnittliche Laufzeit: k - m!.
150.000 €; hochstens 100% uber optimaler Maschinenbelegung; Laufzeit: k? - m3.
120.000 €; hochstens das Dreifache des Optimums; Laufzeit: 128 - k2.

Das Angebot 4 zum halben Preis, wenn die Zeiteinheit auf sec gesetzt werden darf.

gk~ own



6. 80.000 €; Optimum; Laufzeit: ¢ - k, wobei ¢ zwischen 10.000 und 100.000 liegt.
Allerdings muss daftir noch ein Zusatzprogramm fur rund 10.000 € bescha [Tverden,
das fur einen Auftrag, der als nachstes auf mehreren Stationen gefertigt werden kann,
die aktuell gunstigste auswahlt.

7. 250.000 €; Optimum; durchschnittliche Laufzeit: k - m2.

8. Das Angebot 7 zum doppelten Preis, dafur aber Laufzeit fur den schlechtesten Fall.

9. 300.000 €; optimale Losung mit 55% Garantie; Laufzeit: 128-k-log(k). (Anmerkung:
Programm bendtigt einen guten Zufallsgenerator.) o

10. 75.000 €; bis 10% Uber optimaler Losung; ungunstigste Laufzeit: ~° - ' .

Es gab noch einige weitere Angebote, die aber zu teuer, o [edbar schlechter oder unserios
waren.

Welche Losung soll das Unternehmen kaufen? Und warum? Wadren alternative Angebote
denkbar, die die zehn vorgestellten deutlich Ubertre [ed?

Das FlieBband, bei dem Auftrdge in einer vorgegebenen Folge durch die festinstallierte
Sequenz der Maschinen geschleust werden, hat — so scheint es — als Maschinenbelegungs-
plan ausgedient. In der Illustration fur zwei Maschinen in Abbildung 3 werden gerade

g j+1 Maschine 1 |@j—1---@i+1| Maschine 2 |ai-1-'-az2&1

Abbildung 3: Fertigung am FlieRband

zwei Auftrage bearbeitet (a; auf Maschine 1 und a; auf Maschine 2). Was ist an einer
FlieBbandlgsung fur die Maschinenbelegung eigentlich schlecht?

1.4 Mit Netz und doppeltem Boden

Eine groRe internationale Bank mit einem weltumspannenden Netz von Uber 3000 Filialen
mochte ihren Kundendienst verbessern. Dazu sollen alle Zweig- und Geschdftsstellen in
ein Kommunikationssystem einbezogen werden, das je zwei Filialen erlaubt, in wenigen
Minuten untereinander Informationen auszutauschen. Kostenguinstig ldsst sich das jedoch
nur bewerkstelligen, wenn in Kauf genommen wird, dass Unbefugte ohne groflen tech-
nischen Aufwand Ubermittelte Nachrichten aulangen konnen, wie dies in Abbildung 4
skizziert ist. Um das Bankgeheimnis zu wahren und missbrauchliche Verwendung der
Informationen zu verhindern, ist eine Verschlusselung unumganglich.

Unrealistisch wdre ein Konzept, in dem je zwei Filialen fur ihre Kommunikation einen
eigenen geheimen Schlussel hatten. Dafuir waren 10.000.000 Schlussel erforderlich. Auch
die jeweilige Vergabe eines Schlussels durch eine Zentrale, wenn zwei Filialen Verbin-
dung aufnehmen wollen, ist umstandlich und schwierig, zumal auch die Ubersendung der
Schlussel verschlusselt werden misste. Da behauptet eine Ubereifrige Vorstandsassisten-
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Nach F’tht

Filiale A Filiale B

Konkurrenz
hort mit

Abbildung 4: Nachrichtenaustausch

tin, dass sie einen Artikel gelesen hdtte Uber die Verwendung “0 Ledtlicher” Schilussel: Jede
Filiale bildet nach einem festen, einfachen Prinzip aus nur ihr bekannten Bestandteilen
einen Schlussel, der in eine allen Zweigstellen zugangliche Liste verzeichnet wird. Will nun
Filiale A Filiale B eine Mitteilung machen, sucht sie den Schiltssel von B aus dem Ver-
zeichnis heraus, chi[rigrt nach einem bestimmten Verfahren die Nachricht und sendet sie
an B. Die Zweigstelle B entschlusselt diese Nachricht mit Hilfe der nur ihr bekannten Be-
standteile ihres Schlussels nach einem allen bekannten Verfahren. Ohne die Bestandteile
zu kennen, ist die Dechi[riégrung jedoch praktisch unmaglich.

Will sich die Vorstandsassistentin nur wichtig machen? Oder sind nicht knackbare Codes
moglich, selbst wenn die verwendeten Verfahren fur Ver- und Entschltsseln sowie die
Schlussel allgemein bekannt sind?

1.5 Geheimnisvoller Auftrag

Ein Geheimdienst hort seit Monaten einen gegnerischen Sender ab. Die aufgefangenen
Buchstaben-, Zahlen-, Silben- und Worterfolgen sind jedoch bisher nicht entschlusselt.

Die erste wichtige Beobachtung ist, dass jede Viertelstunde Informationen von besonderer
Form Ubermittelt werden. Es handelt sich immer um zwei gleichlange Sequenzen von
Zeichenfolgen, die durch Hupsignale voneinander getrennt sind. Wenn das Hupen durch
einen Gedankenstrich symbolisiert wird, haben die Nachrichten folgendes Aussehen:

—mU T U T U T VTV T VT

Dabei sind u;, vj irgendwelche Zeichenfolgen aus Buchstaben und Zilerh. Ein Beispiel
dafur ist:

— —aac—a—bb—aac—b— —a—baa—ach—ca—ach— —
Die Dechi [rigrexpertinnen hatten schon langere Zeit vermutet, dass sich in diesen Doppel-

sequenzen der Schlussel fur die Entschlusselung aller aufgefangenen Sendungen befindet.
Aber wie?



In dieser Situation kam dem Geheimdienst der Zufall zu Hilfe. Ein gegnerischer Agent
ging ihm ins Netz und verriet in langen Verhtren so manches Geheimnis. Insbesondere
bestdtigte er, dass sich unter den viertelsttindlich gesendeten Folgen u; und v; fur i,j =
1,...,k der Schlussel befindet — jedoch nur einmal alle zwei bis drei Tage. Alle anderen
Doppelsequenzen sind Tarnung. Die einzige signifikante Doppelsequenz unterscheidet sich
von den anderen dadurch, dass es fur sie allein keine Indexfolge i, - - - i, gibt, derart dass die
zusammengesetzten Zeichenketten u;, U, - - - u;, und vy, Vi, - - - vj, gleich sind. Diese Figuren
konnen nach der Art ihres Zustandekommens Zwillingspuzzles genannt werden.

Der Rest schien einfach. Der EDV-Abteilung wurde der Auftrag erteilt, ein Programm zu
entwickeln, das fur eine eingegebene Doppelfolge testet, ob sie ein Zwillingspuzzle ergibt.
Doch die Systemanalytikerinnen und Programmiererinnen des Geheimdienstes brachten
ein solches Programm nicht zustande. Deshalb soll die Aufgabe einem Softwarehaus Ubert-
ragen werden, das bei erfolgreicher Erledigung des Auftrags pauschal 120.000 € erhdlt.

Ein gutes Geschaft? Was d@ndert sich an der Situation, wenn der jeweils aktuelle Schlussel
in einer Doppelsequenz mit Zwillingspuzzle versteckt wadre und die Tarnsequenzen keine
Zwillingspuzzles haben?

1.6 Die Antworten der Theorie

Was haben diese (und dhnliche) Situationen und Problemstellungen mit theoretischer In-
formatik zu tun? — Die Theorie beantwortet die gestellten Fragen. Aber das allein wdre
nichts Besonderes; denn solche Fragen treten hdufig bei Softwarentwicklungen auf und
werden auch irgendwie beantwortet. Jedoch nur die Theorie gibt exakte Antworten (das
sind Antworten, die in einem bestimmten Kontext zweifelsfrei und nachweisbar gltig
sind). Etwas vereinfachend konnte man sogar sagen: Theoretische Informatik ist gerade
dadurch definiert, dass derartige Fragen in einem formalen Rahmen mit mathematischen
Methoden und daher exakt beantwortet werden. Wann immer und wo immer in der In-
formatik so vorgegangen wird, entsteht theoretische Informatik.

Theoretische Informatik ist Informatik mit mathematischen Mitteln.

Die Szenarien munden in Fragen, die ein gemeinsames Grundmuster besitzen: Geht das
und das (oder lohnt es sich) mit den und den Methoden unter den und den Bedingungen?
Es sollte klar sein, dass in der Informatik (und in manchen anderen Wissenschaften) an
vielen Stellen so gefragt werden kann. Es sollte auch klar sein, dass exakte Antworten nicht
nur von wissenschaftlichem, sondern auch dkonomischem Wert sein konnen. Denkt man
an computer-gesteuerte Kernkraftwerke, Flugzeuge, Frihwarnsysteme und d@hnlich brisan-
te Aufgaben, die mit Hilfe von Computertechnik und Informatikwissen erledigt werden,
konnen (un-)gesicherte Kenntnisse o [edbar Uber Leben und Tod entscheiden. In solchen
lebenswichtigen Fragen sind jedoch leider die Antworten der Theorie eher deprimierend.



Wegen der technischen Komponenten, in die die Berechnungsprobleme lediglich einge-
bettet sind (Stichwort: embedded system), sind oft nur statistische Aussagen mdglich.
Beispielsweise wird sich unter “geeigneten” Annahmen vielleicht herausstellen, dass das
russische Frihwarnsystem in einer Million Jahren wahrscheinlich nur 17mal falschlich
einen Atomangri[Mon Westeuropa aus meldet, ohne dass der Fehler vor Auslosen des
Gegenschlags festgestellt wird. Doch die Theorie konnte nicht verhindern, dass die erste
dieser Fehlmeldungen bereits morgen erfolgt und das atomare Inferno in Europa auslost.

1.7 Die Schwierigkeiten der Theorie

Wenn Theorie so wichtig und wertvoll ist wie behauptet, warum ist sie dann in der In-
formatik und bei vielen Informatikerinnen und Informatikern so umstritten und unbe-
liebt, ja teilweise verpont? Ein Grund dafur ist wahrscheinlich, dass es oft nicht einfach
ist, grundlegende Fragen der geschilderten Art korrekt zu beantworten. Theorie ist kein
Frage-Antwort-System, in das man eine Frage nur hineinstecken muss, um nach einiger
Zeit automatisch die richtige Antwort zu erhalten. Oft mussen Fragen und Antworten in
einem vorhandenen Rahmen entwickelt werden. Oft fehlt der geeignete theoretische Rah-
men und muss erst noch geschaled werden. Oft sind zwar Rahmen, Frage und Antwort
prinzipiell bereits verflugbar, doch ist das schwer zu erkennen, weil die vorgefertigte Theo-
rie anders formuliert ist, als es das aktuelle Problem erfordert. Meist sind deshalb Zeit,
Phantasie, Intuition, Wissen und Erfahrung notig, um existierende Theorie nutzbringend
zu verwenden und fehlende zu erganzen.

Um ein Problem exakt losen zu kdnnen, muss schrittweise und systematisch eine Theorie
aufgebaut werden. Die einzelnen Uberlegungen missen aber nicht nur verstanden werden,
sondern auch nachprufbar richtig sein. Das macht Theoriebildung zu einem langsamen,
muhsamen Unternehmen. Wie umstéandlich dieser Vorgang sein kann, mag folgender Zeit-
plan verdeutlichen: Das Thema dieser Lehrveranstaltung ist Berechenbarkeit und Kom-
plexitdt; alle Szenarien haben direkt und zentral mit diesem Thema zu tun; dennoch wird
nur eins der Probleme in diesem Semester geldst (vielleicht noch ein zweites).

Theorie ist ein — hdaufig aufwendiger — sprachlicher Rahmen,
in dem grundsdtzliche Probleme exakt geldst werden kdonnen.

1.8 Das Prinzip der Abstraktion

Damit der hohe Aufwand der Theoriebildung gerechtfertigt ist, werden Theorien meist
so allgemein und breit entwickelt, dass moglichst viele Probleme damit gelost werden
konnen. In der Regel haben sogar mehrere verschiedene konkrete Probleme innerhalb
einer entsprechenden Theorie eine gemeinsame Losung. Erreicht wird dieser “ckonomi-
sche” E[eldt durch einen Abstraktionsprozess, dem die konkreten Probleme unterzogen
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werden, bevor sie im Rahmen einer Theorie behandelt werden. Abstrahieren heif3t, von
unwichtigen Details abzusehen und sich auf das Wesentliche zu konzentrieren. Beispiels-
weise ist im flnften Szenario die “aufregende” Spionagegeschichte fur das Problem vollig
irrelevant; interessant ist allein, wie festgestellt werden kann, ob eine Doppelsequenz aus
Zeichenketten ein Zwillingspuzzle besitzt. Oder im vierten Szenario konnte es sich statt
um eine Bank auch um die Mafia, den CIA, die Botschaften eines Staates u.d. handeln,
statt um Uber 3000 Filialen, die miteinander kommunizieren wollen, auch um 428 Mafia-
Organisationen, um 7000 Agentinnen, um 113 diplomatische Vertretungen u.d. In einer
Theorie, in der das Problem der 6 [edtlichen Schlussel diskutiert werden kann, wird also
nicht definiert werden, was eine Bank ist und wie viele Filialen sie hat; davon wird abstra-
hiert. Stattdessen wird man von der Annahme ausgehen, dass es n Instanzen gibt, wobei
n eine beliebige naturliche Zahl ist, und dass je zwei von ihnen Verbindung miteinander
aufnehmen konnen sollen.

Das Prinzip der Abstraktion hat jedoch seine Tuicken. Die urspriinglichen konkreten Pro-
bleme sind in der abstrakten Theorie nicht ohne weiteres erkennbar. Beim Abstrahieren
kann es passieren, dass ein entscheidender Aspekt vernachldssigt wird; dann spiegeln die
theoretischen Ergebnisse die wirkliche Situation nicht mehr adaquat wider. Zu einem kon-
kreten Problem mag es ldngst eine geeignete Theorie geben, die die fertige Antwort parat
halt; aber das nutzt nichts, wenn diejenigen, die das Problem haben, die Theorie nicht
kennen oder ihnen die richtige Abstraktion nicht gelingt. Ist es da verwunderlich, dass
viele Theorien nutzlos und wie abstrakte Spinnerei erscheinen?

1.9 Probleme — unberechenbar

Als allgemeine Vorbemerkungen zur Theorie mag das erst einmal ausreichen. Aber worum
geht es nun speziell in dieser Lehrveranstaltung?

Informatik lost spezifische Aufgaben mit Hilfe von Rechenanlagen, untersucht die Ge-
setzmdligkeit eines Losungsvorgangs und stellt Methoden flir Losungsschritte bereit. Der
Schlussel zu all dem ist der Begri[_des Algorithmus, worunter eine maschinell ausfiihr-
bare Losung eines vorgegebenen Problems verstanden wird. Die theoretische Informatik
verfolgt dieselben Ziele, soweit sie sich mathematisch untermauern lassen. Im Zentrum
stehen dabei einige grundsdtzliche Fragen, was beispielsweise ein Computer berechnen
kann oder welche Probleme algorithmisch lgsbar sind.

Beide Fragen sind so noch sehr unscharf formuliert. Denn es gibt ja viele verschiedene
Rechnertypen mit verschiedenen Ausstattungen. Man musste also genauer fragen: Was
kann der Computer X, was der Computer Y ? Aus praktischer Sicht ware es fatal, wenn
fur je zwei Rechner Unterschiedliches und Unvergleichbares herauskdme. Dann wisste nie-
mand, der ein Problem nicht Iosen kann, ob er nicht einfach an der falschen Maschine sitzt.
In der zweiten Frage wird unterstellt, dass es nur ein “algorithmisch” gibt. Tatsdchlich
konnte aber die Losungsfahigkeit und -vielfalt von der gewahlten (Programmier-)Sprache
oder von anderen Faktoren abhdngen. Gibt es also ein *“Modula-algorithmisch”, das grund-
verschieden ist von “ML-algorithmisch”? Konnen in C++ vollig andere Probleme geldst
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werden als mit SmallTalk? Bejahende Antworten hatten die unangenehme Konsequenz,
dass allein schon die Wahl der Programmiersprache Uber Erfolg oder Misserfolg eines Pro-
blemlosungsversuchs entscheiden konnte. Schlieflich konnten sich auch die Mdglichkeiten
von Rechner und Problemlgsungssprache in die Quere kommen. Denn was nutzt die beste
Sprache, wenn kaum eine Losung darin auf dem vorhandenen Rechner laufen kann? Was
bringt der phantastischste Computer, wenn die Programmiersprache seine Rechenféhig-
keit nicht voll ausschopfen kann?

Die Berechenbarkeitstheorie bietet eine These an, deren Gultigkeit viele der gerade ange-
nommenen Schwierigkeiten beseitigte. Die These wurde in den 40er Jahren von A. Church
formuliert und lautet:

Alle genligend allgemeinen Berechnungsmodelle erlauben,
dieselbe Klasse von Problemen zu lgsen.

In der Theorie der Berechenbarkeit werden vielfdltige Belege zusammengetragen, die die
Churchsche These stutzen. Ein reprasentativer Ausschnitt davon wird in dieser Lehr-
veranstaltung entwickelt.

Uberlegungen und Ansatze zur Berechenbarkeit lassen sich in zwei Klassen einteilen. Eine
davon bilden die Rechner- oder Maschinenmodelle wie Turingmaschinen und Random-
Access-Maschinen, die als abstrakte Versionen von Computern gesehen werden konnen.
Mathematische Modelle, die stellvertretend fuir Rechner untersucht werden, haben den
Vorteil, nicht so schnell zu veralten und vom Markt zu verschwinden. Ihr Nachteil al-
lerdings besteht darin, dass oft viel Phantasie erforderlich ist, ihre Verwandtschaft mit
konkreten Rechnern zu erkennen. Jedes Maschinenmodell MM definiert eine Klasse der
von MM berechenbaren Probleme. Die zweite tragende Sdaule der Berechenbarkeitstheo-
rie beschaftigt sich mehr mit der Problemseite. Untersucht werden rechnerunabhdngige
Beschreibungen von algorithmischen Problemldsungen, z.B. als rekursive oder iterative
Funktionen. Insgesamt wird eine Vielzahl von Berechnungsmodellen eingefuhrt; jedes ein-
zelne stellt eine Prazisierung des Begri [ST*Algorithmus” dar und bestimmt eine Klasse
Iosbarer Probleme.

Ein wichtiger Teil der Berechenbarkeitstheorie ist dem Vorhaben gewidmet, die Uber-
einstimmung der verschiedenen Problemklassen im Sinne der Churchschen These zu
zeigen. In dieser Lehrveranstaltung wird beispielsweise vorgefuihrt, dass die von Turingma-
schinen berechenbaren Probleme gerade mit den rekursiven Funktionen Ubereinstimmen.

Berechenbarkeit teilt die “Welt” in zwei Teile: das Berechenbare und das Unberechenbare.
Beispiele, die zur ersten Kategorie gehoren, entwickelt jede Informatikerin und jeder In-
formatiker in der tdglichen Arbeit. Aber es kann auch von Nutzen sein, etwas Uber das mit
Rechnern nicht Leistbare zu wissen. Das ist nicht allein von philosophischem Belang, son-
dern kann praktisch auch viel unnutze, vergebliche Anstrengung vermeiden helfen. Einige
Exemplare nicht berechenbarer Probleme werden in dieser Lehrveranstaltung diskutiert.
Nicht gekldart werden kann, was Politikerinnen meinen, wenn sie sagen: “Unsere Politik
muss berechenbar bleiben!”
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1.10 Schnelles Rechnen — viel zu langsam

Es ist beruhigend, dass ein einziger Algorithmusbegri CpFinzipiell auszureichen scheint, um
das mit Rechnern Machbare untersuchen zu konnen. In vielen Féllen jedoch ist das Wissen
um die Berechenbarkeit nicht sehr hilfreich. Zu diversen Problemen findet man muhelos
Algorithmen, doch die Programme laufen nicht zufriedenstellend. Ein Grund dafur ist,
dass Turingmaschinen beispielsweise (als Vertreterinnen eines allgemeinen Algorithmus-
und Rechnerkonzepts) mit zwei bei wirklichen Computern knappen Ressourcen duferst
verschwenderisch umgehen: Platz und Zeit. Beides steht einer Turingmaschine unbegrenzt
zur Verflgung. Vielleicht gilt das prinzipiell sogar fur reale Maschinen (die Physik legt
sich in diesen Punkten nicht ganz fest), de facto aber konnen wir nicht immer gentigend
Speichermedien heranschaled und schon gar nicht lange warten.

Ein konkretes Beispiel soll die Rolle der Zeit beim Rechnen veranschaulichen. (Analo-
ges ldsst sich fur den Speicherplatz Uberlegen.) Computer sind berihmt daftir, dass sie
stupideste Aufgaben mit umfangreichem Informationsmaterial in unglaublich kurzer Zeit
erledigen konnen. Aber selbst dabei stoRen sie schnell an ihre Grenzen. Betrachte etwa
folgendes simples Problem: Eingegeben werden soll eine beliebige naturliche Zahl n [N,
ausgegeben werden soll eine Liste aller Teilmengen der Menge [n] = {0,1,...,n — 1}
der ersten n naturlichen Zahlen, d.h. eine Liste der Elemente der Potenzmenge P ([n]).
Nun hat diese Potenzmenge bekanntlich 2" Elemente. Die Ldnge der Ausgabeliste wéachst
also exponentiell mit der GroRe der Eingabe. Einen Eindruck vom schnellen Anwachsen
der Funktion 2" gegentiber der Funktion n? vermittelt Tabelle 1. Es ist nicht sonderlich

n n? 2"
10 100 1024
20 400 1048576
30 900 1073741824
40 1600 1099511627776
50 2500 1125899906842624
60 3600 1152921504606846976
70 4900 1180591620717411303424

(ohne Gewdhr)

Tabelle 1: Vergleich der Funktionen n? und 2"

schwierig, einen Algorithmus zu finden, der die Aufgabe l6st. Aber selbst wenn der Rech-
ner nur eine Instruktion brauchte, um eine Teilmenge zu bestimmen und aufzulisten, und
25 Millionen Instruktionen pro Sekunde scha [Tel (ein Supercomputer) und wenn ich mich
nicht verrechnet habe, rechnete das Gerat bei Eingabe von 70 nach einer Million Jahren
immer noch.

Das theoretische Gebiet, das sich mit dem Zeit- und Platzbedarf von Algorithmen beschaf-
tigt, ist die Komplexitdtstheorie. In dieser Lehrveranstaltung werden einige in diesen Be-
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reich einflhrende Aspekte behandelt.

2 Lauter Worter

Informatik ist ohne Zeichenketten, die in der Literatur oft auch Worter genannt werden,
undenkbar. Auch die Theorie ist stark auf sie angewiesen. Im vorigen Abschnitt spielen sie
bereits als mogliche Abldufe, an-aus-Zyklen und verbotene Ereignisfolgen eine wichtige
Rolle. Man muss sie hintereinander schreiben und Teilfolgen identifizieren kdnnen; man
muss Gleichheit von Ereignisfolgen feststellen konnen. Den Benutzerinnen und Benutzern
von Programmiersprachen sind Zeichenketten als Namen und Ausdriicke, als Dateien und
Felder (Ketten konstanter Ldnge) u.d. sowie in Gestalt der Programme selbst geldufig.
Woarter und Sdtze einer naturlichen Sprache wie Deutsch oder Englisch sind weitere wich-
tige Beispiele.

In diesem Abschnitt sind einige wichtige Informationen zum Umgang mit Zeichenketten
zusammengestellt. Vieles davon wird verschiedentlich in die Uberlegungen zur theoreti-
schen Informatik wahrend des kommenden Semesters eingehen, ohne dass diese Tatsache
immer ausflhrlich gewurdigt wird.

2.1 Erzeugung von Wortern

1. Um nicht bei jedem einzelnen Wort den Rahmen festlegen zu mussen, wird vorweg
ein Zeichenvorrat A ausgewahlt. A wird auch Alphabet, die Elemente von A werden
Zeichen oder Symbole genannt.

2. Worter (uber A) sind rekursiv definiert durch:

(a) A ist ein Wort,
(b) mit x CAlund einem Wort v ist auch xv ein Wort.

3. Das initiierende Wort in (a) wird leeres Wort, der wiederholbare Vorgang in (b)
Linksaddition (von x zu v) genannt. Fur Worter sind auch die Bezeichnungen Zei-
chenketten, Listen, Folgen, Sequenzen, Satze, “files”, Texte, Nachrichten, *“strings”
u.v.a.m. gebrduchlich. Die erste Bezeichnung wird im folgenden synonym fur Worter
verwendet.

Die Menge aller Worter Uber A wird mit A-bezeichnet. Fur die Linksaddition xA
von X zu A wird kurz auch x geschrieben. In diesem Sinne gilt: A CAH
Der Erzeugungsprozess fur Worter ist in Abbildung 5 illustriert.

4. Beispielsweise entsteht fur das Alphabet {0, 1} anfangs nur das leere Wort A, weil
der Teil (b) des Worterzeugungsprozesses nur verwendet werden kann, wenn schon
Worter vorhanden sind. Der Teil (a) muss nicht wieder angewendet werden, weil
dadurch keine neuen Wdorter mehr entstehen konnen. Die Anwendung von Teil (b)
liefert nun zwei neue Worter: OA, 1A (bzw. 0,1 nach der Konvention zur Links-
addition mit dem leeren Wort). Darauf kann der Teil (b) erneut angewendet werden,
was vier neue Worter liefert: 00, 01, 10, 11. Durch Fortsetzung des Verfahrens (ad
infinitum) entstehen nach und nach alle (endlichen) Bitstrings.
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Abbildung 5: Rekursive Erzeugung von Wortern

5. Die Erzeugung von Wortern ist so gemeint, dass nur Gebilde, die durch den in

Punkt 2 gegebenen rekursiven Prozess entstehen, Worter Uber A sind und dass
jedes Wort in eindeutiger Weise aus diesem Prozess hervorgeht. Letzteres bedeutet,
dass fur jedes Wort w entweder w = A gilt oder eindeutig x [CAlund ein Wort v mit
w = xv existieren. Im zweiten Fall wird x mit head (w) und v mit tail (w) bezeichnet.
Bei dem Erzeugungsprozess wird stillschweigend vorausgesetzt, dass man durch die
Bezeichnung A ein Gebilde erhdlt, das sich von allen anderen Wartern unterscheiden
ldsst, und dass das Nebeneinanderschreiben von Zeichen und Wdrtern moglich ist.
Beides mag intuitiv klar sein; es wird hier einfach vorausgesetzt.
Wenn das Alphabet selbst wieder Worter enthdlt, wie z.B. {E, I, El}, muss man
mit dem Nebeneinanderschreiben aufpassen. Denn sonst kann beispielsweise E1 ein
Wort aus einem wie zwei Zeichen sein, was wegen der verlangten Eindeutigkeit
verboten ist. In solchen Fdllen muss man extra Vorsorge treled, indem man die
Zeichen in Hochkommata oder sonstige Klammern einschlieft oder Zeichen und
Wort beim Nebeneinanderschreiben durch ein Blank oder ein sonstiges Trennzeichen
auseinanderhalt.

6. Statt durch Linksaddition lieRen sich alle Wdrter auch durch Rechtsaddition erzeu-
gen. In gewisser Weise ware diese Alternative noch naheliegender, weil sie dem im
europdischen Sprachraun verbreiteten Schreiben von links nach rechts entspricht.

Das durch diese Vereinbarungen verfiigbare Textsystem ist noch recht bescheiden. Begin-
nend mit dem leeren Wort, kann jedes Wort von rechts nach links geschrieben werden; das
zuletzt geschriebene Symbol kann gelesen (head) oder geldscht (tail) werden. Wunschens-
wert wdre mehr Komfort, was mit den Punkten 2.2 und 2.4 ein Stick weit erreicht wird
und sich analog noch wesentlich weitertreiben lieRe.

2.2 Konkatenation

1. Analog zur Linksaddition und allgemeiner als diese lassen sich auch zwei Worter
V,W zu einem neuen Wort v - w zusammensetzen. v - w wird Konkatenation von v
und w genannt und ist folgendermalien rekursiv definiert:

(@) furv=Agilt A-w=w,
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2.

(b) fUr v =xu mit x CAgilt (xu) -w = x(u - w).
Die Linksaddition erweist sich als Spezialfall der Konkatenation:

XV = X(A - V) E(X)‘)'szsx'v'

Das rechtfertigt die Schreibweise vw fur v - w.

. Wie die Linksaddition ergibt sich auch die Rechtsaddition als Spezialfall der Kon-

katenation, indem man ein beliebiges Wort mit einem Symbol als zweites Argument
konkateniert.

Die Konkatenation fuigt zwei Worter zusammen. Meist werden jedoch mehrere Kon-
katenationen kombiniert, z.B. ((((BE)D)(SP))((IE)L)). Das sieht hasslich aus; doch
glucklicherweise kann man alle Klammern auch weglassen, weil die Reihenfolge, in
der Wortteile verknuipft werden, keinen Einfluss auf das resultierende Wort hat. (Da-
gegen ist die Reihenfolge der Wortteile untereinander entscheidend, wie Punkt 2.5
zeigt).

Fur alle Worter u, v, w gilt (uv)w = u(vw). Diese Eigenschaft ist auch als Assozia-
tivitdt bekannt.

Die Behauptung ergibt sich fur u = A nach Punkt la (in Verbindung mit der in
Punkt 2 eingefulhrten Schreibweise):

(AV)w = vw = A(vw).
Fur den Fall u = xt mit x [CAl erhalt man

((xOV)w = (xX(tv))w = X((tv)w) (ZmX(t(VW)) = (xt)(vw),

wenn die Gultigkeit der Aussage flir t vorausgesetzt wird ([1Das ist zuldssig, da t
um ein Zeichen Kkurzer ist als u, so dass die Eigenschaft fur t als Induktionsvoraus-
setzung formuliert werden kann.

Induktionsprinzip

Wie in der vorangegangenen Uberlegung liefert die rekursive Definition der Worter
ein fUr viele Situationen brauchbares Induktionsprinzip. Um eine Aussage THEO-
REM uber Wadrter zu beweisen, funktioniert oft folgendes Vorgehen:

Induktionsanfang (1A): Zeige THEOREM fur v = A.
Induktionsvoraussetzung (1V): Nimm THEOREM fur v an.
Induktionsschluss (1S): Zeige THEOREM fur xv mit x AL

Dieses Prinzip kann benutzt werden, um nachzuweisen, dass A keinen Einfluss auf
die Konkatenation hat. (Vergleiche Punkt 2.2.1a.)
Fur alle Worter v gilt vA = v.
Denn es gilt:
A = Aund (XV)A = X(VA) = Xv,
221 221 (0
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wobei (Ddie Anwendung der Induktionsvoraussetzung anzeigt.
Die oben gezeigte Assoziativitdat der Konkatenation beruhte bereits auf dem Induk-
tionsprinzip. So ldsst sich auch nachweisen, dass die Konkatenation eindeutig ist.

IA: Die Konkatenation von A mit einem beliebigen Wort w liefert nach Definition
dieses Wort, ist also eindeutig.

IV: Sei vw fur zwei Worter v, w ein eindeutig bestimmtes Wort.

IS: Betrachte nun (xv)w fur x CAlund Worter v, w.

Nach Definition gilt: (xv)w = x(vw). Nach IV ist vw ein bestimmtes Wort, so
dass nach den Festlegungen in Punkt 2.1.5 auch x(vw) eindeutig bestimmt ist.

. Allgemein lassen sich mit dem Induktionsprinzip Aussagen Uber alle Worter eines

Alphabets beweisen. Wenn mehrere Worter in einer Aussage vorkommen und all-
quantifiziert sind, kann man sich eins aussuchen, aber nicht jede Wahl klappt gleich
gut.

Das Indukttionsprinzip ldsst sich analog fur Worter formieren, die mittels Rechtsad-
dition aufgebaut sind. Dabei @ndert sich nur der InduktionsschluBin “Zeige THEO-
REM fur vx mit x CA.

Gleichheitstest, Ldange und Zeichenzdhlen

Die eindeutige Zerlegbarkeit von Wortern gemdall Punkt 2.1.5 gestattet auch, in
einfacher Weise die Gleichheit zweier Worter rekursiv festzustellen.
Zwei Worter v, w sind gleich (in Zeichen: v = w), wenn sie beide leer sind: v
A = w, oder wenn sie beide nicht leer sind sowie head(v) = head(w) und tail (v)
tail (w), wobei ein Gleichheitstest auf dem Alphabet, der ebenfalls mit = bezeichnet
wird, vorausgesetzt ist.
Ebenfalls rekursiv bestimmt werden kann, wie lang ein Wort ist und wie oft ein
bestimmtes Zeichen darin vorkommt:

(a) length(A) =0

(b) length(xv) = length(v) + 1 fur x CA,v CA™

(c) count(x,A) =0

(d) count(x,yv) = if x =y then count(x,Vv) + 1 else count(Xx, V)

fur x,y CA,v CAY!

Die in (d) verwendete Fallunterscheidung funktioniert wie Ublich: Ist die Abfrage
wahr, so wird der then-Teil wirksam, sonst der else-Teil.
Dass durch (a) und (b) eine Abbildung length: A~- N definiert wird, ldsst sich
mit Hilfe des Induktionsprinzips zeigen:

IA: length(A) = 0 ist genau ein Wert aus N fur A.

IV: Fur ein Wort v sei length(v) genau eine naturliche Zahl.

IS: Betrachte nun xv fur x [ZA. Nach (b) gilt length(xv) = length(v) + 1. Nach
IV ist length(v) genau eine naturliche Zahl, so dass der Nachfolger auch genau
eine naturliche Zahl ist.
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Analog erweist sich auch count: A < A~ N als Abbildung.

3. Auf dieser Basis lassen sich auch diverse weitere Eigenschaften der eingefuhrten
Operationen zeigen. Als Beispiel wird mit vollstandiger Induktion bewiesen, dass
die Lange einer Konkatenation gerade die Summe der Langen der Einzelworter ist,
d.h. es gilt fur alle v,w CA"’

length (vw) = length(v) + length (w)

IA: length(Aw) = length(w) = 0 + length(w) = length(A) + length (w).
Dabei werden nacheinander die Definition der Konkatenation, eine bekannte
arithmetische Eigenschaft und die Definition der Ldnge ausgenutzt.

IV: Die Behauptung gelte fur v und beliebige w.

IS: Betrachte av mit a [CAl (und beliebiges w):

length((av)w) = length (a(vw))
= length(vw) + 1
= length(v) + length(w) + 1
= length(v) + 1 + length(w)
= length(av) + length(w).

Dabei werden nacheinander die Definition der Konkatenation, die Definition
der Lange, die Induktionsvoraussetzung, eine arithmetische Eigenschaft und
wieder die Definition der Lange ausgenutzt.

2.5 Iterative Darstellung

Die eindeutige Zerlegbarkeit von Wortern nach Punkt 2.1.5 ergibt zusammen mit dem In-
duktionsprinzip eine sehr wichtige, gebrauchliche und vertraute Darstellung von Wortern.

Fur jedes Wort w existieren eindeutig n [CNlund x; CAfUri=1,...,nmitw = Xy - - - X.

Das schlielt das leere Wort mit ein. In diesem Falle ist n = 0, und X; - - - Xg steht fur
A. Insgesamt ldsst sich also jedes Wort eindeutig in Zeichen als elementare Bausteine
zerlegen. Auf den einfachen Beweis wird verzichtet.

2.6 Ansichten von der Menge aller Worter

Widhrend die vorausgegangenen Informationen Uber Worter unverzichtbar fur die weite-
ren Uberlegungen sind, dient dieser Abschnitt zur Abrundung. Es wird gezeigt, dass sich
die Menge aller Worter in verschiedenen Formen darstellen ldsst. In Punkt 1 wird ein
interessanter Zusammenhang zur Algebra und universellen Algebra hergestellt. Punkt 2
charakterisiert A=tdurch eine sogenannte Bereichsgleichung. Solche Gleichungen sind in
der denotationellen Semantik von Programmiersprachen gebrauchlich. Die Punkte 3 und
4 liefern eine iterative Darstellung von Wortern, die in der Literatur am hdufigsten an-
zutre[ed ist. Die in diesem Kapitel gewdhlte Einfuhrung wird axiomatisch genannt. In
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Punkt 5 wird die Ndhe zu den berihmten Peano-Axiomen der naturlichen Zahlen aufge-
deckt. Diese Art des Zugangs eignet sich besonders fur den weiteren Umgang mit Wortern
nach Art der funktionalen Programmierung.

1. Die Konkatenation gemaR Punkt 2.2.1 bestimmt eine Abbildung - : AYx AFL AL
die nach Punkt 2.2.3 assoziativ ist und deshalb A™=zu einem Monoid macht mit
dem leeren Wort als neutralem Element (vgl. Punkte 2.2.1a und 2.3.2). Da jedes
Wort nach Punkt 2.5 eindeutig in “Atome” zerfillt, erweist sich A=$ogar als freies
Monoid.

2. Die in Punkt 2.1.5 formulierte Zerlegbarkeitseigenschaft der Linksaddition ldasst sich
explizit dadurch erreichen, dass xv als Paar (X, v) geschrieben wird. Unter Verwen-
dung der Mengenoperationen disjunkte Vereinigung + und kartesisches Produkt x
erfullt demnach die Menge Aaller Worter Uber A die Gleichung

A=A+ (Ax A

Alist sogar die kleinste Menge mit dieser Eigenschaft. Deshalb lieRe sich diese
Mengengleichung auch zur Definition von A~lnd damit von Wdrtern tber A her-
anziehen.

3. Eine weitere Mdglichkeit, A~Zu definieren, die haufig in der Literatur zu finden ist,
besteht darin, Worter direkt als beliebige Tupel von atomaren Zeichen zu wahlen:

(a) A ist ein Wort,
(b) fuirn>0und x; CA(i=1,...,n)ist w=X;---X, ein Wort.

In Tupelschreibweise lautet diese Definition:

(c) das leere Tupel () ist ein Wort,
(d) das n-Tupel (X1,...,Xp) Mitn>0,x; CA,i=1,...,nist ein Wort.

4. Beachtet man, dass n-Tupel wie in (b) bzw. (d) von Punkt 3 Elemente des n-
fachen kartesischen Produkts A" sind, ergibt sich fur die Menge aller Worter Uber
A folgende Darstellung

i=0
wobei > die disjunkte Vereinigung bezeichnet. _
Korrespondierend zur Linksaddition lassen sich die Potenzen A' iterieren:

A’ = {A} und A"t = A x Al fir i [N

5. Betrachtet man speziell das einelementige Alphabet {|}, so entstehen als Worter
Strichfolgen beliebiger Lange, wobei jedes Wort bereits eindeutig durch seine Lange
festgelegt ist. Das leere Wort kann also als 0 gesehen werden, und die Linksaddition
entspricht der Nachfolgerfunktion naturlicher Zahlen. Die Strichdarstellung naturli-
cher Zahlen ist als Bierdeckel-Arithmetik bekannt. Spezialisiert man auRerdem das
Induktionsprinzip fur Worter auf diesen Fall, erhdlt man ein bekanntes Indukti-
onsprinzip fur naturliche Zahlen. Insgesamt erweist sich also der in diesem Kapitel
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gewdhlte Zugang zu Wortern als Verallgemeinerung der durch die Peano-Axiome
definierten naturlichen Zahlen.

Es sei noch folgendes angemerkt. Ergdanzte man die Erzeugung von Wortern explizit
um ihre Ldnge:

(a) A ist ein Wort der Ldnge 0,

(b) xv ist ein Wort der Lange n + 1, falls x Al und v ein Wort der Lange n [CNI

ist,

so lieRe sich das Induktionsprinzip in 2.3 durch vollstandige Induktion Uber die
Lange von Wortern beweisen.

Berechnung von Operationen auf Zeichenketten mit
Hilfe bedingter Gleichungen — die Sprache CE-S

Wie man an den Beispielen Konkatenation, Lange, Gleichheitstest, Zeichenzahlen u.v.a.m.
sehen kann, lassen sich Operationen auf Zeichenketten durch endlich viele Gleichungen
spezifizieren. Manchmal ist es auch gunstig, die Gleichungen noch von Bedingungen
abhdngig zu machen. Da sich diese Art der Spezifikation sowohl fur eine Prazisierung
von Berechenbarkeit eignet als auch in eleganter und einfacher Weise erlaubt, den Auf-
wand beim Berechnen abzuschdtzen, wird dieses Konzept als Spezifikationssprache CE-S
(Conditional Equations — Strings) eingefuhrt.

3.1 Syntax von CE-S
1. Als Typen sind verfugbar: Ein beliebiges Alphabet A und die Menge A™aller Zei-

chenketten Uber A, die naturlichen Zahlen N bzw. ganzen Zahlen Z sowie die Wahr-
heitswerte BOOL. Syntaktisch gesehen sind das funf Namen. Daruber hinaus ist das
Alphabet ein variabler Typ, d.h. man kann mehrere Alphabete gleichzeitig wahlen,
die dann aber unterschiedlich benannt sein mussen. DemgemaR ist A~parametri-
siert, so dass fur jede Wahl des Alphabets ein anderer Zeichenkettentyp entsteht.

. Als Grundoperationen sind verfugbar: der Gleichheitstest = und eine totale Ord-
nung < auf A; das leere Wort A, die Linksaddition und die Konkatenation sowie der
Gleichheitstest = und die L#nge length auf A" 'die Ublichen Konstanten, arithmeti-
schen und Vergleichsoperationen auf N und Z; die Wahrheitswerte T und F und die
ublichen aussagenlogischen Operationen auf BOOL. Wenn die Zeichen aus A explizit
gebraucht werden, wird angenommen, dass A ein Aufzahlungstyp ist, dessen endlich
viele (konstante) Elemente namentlich bekannt sind. Syntaktisch werden davon nur
die Deklarationsteile verwendet (vgl. Punkt 4).

. Neue Operationen lassen sich dann durch Spezifikationen der folgenden Form einflih-
ren:
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spec

opns: decly,...,decly

vars:  tvy,...tv,

eqns:  ceq,...,Ce
wobei spec ein Name ist, “opns”, “vars” und *“egns” Schlusselworter, decl; fur i =
1,...,k Deklarationen gemdl Punkt 4, tv, fiir g = 1,...,p Variablendeklarationen
gemdlR Punkt 5 und ce; fir j =1,...,1 bedingte Gleichungen gemaf Punkt 6 sind.

4. Eine Deklaration hat die Form f: D; < --- x D,, - D, wobei f ein Name ist und
D, Dy,...,Dn Typen sind. Das schlieft den Fall m = 0 ein, durch den Konstanten
c: - D deklariert werden.

5. Die Deklaration einer getypten Variablen hat die Form x [CD, wobei X ein Name
und D ein Typ ist.

6. Eine bedingte Gleichung hat die Form L = R falls b, wobei L und R Terme eines
Typs D und b ein Term des Typs BOOL gemadl} der folgenden Definition sind.

7. Sei DECL eine Deklarationsmenge und X eine Menge von Variablendeklarationen.
Dann ist die Menge Tp aller Terme des Typs D Uber DECL und X ist rekursiv
definiert durch:

() (c: - D) CDECL impliziert ¢ [T};

(i) (x O) XA impliziert x [Th;

(i) (F: Dy x---x Dy - D) COECL und t; [T, fur i = 1,...,k implizieren

f(ty,...,t) CTh.

Es macht Sinn anzunehmen, dass die Terme, die in einer bedingten Gleichung einer Spezi-
fikation vorkommen, nur die Variablen der aktuellen Spezifikation und die Deklarationen
der Grundoperationen, der aktuellen Spezifikation sowie anderer bereits bekannter Spezi-
fikationen verwenden.

Die Definition der Syntax von CE-S ist so zu verstehen, dass eine Zeichenkette genau
dann eine CE-S-Spezifikation ist, wenn sie den Bedingungen der Punkte 1 bis 8 genugt.
Die textuellen Formen in den Punkten 1 bis 7 sind explizit angegeben, der Termbegri ]
in Punkt 8 ist rekursiv definiert. Die einfachste Sicht auf diese Beschreibung ist wohl, die
Menge der Terme Tp als die kleinste Menge von Wdrtern Uiber den Namen von dekla-
rierten Operationen und Variablen sowie dem Komma und den zwei runden Klammern
zu sehen, die die drei Eigenschaften (i), (ii) und (iii) besitzt. Prozesshaft gesehen ist Tp
also die Menge von Wortern, die dadurch entsteht, dass ausgehend von den Namen von
Konstanten und Variablen des Typs D die formale Operationsanwendung beliebig oft
wiederholt wird.

Da bei der Definition von Termen des Typs D auch Terme anderer Typen eingehen konnen,
ist die Rekursion so gemeint, dass sie fur alle Typen, die in DECL und X vorkommen,
gleichzeitig ausgefuhrt wird.

Mit der rekursiven Definition von Termen ist analog zu W&ortern ein Induktionsprinzip
verbunden: Eine Eigenschaft gilt fur alle Terme, wenn sie als Induktionsanfang fur Kon-
stanten und Variablen und im Induktionsschluss flir einen zusammengesetzten Term (einer
bestimmten L&dnge) unter der Voraussetzung gezeigt werden kann, dass die Eigenschaft
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fur kurzere Terme und damit insbesondere fUr Teilterme bereits gilt.
Einige Konventionen erleichtern auBerdem das Schreiben von CE-S-Spezifikationen:

[ ] fl,...,fn: D% XDy - DfUrfl: Dy{x:- XDy - D,...,fn: D;{x- <Dy -

D.
o Xq,..., %, (O furx, O, ..., x, CO.

folgt, d.h. wenn n = 0.

Infix-Notation t, T t, fur f(t;, t;), wenn T eine zweistellige Grundoperation ist.
tfurt=T.

-t fur t = FtEt fur —l(tl = tz), >0 fur —l(tl = tz)

t =t, falls =b.
Soviel zur Syntax.

3.2 Beispiele

Den falls-Teil einer bedingten Gleichung kann man weglassen, wenn keine Bedingung

t = if b then t; else t, fur zwei bedingte Gleichungen der Form t = t; falls b und

Als Beispiele werden eine Zeichensuche, das Zeichenzdhlen aus 2.4, eine Zeichenzahldiffe-

renz, ein Sortiertheitstest und eine Sortieroperation spezifiziert:

search
opns: search: A x A=L BOOL
vars: X,y [A, v CAY
eqns:  —search(x, A)
search(x,yv) = x =y [sdarch(x, V)

count
opns: count: A xA-L N
vars: X,y [A, v CAY
eqns: count(x,A) =0
count(x,yv) = if x =y then count(x, Vv) + 1 else count(x, v)

di[1
opns: dilZIAxAxA-L Z
vars: X,y CA, w CAY
eqns: di C(X,y,w) = count(x, w) — count(y, w)

is-sorted
opns: is-sorted : A~ BOOL
vars: X,y CA, v CAY
eqns: is-sorted (A)
is-sorted (X)
is-sorted (xyv) = x <y [isksorted (yv)
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sorty
opns: sortg: AL AH
vars: X,y CA, u,w CAY
eqns:  sortgo(w) = w falls is-sorted (w)
sorto(uxyw) = sortg(uyxw)

Bei der Dilerknzspezifikation wird vorausgesetzt, dass N [Zlgilt und dass deshalb Ter-
me des Typs N automatisch Terme des Typs Z sind. Ansonsten handelt es sich um eine
typische Funktionsdefinition, indem fir alle Argumente ein geschlossener Ausdruck als
Wert angegeben wird. Ldsst sich eine Funktion nicht fur alle Argumente direkt definieren,
kann man versuchen, verschiedene Falle zu unterscheiden. Bei Wortern beispielsweise bie-
tet sich an, das leere Wort von den nichtleeren Wdortern zu trennen, weil alle nichtleeren
Worter durch die Variablen x A und v CAMals xv darstellbar sind. Diese Fallunter-
scheidung ist in search und count genau so verwendet. In is-sorted ist sie zweimal
angewendet, indem nichtleere Worter noch einmal in XA = x und xyv unterschieden sind,
also in Worter der Ldnge 1 und ldangere Worter. In sorty wird ein Fall durch eine Bedin-
gung ausgedruckt, ein weiterer wieder durch die Form des Arguments, die hier irgendwo
im Wort zwei aufeinanderfolgende Zeichen verlangt, egal was vorher und nachher kommt.

Intuitiv sollte klar sein, wie mit den Gleichungen in Spezifikationen gerechnet werden
kann und wie insbesondere Operationen ausgerechnet werden konnen. Denn das Prinzip
ist von der funktionalen Programmierung her bekannt und wurde im vorigen Kapitel
bereits mehrmals verwendet, ohne naher darauf einzugehen. Findet man innerhalb eines
Terms einen Teilterm, auf den die linke Seite einer Gleichung passt, so darf dieser Teilterm
durch die zugehorige rechte Seite der Gleichung ersetzt werden. Die linke Seite passt, wenn
man ihre Variablen so mit Termen belegen kann, dass genau der Teilterm entsteht. Vor
dem Ersetzen des Teilterms mussen die Variablen der rechten Seite genau wie die der
linken Seite belegt werden. Das sei an einem Beispiel illustriert:

count (0, 100) = count (0, 00) = count(0,0) +1 =count(0,A) +1+1=0+1+1=2

Im ersten Schritt wird die zweite count-Gleichung angewendet, wobei x mit 0, y mit 1
und v mit 00 belegt werden; im zweiten Schritt die zweite Gleichung, wobei X, y und v
mit 0 belegt werden; im dritten Schritt die zweite Gleichung, wobei x und y mit 0 und
v mit A belegt werden; und im vierten Schritt die erste Gleichung, wobei x mit 0 belegt
wird.

3.3 Gleichwertigkeit von Termen
Spezifizierte Gleichungen drlicken gewtinschte oder erwartete Gleichheiten aus. Um die
Wirkung von Gleichungen exakt zu fassen, wird eine bindre Relation auf Termen namens

Gleichwertigkeit eingefuhrt. Sie bildet das Grundkonzept der operationellen Semantik von
CE-S.
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Sei spec eine Spezifikation mit der Menge CE von bedingten Gleichungen und DECL eine
Menge von Deklarationen, die die von spec und die aller Grundoperationen und aller in
CE verwendeten Operationen enthdlt. DECL, bezeichne den Teil von DECL, der keine
Deklaration aus spec enthdlt. Sei X eine Menge getypter Variablen, die insbesondere alle
in spec vorkommenden enthdlt. Sei schlieBlich fur alle Terme Uber DECL, und X bereits
eine bindre Relation e? gegeben.

1. Dann l4sst sich die bindre Relation —= auf Termen uber DECL und X, die Gleich-
wertigkeit genannt wird, als Fortsetzung der gegebenen Relation rekursiv definieren,
wobei Wertzuweisungen gemaR Punkt 2 und die Substitution gemdR Punkt 3 ver-
wendet werden:

(i) = O3

(i) (L = R falls b) CAE und eine Wertzuweisung a implizieren L[a] I R[a],
vorausgesetzt, dass bereits b[a] ST gilt;

(iii) (F: Dy - x Dy » D) CDECL und t; —= t?mit t;, tD CTh, furi=1,...,k
implizieren F(ty, ..., t) <= fty ..., t);

(iv) t <= t (fur alle Terme t); t —= t” impliziert t°—5 t (fur alle Terme t,t9;
t <5 tYund t°5 tTimplizieren t <= tT(fur alle Terme t, t7t5.

2. Eine Wertzuweisung a ordnet jeder getypten Variablen (x [Cd) [XA einen Term
a(x) [Tp zu.

3. Zu jeder Wertzuweisung a gibt es eine Substitution, die fur jede in einem Term
vorkommende Variable den zugewiesenen Term einsetzt und alles andere ldsst, wie
es ist, was wieder einen Term ergibt:

() (c: - D) CDECL impliziert c[a] = c,
(i) (x D) A impliziert x[a] = a(x),
(iii) (f: Dy x - x Dy - D) [CDECL (wobei k >0) und t; LT}, furi=1,...,k
implizieren f(ty, ..., t)[a] = f(t[a],..., t[a]).

Die Definition der Gleichwertigkeit ist so zu verstehen wie die Definition von Termen und
Spezifikationen. Sie ist die kleinste bindre Relation auf Termen, die die Eigenschaften (i)
bis (iv) besitzt. Insbesondere ist die Gleichwertigkeit mit Eigenschaft (iv) reflexiv, sym-
metrisch und transitiv und damit eine Aquivalenzrelation. Da sie nach Eigenschaft (iii)
auch gegentiber Operationsanwendung abgeschlossen ist, erweist sie sich sogar als Kongru-
enzrelation. Die Eigenschaften (i) und (ii) sagen, dass sie von der vorgegebenen Relation
und den spezifizierten bedingten Gleichungen erzeugt wird. Man beachte, dass die dabei
verwendete Substitution eine reine textuelle Ersetzung von Variablen durch Terme ist.

Man mag sich nun noch wundern, wo die vorgegebene Relation herkommen kann. Sie ist
beliebig wahlbar, aber es gibt eine besonders interessante und sinnvolle Wahl. Man kann
annehmen, dass alle in der aktuellen Spezifikation Uber die Grundoperationen hinaus
verwendeten Operationen vorher bereits in CE-S spezifiziert sind. Somit kann induktiv
vorausgesetzt werden, dass fur sie die Gleichwertigkeit bereits bekannt ist. Bleibt als
Induktionsanfang sicherzustellen, dass es fur die aus den Grundoperationen aufgebauten
Terme eine geeignete Gleichwertigkeit gibt. Fur den Typ BOOL wird daflir die Ubliche
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aussagenlogische Aquivalenz genommen. Fur die Typen N und Z kann man die bekannten
arithmetischen Gesetze verwenden. Ist das Alphabet ein Aufzahlungstyp, nimmt man
die Gleichheit. Fur den Zeichenkettentyp erhdlt man mit den fur Grundoperationen in
Kapitel 2 eingefuihrten Gleichungen durch die obige Definition eine Gleichwertigkeit, wenn
man in Teil (i) mit der leeren Relation beginnt. Falls das Alphabet selbst wieder einer der
anderen Typen ist, nimmt man dessen Gleichwertigkeitsrelation.

Um die Rolle der Gleichwertigkeit suggestiv zu betonen, darf statt t —= tZauch t = t°
geschrieben werden, wenn keine Missverstandnisse moglich sind.

3.4 Operationelle Semantik von CE-S

Das im vorigen Abschnitt eingefihrte Verfahren generiert algorithmisch Gleichungen zu
einer Spezifikation, wenn man annimmt, dass die entsprechende Gleichung fur alle ver-
wendeten Grundoperationen und anderweitig spezifizierten Operationen sowie fur alle
Variablen bereits von einem entsprechenden Verfahren geliefert werden. Die Situation ist
in Abbildung 6 veranschaulicht.

O
spec : R
p — equations 1
generator
<—O—>
equations
generator

Abbildung 6: Erzeugung von Gleichungen

Dieses Verfahren hat einen Haken und taugt deshalb fuir sich genommen nur bedingt als
operationelle Semantik. Die Gleichwertigkeit ist fast immer eine unendliche Relation, so
dass der Generator i.a. nicht anhdlt. Aullerdem ist es vollig ungewiss, wann interessante
Gleichungen erzeugt werden. Meist ist es so, dass man sich flir bestimmte Gleichungen
interessiert. Oder man hat sogar nur einen Term und wusste gern, zu welchen er gleich-
wertig ist. Das letztere ist die typische Situation beim Auswerten von Funktionen bzw.
Operationen. Man wendet eine Operation auf Argumente an und wusste gern den Wert.
Beispielsweise mag die Lange eines Wortes interessieren oder die Frage, ob eine Zeichen-
kette ein bestimmtes Zeichen enthdlt und sortiert ist. Das erstere kommt vor, wenn man
zwei GroRen vergleichen mdchte. Beispielsweise konnte man sich dafur interessieren, ob
die Ldnge einer Konkatenation mit der Langensumme der Teilwdrter Ubereinstimmt. In
beiden Fdllen liefert die Gleichwertigkeit algorithmische Ldsungen.
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Abbildung 7: Ein Gleichungsbeweiser

Gibt man eine Gleichung vor und wartet, bis der Gleichungsgenerator sie produziert, hat
man die Gultigkeit der Gleichung automatisch bejaht. Das Ergebnis ist ein Gleichungs-
beweiser wie in Abbildung 7 skizziert.

Gibt man einen Term vor und ldsst wieder den Gleichungsgenerator laufen, kann man auf
Gleichungen warten, die den gegebenen Term als linke Seite haben. Die rechten Seiten
kann man dann als Berechnungsergebnisse des Terms ansehen. Das gilt insbesondere, wenn
der Ausgangsterm eine Operation auf bekannte Grolien anwendet und der Ergebnisterm
ebenfalls eine bekannte GroRe ist. Das ldsst sich prazise so ausdriicken.

1. Ein Term, der nur aus Grundoperationen und ohne Variablen aufgebaut ist, wird
Werteterm oder kurz Wert genannt.

2. Sei T: Dy x:.-x Dy - Dy eine in spec deklarierte Operation. Seien t; [Tk, fur
i =0,...,k Werteterme. Dann ist ty ein berechneter Wert von f(ty, ..., tg), wenn
gilt:

Fty, ... t) <5 to.

Die Idee hinter der operationellen Semantik ist folgende: Die Werteterme reprasentieren
die Werte der verfugbaren Typen, d.h. alle Zeichen, alle Zeichenketten, alle naturlichen
und ganzen Zahlen bzw. die beiden Wahrheitswerte. Die spezifizierten Operationen sollen
berechnet werden. Wenn f: D; < ... x D, - D eine solche Operation ist, will man also
wissen, welchen Wert aus D fur Argumente aus D4, ..., Dy sie liefert. Da die Argumente
durch Werteterme t; [Tlp, gegeben sind, ist also die Frage, zu welchen Wertetermen
des Typs D der auszuwertende Term f(ty,...,tc) gleichwertig ist, welche berechneten
Werte dieser Term besitzt. Das Attribut berechnet ist gerechtfertigt, weil Punkt 1 der
Gleichwertigkeit ein Verfahren liefert, bei dem nach und nach alle Paare gleichwertiger
Terme entstehen, so dass man nur warten muss, bis flir eine Operation, angewendet auf
bestimmte Argumente, ein Wert ermittelt ist (falls man nicht vergeblich wartet, weil es
gar keinen Wert gibt).

Was man mit diesen Uberlegungen erhilt, ist ein Interpreter fur CE-S, siehe Abbildung 8.

Man beachte, dass CE-S einige Ahnlichkeiten mit einer funktionalen Sprache aufweist.
Die syntaktischen Gemeinsamkeiten sollten ins Auge springen, aber auch die operationel-
le Semantik von CE-S kann durchaus so gedeutet werden, dass sie nicht vollig von den
Interpretern funktionaler Programmiersprachen verschieden ist. Aber es gibt auch signifi-
kante Unterschiede. So ist die Gleichung swap (uxvyw) = uyvxw fur x,y A, u,v,w A~
zulassig, die fur swap, angewendet auf Zeichenketten langer als 2, jeweils mehrere Werte

26



spec
P 1

f _ to
1 interpreter —
falls F(ty,...,t) <5 to

—

1

t1,..., ¢
1s » tn 1

Abbildung 8: Ein Interpreter fur CE-S

liefert: 1

swap(abc) = %

Die CE-S-spezifizierten Operationen sind also im allgemeinen relational. Um funktionale
Operationen zu erhalten, muss man zusétzlich Vorkehrungen tre [en. Ahnlich verhalt es
sich, wenn man vermeiden mdchte, dass eine Operation unvollstandig definiert ist. Denn
in CE-S kann man leicht Spezifikation schreiben, bei denen Operationen fur manche Ar-
gumente keine berechneten Werte besitzen. Das ist allerdings in funktionalen Sprachen
bekanntlich ebenfalls moglich.

3.5 Gerichtete Auswertung

Neben der mdglichen Mehrwertigkeit von CE-S-Operationen besteht ein anderer wichtiger
Unterschied zur funktionalen Programmierung in der Symmetrie-Eigenschaft der Gleich-
wertigkeit, wahrend ein Interpreter einer funktionalen Programmiersprache die Gleichun-
gen bzw. Regeln, die ein Programm bilden, immer nur von links nach rechts anwendet.

Diese Variante der operationellen Semantik ldsst sich fur CE-S sehr einfach definieren,
weil man in der Definition 3.3.1 der Gleichwertigkeit nur die Symmetrieforderung in Un-
terpunkt (iv) streichen muss. Die resultierende Relation wird Termersetzung genannt und
mit —= bezeichnet. Es ist dann naheliegend, dass man auch die vorgegebene Relation
fur die vorausgesetzten Operationen als Termersetzung wahlt. Fur die Grundoperationen
ist es allerdings ratsam, bei der Gleichwertigkeit zu bleiben. Da Termersetzung eine Teil-
relation der Gleichwertigkeit ist, bleibt es gerechtfertigt, ein Gleichheitszeichen zwischen
Termen zu setzen, die durch Termersetzung auseinander hervorgehen.

Wie in 3.4 die Gleichwertigkeit induziert auch die Termersetzung einen Interpreter fur
CE-S, der zur Unterscheidung Vorwartsinterpreter genannt wird, siehe Abbildung 9.

Diese gerichtete Art der Auswertung von Termen wird in der Literatur am hdufigsten
fur diesen Zweck eingesetzt und wird auch im folgenden meist eingesetzt, wenn der Wert
einer Operationsanwendung ermittelt werden soll.
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3.6 Gleichungsanwendung auf Terme

Wenn ein bestimmter Term ausgewertet werden soll, und das ist hdufig der Fall, sind die
bisherigen Uberlegungen, algorithmisch gesehen, noch ziemlich unbefriedigend. Denn nach
Definition von Gleichwertigkeit und Termersetzung werden mehr und mehr Paare von Ter-
men generiert, die mit dem interessierenden Term oft gar nichts zu tun haben werden.
Man muss dann warten, bis ein Termpaar erscheint, dessen linke Seite mit dem gegebenen
Term Ubereinstimmt, so dass dessen rechte Seite als Wert oder Zwischenergebnis in Frage
kommt. Geschickter ist es in diesem Zusammenhang, die Termersetzung (oder Gleichwer-
tigkeit) so zu konstruieren, dass der gegebene Term direkt und zielgerichtet ausgewertet
wird, mdglichst ohne Uberflussige Termpaare zu produzieren.

Ansatzpunkte fur ein solches Vorgehen sind bereits in den Unterpunkten (ii) und (iii) von
3.3.1 angelegt. Stimmt ein gegebener Term t mit einer substituierten linken Regelseite
L[a] Uberein, so ldsst sich t = L[a] zu R[a] auswerten (falls die Bedingung erfullt ist).
Aulerdem darf in einem Argumentterm einer Operationsanwendung ausgewertet werden.
Rekursiv fortgesetzt darf dann auch in einem Argumentterm eines Argumentterms eines
Argumentterms ... gerechnet werden, d.h. in einem beliebigen Teilterm des gegebenen
Terms. Man kann also L[a] durch R[a] ersetzen, wenn L[a] Teilterm von t ist, wobei sich das
dadurch ausdrucken ldsst, dass L[a] beim Einsetzen in einen geeigneten Kontext t ergibt.
Genauer ldsst sich die Gleichungsanwendung auf Termen folgendermalien definieren:

Sei L = R eine Gleichung mit L, R [T} und Variablen aus X; sei a eine Wertzuweisung.
Sei C ein Kontextterm, der neben moglichen Variablen aus X genau eine Extravariable —
(des Typs D) enthdlt. Betrachte flir diese Variable die beiden Wertzuweisungen a, (—) =
L[a] und ar(—) = R[a].

Dann entsteht ein Term t“durch Anwendung von L = R aus dem Term t, in Zeichen:
t—- tY falls t = C[a_] und t°= CJag].

Wie die folgende Beobachtung zeigt, gehen zwei Terme durch Termersetzung auseinander
hervor, falls sie durch Gleichungsanwendung ineinander Uberfuhrbar sind. Das rechtfertigt,
Operationsanwendungen mit Hilfe von Gleichungsanwendungen auszuwerten und dabei
eine Gleichungsanwendung als elementaren Berechnungsschritt zu deuten.

Lemma 1 (Gleichungsanwendung als Termersetzung)
Sei CE eine Menge bedingter Gleichungen zur Menge der Deklarationen DECL und Varia-

blen X. Sei —= die zugehorige Termersetzung. Sei L = R falls b eine bedingte Gleichung

spec i —
f ) to
Lt forward interpreter T
falls f(ty,..., th) —> to
tl ..... tn
1

Abbildung 9: Ein Vorwartsinterpreter flr CE-S
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aus CE. Seien C ein Kontextterm und a eine Wertzuweisung, so dass C[a_ ] — Clag]
definiert ist. Gelte aulRerdem b[a] T,

Dann folgt: Cla, ] - Clar].

Beweis (durch Induktion tUber den Aufbau von C).

IA: Hier ist C nicht zusammengesetzt, muss aber die Extravariable enthalten, so dass
C = — gelten muss. Man erhdlt dann nach Definition der Substitution und der
Wertzuweisungen a,_ und ar: —[a. ] = a.(—) = L[a] und —[ar] = ar(—) = R[a],
was nach 3.3.1(ii) und 3.5 L[a] - R[a] ergibt.

IV: Die Behauptung gelte fur Terme mit Rekursionstiefe < m.

IS: Betrachte C = f(ty, ..., ty) mit Rekursionstiefe m + 1. Dann haben die Argument-
terme hochstens Rekursionstiefe m. Da C die Extravariable genau einmal enthdlt
(und T keine Variable ist), enthdlt genau ein t;, die Extravariable, ist also ein Kon-
textterm. Insbesondere gilt damit t; [a,_] — ti,[ar], SO dass nach Induktionsvoraus-
setzung t;,[a ] = ti,[ar] folgt. Die anderen sind normale Terme. Deshalb gilt nach
Definition der Substitution:

C[a._] = f(tl, ceey tk)[aL] = f(tl[aL], ceey tk[aL]) = f(tl, ceey tio_l, tio[aL], tio+11 ceey tk),

und analog:
C[aR] = f(tl, Ce 1ti0—11 tio[aR], ti0+1, s ,tk).

Dabei wird ausgenutzt, dass ein Term bei der Substitution unverandert bleibt, wenn
er die Variablen, die substituiert werden, gar nicht enthdlt. Fur die Terme t; (i E
Ip) gilt aulerdem nach 3.3.1(iv): t; —— tj, so dass sich nach 3.3.1(iii) wunschgemaf
ergibt:

[
F(ty, ... ti—1, ti[aL], tig«t, - - -» ) = F(te, ..., tig—1, ti,[ar], tig+1, - - -, k). [

3.7 Beispiele: Sortieren durch Einsortieren und Mischen

Sortieren gehort zu den wichtigsten und haufig vorkommenden algorithmischen Proble-
men. Es ist daher kein Wunder, dass in der Literatur viele Verfahren zu finden sind. Aus
der Vielzahl sollen hier zwei vorgestellt werden, um mit ihrer Hilfe weitere Beispiele fur
den Umgang mit CE-S bereitzustellen. Diese Beispiele werden spdter bei der Aufwands-
analyse von Algorithmen wieder aufgegri [ed.

Die Aufgabe des Sortierens flr Zeichenketten besteht darin, die Zeichen jeder einge-
gebenen Zeichenkette so umzuordnen, dass je zwei aufeinanderfolgende Zeichen in der
<-Beziehung stehen.

Beim Sortieren durch Einsortieren wird eine Hilfsoperation verwendet. Ein Zeichen wird
in ein Wort einsortiert, indem es solange nach rechts geschoben wird, bis das ndchste
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Zeichen nicht mehr Kleiner ist oder das Ende erreicht ist. Sortieren ldsst sich damit, indem
die Zeichen eines Eingabewortes von rechts nach links in das jeweilige Zwischenergebnis
einsortiert werden, wobei man mit dem leeren Wort beginnt. Die folgenden Spezifikationen
des Einsortierens und Sortierens durch Einsortieren setzen diese Ideen rekursiv um.

insort
opns: insort: A < A~ Atlsort: AFL AH
vars: X,y [A, u,v CAY
eqns: insort(x,A) = X
insort(Xx,yv) = if x <y then xyv else y insort(x, v)
sort(A) = A
sort(xu) = insort (X, sort(u))

Durch volistandige Induktion kann man sich ohne viel Muhe davon Uberzeugen, dass
insort und sort Abbildungen auf den angegebenen Datenbereichen definieren, die durch
Anwendung der Gleichungen fur jede Wahl der Argumente ausgerechnet werden konnen.
Es ist auch nicht schwer zu sehen, dass in einem Ergebnis von sort keine zwei aufeinander-
folgenden Zeichen in >-Beziehung stehen. Um einzusehen, dass das spezifische Verfahren
sortiert, muss also nur noch sichergestellt werden, dass keine Zeichen verlorengegangen
oder hinzugekommen sind. Das wird exemplarisch gezeigt. Dabei wird eine gegentiber der
friheren Definition leicht modifizierte Spezifikation des Zeichenzdhlens verwendet:

count
opns: count: AxAFL N, §: AxA - N
vars: X,y [A, v CAY
eqns: count(x,A) =0
count(x, yv) = count(x,Vv) + d(X,Y)
d(X,y) =if x=y thenlelse 0

Beobachtung 2

Fur alle a,b CAlund w CA$ind folgende Terme gleichwertig:
(1) count(a, insort(b, w)) = count(a, w) + d(a, b)
(2) count(a, sort(w)) = count(a, w)

Beweis (mit Induktion Uber den Aufbau von w).

IA: (1) count(a,insort(b,A)) = count(a,b) = count(a, A) + 6(a,b), wobei zuerst die
Definition von insort und dann von count verwendet wird.
(2) count(a,sort(A)) = count(a, A) nach Definition von sort.

IV: Die Behauptungen gelten fur v CAY’

IS: (1) Fur count(a,insort(b,yv)) gibt es nach Definition von insort zwei Fdlle:
b < y: Dafur ergibt sich nach Definition von insort und count wunschgemal3:
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count(a, insort(b, yv)) = count(a, byv) = count(a, yv) + d(a, b).
b > y: In diesem Fall kann man nacheinander die Definition von insort und
count, die Induktionsvoraussetzung, das Kommutativgesetz fur naturliche Zah-
len und wieder die Definition von count anwenden, um die Behauptung zu
erhalten:
count(a, insort(b, yv)) = count(a, y insort(b, v))
= count(a, insort(b,v)) +3(a,y)
= count(a,v) +d4(a,b) +d3(a,y)
= count(a,v) +04(a,y) +93(a,b)
= count(a, yv) + d(a, b).
(2) Hier folgt die Behauptung nach Definition von sort, dem gerade Gezeigten fur
insort, der Induktionsvoraussetzung und der Definition von count:
count(a, sort(xv)) = count(a, insort(x, sort(v)))
= count(a, sort(v)) + d(a, X)
= count(a,Vv) + 6(a, X)
= count(a, xv). L]

Das Sortieren durch Mischen funktioniert dhnlich, aber statt eines Zeichens wird ein ganzes
Wort “einsortiert”. Um ein Wort zu sortieren, wird es in eine linke und rechte Hilfte
geteilt, die beide sortiert und danach zusammengemischt werden. Um das zu erreichen,
werden Hilfsoperationen left, right und merge eingeftihrt.

mergesort
opns: left, right,sort: A= A5 merge: A< AFL AY
vars: X,y [A, u,v,w CA-
eqns: left(A) = A

left (x) = X

left (xvy) = xleft(v)
right(A) = A
right(x) = A

right(xvy) = right(v)y

merge(A,Vv) =V

merge(u,A) = u

merge (xu, yv) = if x <y then xmerge(u, yv) else y merge(xu, v)
sort(A) = A

sort(x) = x

sort(w) = merge(sort(left(w)), sort(right(w))) falls length(w) = 2

Einzusehen, dass dieses Verfahren wirklich sortiert, bleibt der Intuition Uberlassen. Aber
es werden einige Eigenschaften bewiesen, die vor allem die Lange betreled und spdter
gebraucht werden. Dabei wird folgender Satz Uiber die Ldnge von Wortern vorausgesetzt
(val. 2.4.3):

length (vw) = length(v) + length(w) fur alle v,w CA-’
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Beobachtung 3
Fur alle u,v,w CA-$ind folgende Terme gleichwertig:
(1) left(w)right(w) = w,
(2) length(right(w)) < length(left(w)) < length(right(w)) + 1,
(3) length(merge(u, v)) = length(u) + length(v),
(4) length(sort(w)) = length(w).

Beweis.
Die ersten beiden Punkte werden zusammen mit vollstandiger Induktion Uber die Ldnge
von Wdrtern bewiesen.

IA: Sei length(w) < 1, d.h. w = A oder w = x [CAl Dann gilt nach Definition:

left (A\)right(A) = Aright(A) = AA = A sowie

left (xX)right (x) = xright(x) = XA = x.

length (left(A)) = length(A) = length(right(A)) < length(right(A)) + 1 so-
wie

length (left(x)) = length(x) = length(A) + 1 = length(right(x)) + 1 =
length (right (X)).

IV: Die Behauptungen (1) und (2) gelten fur alle Worter mit Lange kleiner n = 2.

IS:

Betrachte ein Wort w der Ldange n = 2. Dann gibt es X,y A und v [CANmit
W = XVy.

Nach Definition von left und right sowie der Induktionsvoraussetzung ergibt sich
dann:

left (W)right(w) = left (xvy)right(xvy)
= X left(v)right(xvy)
= x left(v)right(v)y
= Xvy
=W.

Die Induktionsvoraussetzung ist anwendbar, weil v die Lange n — 2 hat.
Analog ergibt sich die Behauptung fur die Langen:

length (right(w)) = length(right(xvy))
= length(right (v)y)
= length(right(v)) + length(y)
= length(right(v)) + length(A) + 1
= length(right(v)) +0+1
= length(right(v)) + 1
< length(left(v)) + 1
= length(x left(v))
= length(left (xvy))
= length (left (w)).

32



length (left (w)) = length(left (xvy))
= length(x left(v))
= length(left(v)) + 1
< length(right(v)) +1+1
= length(right(v)) +0+1+1
= length(right(v)) + length(A\) + 1+ 1
= length(right(v)) + length(y) + 1
= length(right(v)y) +1
= length(right(xvy)) + 1
= length(right(w)) + 1.

Der Nachweis der dritten Eigenschaft wird mittels Induktion Uber die Langensumme der
beiden Argumentworter geflihrt.

IA: Die Summe ist 0, wenn beide Argumente von merge leer sind. Dann gilt:

length (merge (A, A)) = length(A) = length(A) + 0 = length(A) + length(A).

IV: Die Behauptung gelte fur alle Worter, deren Langensumme n ist.
IS:  Seien u und v Worter mit length(u) + length(v) = n+ 1. Ralls u = A ist, gilt:

length (merge (A, v)) = length(v) = 0 + length(v) = length(A) + length(v).

Analog folgt die Behauptung flir v = A. Bleibt der Fall, dass u und v beide nicht
leer sind, so dass x,y [CA und U,v [A“&xistieren mit u = xu und v = yv. Gilt
aullerdem X <y, so ergibt sich die Behauptung wie folgt:

length (merge (u, v)) = length(merge (xT, yv))

= length(x merge (T, yv))

= length(merge(T, yv)) + 1

= length(T) + length(yv) + 1

= length(T) + length(v) + 1

= length(T) + 1 + length(v)

= length(xu) + length(v)

= length(u) + length(v).

Die Anwendung der Induktionsvoraussetzung ist moglich wegen:

length (T) + length(yv)
= length(0) + 1 — 1 + length (yv)
= length(xu) + length(yv) — 1
= length(u) + length(v) — 1
=n+1-1
=n.
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Es bleibt noch die Alternative, dass x > vy ist, fur die sich die Behauptung aber
vollig analog ergibt.

Die vierte Behauptung ergibt sich wieder durch vollstandige Induktion Uber die Lange
von w, wobei die anderen drei Beobachtungen ausgenutzt werden. 1

4 Wie beim Rechnen die Zeit vergeht

Ldsst man ein Programm laufen, wertet einen Algorithmus aus, berechnet eine Operation,
so vergeht dabei Zeit. Alle, die regelmalig am Rechner sitzen, mussen warten konnen. Der
Zeitaufwand beim Auswerten und Berechnen von Programmen ist ein Schlusselfaktor, der
Informations- und Kommunikationstechnik begrenzt und der in der Informatik als wis-
senschaftliche Disziplin untersucht wird. Dabei geht es theoretisch darum, das Phdnomen
richtig zu verstehen, und praktisch muss das Ziel sein, den Zeitaufwand bei angewand-
ten Algorithmen moglichst gering zu halten. In der Komplexitatstheorie werden die Ge-
setzmdRigkeiten des Zeitaufwandes studiert und Methoden entwickelt, mit deren Hilfe fur
einzelne Algorithmen und algorithmische Probleme der Aufwand bestimmt oder zumin-
dest abgeschdtzt werden kann.

Will man den Zeitaufwand ermitteln, muss man sich zuerst Uberlegen, was Uberhaupt
beim Berechnen von Algorithmen Zeit kostet und wie oft diese zeitverbrauchenden Er-
eignisse eintreten. Auf der untersten Rechnerebene misst man das meist in der Zahl der
Instruktionen, die ausgefuhrt werden mussen. Kennt man die Zahl der Instruktionen, die
ein bestimmter Rechner pro Sekunde scha [, lerhdlt man dann eine echte Zeitabschatzung.
Diese Art der Betrachtung hangt dann naturlich stark vom Stand der Rechnertechnik ab,
in der es seit Jahrzehnten bemerkenswerte Fortschritte gibt. Wahrend Wolfgang Coy in
seinem Buch Aufbau und Arbeitsweise von Rechenanlagen 1992 noch 1 Mrd. Instruktio-
nen pro Sekunde als Bestmarke einer Cray angibt, brusten sich japanische Wissenschaftler
nach einer kleinen Notiz in der Frankfurter Rundschau vom 27./28.5.1996 damit, 300 Mrd.
erreicht zu haben.

Allerdings ist die Ebene der Rechnerinstruktionen direkt nur sehr bedingt brauchbar, weil
Algorithmen hochst selten in Maschinencode geschrieben werden. Programme in htheren
Programmiersprachen setzen sich dagegen aus Konstrukten und Operationen zusammen,
deren unmittelbarer Bezug zu Maschineninstruktionen oft unbekannt ist. Fur Algorith-
men, die auf einer hohen Abstraktionsebene formuliert und entwickelt werden, muss man
sich deshalb eine andere geeignete GroRe ausdenken, mit deren Hilfe sich Zeitaufwand
erfassen ldasst. Diese ZdhlgroRRe sollte mindestens zwei Eigenschaften besitzen:

(1) Sie spiegelt alles wider, was Zeit verbraucht.

(2) Sie ldsst sich durch eine konstante Zahl von Instruktionen auf jedem verntinftigen
Rechner implementieren.
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Die erste Forderung stellt sicher, dass die ZahlgroRe keine Zeit-relevanten Faktoren auller
acht lasst und somit wirklich Zeit erfasst wird. Die zweite Forderung garantiert, dass die
Zdhlgrolie wenigstens in der GroRenordnung mit messbarem Zeitverbrauch ubereinstimmt.
Ein konkreter Versuch in die skizzierte Richtung wird in diesem Abschnitt unternommen,
ein anderer am Beispiel der Matrizenmultiplikation im ndchsten.

4.1 Zeitaufwand in CE-S

Der Versuch soll mit Hilfe von CE-S-Spezifikationen durchgeflihrt werden, was zu der
Frage fuhrt, inwiefern beim Berechnen in CE-S Uberhaupt Zeit vergeht. Betrachtet man
an dieser Stelle den Vorwadrtsinterpreter, gibt es nur eine naheliegende Antwort, weil eine
Berechnung aus nichts anderem besteht als aus einer Sequenz von Gleichungsanwendun-
gen. Bei der Anwendung einer Gleichung kann man einen Zeitverbrauch unterstellen (den
man auch erleben kann, wenn man Gleichungsanwendungen selbst ausfuhrt), weil sich
der auszuwertende Term dndert. Die gesamte Berechnungszeit ist dann o [edbar die Sum-
me der Zeiten, die die einzelnen Schritte brauchen. Nimmt man an, dass jeder Schritt
eine konstante Zeiteinheit braucht, ist die Berechnungszeit proportional zur Lange der
Berechnungssequenz.

Am - noch sehr einfachen — Beispiel der Transposition wird die Idee sofort klar:

transposition
opns: trans: AL AH
vars: x [CA,u CAY
eqns: trans(A) = A
trans(xu) = trans(u)x.

Die Berechnung von trans mit dem Eingabewort abc sieht so aus:

trans(abc) = trans(bc)a = trans(c)ba = trans(A)cha = Acba.

Dabei wird die zweite trans-Gleichung dreimal und die erste einmal angewendet. Allgemein
wird bei Anwendung der zweiten Gleichung das Argument der Transposition um 1 kirzer,
was bei einem Eingabewort der Ldnge n gerade n-mal mdglich ist. Dann muss einmal die
erste Gleichung angewendet werden, so dass insgesamt n + 1 Schritte notig sind.

Wenn man die Zahl der Gleichungsanwendungen, die notig sind, um eine Operation op fur
ein Eingabewort der Ldnge n zu berechnen, mit T°(n) bezeichnet, kann man die obige
Uberlegung so ausdriicken:

TtranS(n) =n+1 fur alle n NI
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Allgemein ausgedruckt, ist die Grundidee also, als Mal} fur den Zeitaufwand die Zahl der
Gleichungsanwendungen zu bestimmen, die fur die Auswertung eines Operationsaufrufs
in einer CE-S-Spezifikation gebraucht werden, wobei das Ergebnis von der Lange der
Eingabeworter abhdngen kann.

4.2 Beispiel

Am (schon etwas komplizierteren) Beispiel des Sortierens durch Einsortieren, das in Punkt
3.8 spezifiziert ist, wird die skizzierte Vorgehensweise etwas genauer betrachtet und ver-
feinert.

Die erste Gleichung verrdt, dass das Sortieren des leeren Wortes, das einzig die Lange 0
hat, in einem Schritt erfolgt:

L TEO) =1

Die zweite Gleichung behandelt alle nicht-leeren Worter, die nach Definition jeweils aus
einem Zeichen x [CA und einem Restwort u [CA™durch Linksaddition xu entstehen.
Dieses Wort hat genau dann die