Erginzungen zu offenen und abgeschlossenen Mengen

Definition

Ist L Teilmenge eines topologischen Raums M , so heilt x€L innerer Punkt von L , wenn es eine
offene Umgebung von x gibt, die ganz in L liegt.

(Man erinnere sich, daB eine offene Umgebung eines Punktes einfach nur eine offene Menge ist, die
den Punkt als Element enthalt.)

Satz
Eine Teilmenge U von M ist genau dann offen, wenn jeder Punkt von U innerer Punkt ist.

Beweis:

Ist UcM offenund x€U beliebig, so ist U selbst schon eine offene Umgebung von x , die ganz

in U enthalten ist. Jeder Punkt von U ist also innerer Punkt.

Ist umgekehrt jeder Punkt von U innerer Punkt, so gibt es zu jedem x€U eine offene Umgebung
U(x)cU .Offenbaristdann U=|_J U(x) ,und U ist als Vereinigung offener Mengen offen.

xeU

Satz
Eine Teilmenge A<M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder Hiufungspunkt von 4 Element
von 4 ist.

Man erinnere sich, dafl ein Haufungspunkt x, einer Teilmenge LcM die Eigenschaft besitzt,
daB jede offene Umgebung von X, Punkte von L enthélt, die von x, verschieden sind.

Bemerkung:

Die Bedingung des Satzes ist offenbar erfiillt, wenn 4 gar keine Hiufungspunkte besitzt.
Eine Menge ohne Haufungspunkte nennt man auch diskret. Diskrete Mengen sind also
abgeschlossen.

Beweis:
Sei 4 abgeschlossen. Nehmen wir an, X, sei ein Haufungspunkt von L und es sei x,#L . Dann
istalso x,€U:=M —L ,und diese Menge ist offen. Damit ist U eine offene Umgebung von

X, ,die keine Punkte von L enthélt, so dal x, doch kein Haufungspunkt von L sein kann.
Daher mufl doch x,€L gelten.
Umgekehrt seien alle Haufungspunkte von L , so es welche gibt, in L enthalten. Dann gibt es also in
M-L keinen Haufungspunkt von L . Ist daher x€M —L , so muB} es eine offene Umgebung

U (x) geben, die keine Punkte von L enthilt, die also ganz in M — L liegt. Damit ist jeder
Punkt von M-L ein innerer Punkt, daher M-L offen und L abgeschlossen.

Kompaktheit
Es handelt sich um einen zentralen Begriff der Analysis und der Topologie.

Definition

Ist M eine Menge, (U i)l.e , eine Familie von Teilmengen von Mund L<| J U, | so nennt man
i€l

die Familie eine Uberdeckung von L . Ist M ein topologischer Raum und sind alle U, offen, so

spricht man von einer offenen Uberdeckung .



Ist J<I und die Teilfamilie (U ,-)l.e , immer noch eine Uberdeckung von L , so spricht man von
einer Teiliiberdeckung . Die Teiliiberdeckung nennt man endlich, wenn J endlich ist.

Definition )
Eine Teilmenge K eines topologischen Raums M heift kompakt, wenn jede offene Uberdeckung
von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Beispiele:

Trivialerweise ist jede endliche Teilmenge eines topologischen Raums kompakt.

Gibt es in einem topologischen Raums nur endlich viele offene Mengen wie beispielsweise bei der
groben Topologie, so ist jede Teilmenge des Raums kompakt.

Satz 1 Endliche abgeschlossene Intervalle in R sind kompakt.

Satz 2 In einem Hausdorffraum sind kompakte Mengen abgeschlossen.
Satz 3 In einem metrischen Raum sind kompakte Mengen beschrénkt.
Satz 4 Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.
Satz 5 Produkte kompakter Mengen sind kompakt.

Da sich eine beschriankte abgeschlossene Teilmenge des R” als Teilmenge eines Produkts abge-
schlossener Intervalle auffassen 146t, ist sie nach Satz 1, Satz 5 und Satz 4 kompakt. Aufgrund von
Satz 2 und Satz 3 kennen wir damit alle kompakten Teilmengen des IR" . Also gilt:

Satz 6 Die kompakten Teilmengen des IR" sind genau die abgeschlossenen und beschriankten
Mengen.

Wir haben an anderer Stelle gesehen, daf} dieses Ergebnis in unendlichdimensionalen
Banachraumen nicht mehr richtig ist: die Menge der kanonischen Einheitsvektoren im Raum der
reellwertigen quadratsummierbaren Folgen ist beschrinkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Satz 7 Bildmengen kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen sind kompakt.

Satz 8 Folgen in einer kompakten Menge besitzen mindestens einen Haufungspunkt.

Satz 9 FEine stetige reellwertige Funktion nimmt auf einer kompakten Menge Maximum und
Minimum an.

Im Folgenden schreiben wir diese Sitze noch einmal hin und beweisen sie.

Satz1 Sind a,b€R, a<b ,soistdasIntervall [a,b|cIR kompakt.

Beweis: Wir wenden dieselbe Technik an wie beim Beweis, da3 abgeschlossene Intervalle
zusammenhiingend sind: Ausgehend von einer offenen Uberdeckung 4= ( U i) c; von[a,b]
konstruieren wir die Menge L: Z{xE[a ,b] ‘[a , x| besitzt eine endliche Teiliiberdeckung von il}

Wegen a€L istL nicht-leer , und offenbar ist b eine obere Schranke fiir L . Also existiert die
kleinste obere Schranke s:=supL ; wenn wir s=h€ L zeigen kdnnen, sind wir fertig.
Zunichst wissen wir aber nur, da} a<s<b .



Da es eine offene Menge Uin 4 geben muB, die a enthdlt, gibt es ein €>0 , so daB
la,a+e|cU . Das heiBt aber, daB das Intervall [a,a+e€]| bereits von einer einzigen Menge in
i uberdeckt wird. Daherist a+€€L ,also a+e€<s ,alsoa<s.

EsmuB s€U fiirein Uin 4 gelten. Dann gibtesein x€U mit a<x<s und [x,s|€U
und x€L ,also besitzt [a, x] eine endliche Teiliiberdeckung von Y . Da zusitzlich [x, s] allein

von U tiberdeckt wird, besitzt auch [a,s] eine endliche Teiliiberdeckung von i , alsoist s€L .

Wir nehmen jetzt an, da3 s<b und fiithren dies zum Widerspruch.

Wir finden diesmal eine Menge Uin Y mit s€U , also ein ganzes Intervall [s,s+e|cU mit
s+e<b . Da dieses Intervall von einer einzigen Menge, ndmlich U, und das Intervall [a,s] von

endlich vielen Mengen in 4l {iberdeckt wird, gilt dies auch fiir das Intervall |a,s+e]| , also ist
s+e€L ,und damit ist s keine obere Schranke von L . Widerspruch!

Satz2 In einem Hausdorffraum sind kompakte Mengen abgeschlossen.

Beweis:

Sei M hausdorffschund K <M kompakt.

Waire K nicht abgeschlossen, so gébe es einen Haufungspunkt x, von K, der nicht in K , daher in
M-K liegt. Zu jedem x€K wihlen wir disjunkte offene Umgebungen U(x) und V*(x,) . An
dieser Stelle geht ein, da3 M hausdorffsch ist. Die (U (x))xe « bilden eine offene Uberdeckung von
K , die wegen der Kompaktheit von X eine endliche Teiliiberdeckung U (x,),..., U (xy) besitzt,
dh.esist U:=U(x)U...UU(xy)2K .Setzenwir ¥V (x,):=V"(x,)N...07V"(x,) , so ist diese
offene Umgebung von X, disjunkt von U auf Grund obiger Konstruktion. Da x,

Hiufungspunkt von K ist, enthilt jede offene Umgebung von x, ,alsoauch ¥ (x,) ,Punkte von
K . Dann konnen aber die U (xl) ..... U(x,) nicht ganz K iliberdecken, und wir haben einen
Widerspruch. Also ist K doch abgeschlossen.

Eine Teilmenge B eines metrischen Raums M hei3t beschrdnkt, wenn es ein x,€M und ein
r€R,r>0 gibtmit B<U,(x,) ,wenn also B Teilmenge einer offenen Kugel ist.

Satz3 Eine kompakte Teilmenge K eines metrischen Raums M ist beschriankt.

Beweis
Ist K nicht beschrinkt, so wihle man ein x,€M und betrachte die offenen Kugeln (U n (xo))nGIN .
Da offenbar M =|_J U, (x,) , bilden sie eine offene Uberdeckung von K . Wegen der

nelN
Kompaktheit von K reichen schon endlich viele dieser Kugeln, und damit die gréfte von ihnen, aus,
um K zu iiberdecken. Daher ist K doch beschrinkt.

Satz4  Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.

Beweis

Sei K eine kompakte Teilmenge des topologischen Raums M und Lc K abgeschlossen. Sei
weiterhin (U ,.)l.e , eine offene Uberdeckung von L . Indem wir die offene Menge U:=M —L
hinzunehmen, erhalten wir eine offene Uberdeckung von ganz M und damit von K . Da K kompakt



ist, reicht eine endliche Teiliiberdeckung aus, d.h. wir haben KcUUU,U...UU, . Da LcK
und LNU=0 ,muB LcU,U...UU, gelten, d.h. wir haben eine endliche Teiliiberdeckung
der Ausgangsiiberdeckung von L gefunden, L ist somit kompakt.

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 5 bendtigen wir den Begriff der Verfeinerung einer
Uberdeckung , der oft wichtiger ist als der Begriff der Teiliiberdeckung und diesen umfaf3t:

Definition:
Sind (U ,~) .c; und (V‘,) e, Uberdeckungen einer Menge K , so nennt man die zweite

Uberdeckung eine Verfeinerung der ersten, wenn es eine Abbildung o:J —1 gibt, so daB
Vje.]: V_/‘CUO'(j) .

Satz:
Eine Teilmenge K eines topologischen Raums M ist genau dann kompakt, wenn jede offene
Uberdeckung von K eine endliche Verfeinerung besitzt.

Beweis: Ist K kompakt, so besitzt die Uberdeckung (U ,-),.E ; eine endliche Teiliiberdeckung. D.h. es
gibt eine endliche Teilmenge J </ ,so daBauch (U j)_,e , eine Uberdeckung von X ist. Indem
wir fir :J— 1 die Inklusionsabbildung o ()= wihlen, wird (U j) jes Zueiner
Verfeinerung von (U i)ie ;-

Ist umgekehrt (V j) jes ¢ine endliche Verfeinerung von (U i)ie ; mit zugehdrigem o:J—1

sosetzeman K:=o(J) . K isteine endliche Teilmenge von / und damit haben wir wegen
H U= U Us(j 2 LJJ V2K mit (Uk)kEK eine endliche Teiliiberdeckung von (U,»)
€ JEJ JE
somit ist K kompakt.

iel »

Satz 5
Sind M ,N topologische Rdume, KcM ,Lc N kompakt.
Dannist KXL kompaktin M XN .

Wir benutzen diesen Satz, um ausgehend von IR die kompakten Mengen im R" zu
charakterisieren. Als Topologie auf M XN nehmen wir natiirlich die Produkttopologie, deren
Basis die Produkte offener Mengen in M und N sind. Im Beweis ben6tigen wir den eben
eingefiihrten Begriff der Verfeinerung.

Beweis:

Wir beginnen mit einer offenen Uberdeckung (W,»)ie ; von KXL unddefinieren 0:KXL—-1

indem wir jedem Punkt (x,y)€KXL ein i€l zuordnen, so dal (x,y)eW, . Die Existenz

eines solchen i€/ ist gesichert, weil die (W,»)ie , eine Uberdeckung von K XL ist. Es muB nun

— schlieBlich bilden die Produkte offener Mengen eine Basis der Produkttpologie — offene Mengen
U, inMund ¥V, inNgebenmit (x,y)€U XV W . . . Alsoist (ny>< Vo )e, pekxi

eine offene Verfeinerung von (W,»),.E ; - Wenn wir davon wiederum eine endliche offene Verfeine-

rung finden, haben wir insgesamt eine endliche offene Verfeinerung der Ausgangsiiberdeckung und
damit die Kompaktheit von K XL .



Dazu gehen wir aus von einem beliebigen aber festen x€K . Die ,,Faser {(x, y) \ yELJ1 ist

offenbar eine Teilmenge von yUL UoXVy und daher mup L€ LJL Vo gelten. Damit haben wir
(S yeE

eine offene Uberdeckung von L und die Kompaktheit von L garantiert die Existenz einer endlichen
Teilmenge L,=L ,sodaB L<|J ¥V, . Wirerhalten so eine offene Umgebung
YEL,
U= Us vonx.

YEL,

Die (U x)xe « bilden nun wiederum eine offene Uberdeckung von K ; es gibt daher eine endliche
Teilmenge KcK ,so daB K bereits durch die (U x)xe'g tiberdeckt wird. Jetzt bilden die endlich
vielen Produkte U, XV mit x€K und y€L, eine offene Uberdeckung von K XL .

Da U XV cU XV

wiederum eine Verfeinerung der urspriinglichen Uberdeckung (W,-)l.e ; von KXL war.

w st dies eine endliche Verfeinerung von (U X ny)(x, yekxr » welches

Damit haben wir eine endliche Verfeinerung von (W,»)[e ; gefunden, und K XL ist kompakt.

Bemerkung:
Es sollte klar sein, dal3 man hier induktiv von einem Produkt zweier zu einem Produkt endlich
vieler Mengen tibergehen kann. Da wir obigen Produktsatz bei der Charakterisierung der kompakten

Mengen in IR" benutzen wollen, wire strenggenommen noch zu zeigen, daf3 die durch die
gewohnliche Topologie auf IR induzierte Produkttopologic auf R” dieselbe ist wie die, die
durch die uns bekannten Metriken gegeben wird.

Satz 7
Eine stetige Abbildung f:M — N zwischen topologischen Rdumen bildet kompakte Mengen auf
kompakte Mengen ab. D.h. ist K <M kompakt, soauch f(K)cN .

Beweis: Sei (Vi)ie , eine offene Uberdeckung von f(K) . Wegen der Stetigkeit von f'sind die
Urbilder U,:=f"'(V,) samtlich offen und bilden daher eine offene Uberdeckung von K . Da K
kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung U, ...U; vonK, also

ch_l(Vil)U...Uf_](ViAV)Zf_I(V[IU...U V.) .Daraus folgt aber, daB f(K)=V, U..UV, |
und damit sind die V...V, eine endliche Uberdeckung von f(K) .Damitist f(K)
kompakt.

Satz 8
Eine Folge mit Werten in einer kompakten Menge K besitzt mindestens einen Haufungswert in K .

Beweis:

Wird in der Folge ein Wert unendlich oft angenommen, so ist dieser Wert ein Haufungswert, und
wir sind fertig.

Haben wir eine Folge, in der kein Wert unendlich oft angenommen wird, so konnen wir durch
Weglassen von Folgengliedern, die schon einmal vorkamen, eine Teilfolge konstruieren, deren
samtliche Werte verschieden sind. Wenn wir von dieser einen Haufungspunkt finden, ist der
natiirlich auch Haufungspunkt der Ausgangsfolge.

Wir gehen also im Folgenden von einer Folge in K aus, deren sdmtliche Werte verschieden sind und
bilden ihre Wertemenge L: :[xn ‘nEIN] . Wenn L einen Hiufungspunkt besitzt, muf dieser in K

liegen, da K ja abgeschlossen ist. Ein solcher Haufungspunkt von L ist natiirlich ein Haufungswert
der Folge.



Die Moglichkeit, dal L keinen Haufungspunkt besitzt, soll zum Widerspruch gefiihrt werden. Dann
wére L namlich diskret, also abgeschlossen (siehe oben) und als abgeschlossene Teilmenge der
kompakten Menge K selbst kompakt. Wegen der Diskretheit wihlen wir zu jedem x in L eine
Umgebung U(x), die auer x keine weiteren Elemente von L enthilt. Die (U(x)),., bilden eine
offene Uberdeckung von L . Eine endliche Teiliiberdeckung enthielte dann nur endlich viele
Elemente von L , also nicht ganz L . Damit haben wir den gesuchten Widerspruch.

Satz 9
Sei M ein topologischer Raum und f: M —IR stetig. Ist K <M kompakt, so gibt es ein x, €K

mit Vx€K: f(x)<f(x,) ,dh f(x,)=maxf(x) |

xeK

Beweis:
Wir zeigen zunichst, da3 fauf K nach oben beschrinkt ist.
Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu jedem x€K und jedem €>0 eine Umgebung U (x) ,so
daB YV yeU(x):|f(y)—f(y)l<e .Mit e=1 folgt VyeU(x): f(y)<f(x)+1 . Die
U(x) bilden eine offene Uberdeckung von K und daher reichen endlich viele
U(x,),....,U(xy) ,um K zu iiberdecken. Dann folgt: VyeK: f(y)<max f(x,)+1 ; daher

I<isN
ist / nach oben beschrinkt.

Daher existiert S:=sup f(x) .

xeK

Wenn es ein x,€K gibt mit f(x,)=s ,sowire f(x,)=max f(x) und der Beweis erbracht.
xeK

Nehmen wir an, dies wére nicht der Fall.
. . . 1
Dann gébe es zu jedem n€IN ein Element x,€K mit f(xn)>s—; .

Da K kompakt ist, besitzt diese Folge einen Hiufungswert x,€K , und eine Teilfolge (v,)
besitzt x, als Grenzwert. Da wegen der Stetigkeit von f lim f(y,)=f(x,) und andererseits

n—o

f(y,)=s—¢, fireine Nullfolge (€,) ,muB f(x,)>s gelten. Da natiirlich auch f(x,)<s |,
sind wir fertig.



