Definitionen und Erganzungen zum Begriff der Abbildung

Definition (Relation)
Eine Relation Rist eine Teilmenge enes cartesischen Produkts von Mengen: R0 AxB.

Definition (Funktion)
Eine Funktion F ist eine spezielle Relation F O Ax B mit der zusétzlichen Eigenschaft

(X Y1), (% Y)OF =y =,.
Die zweite Komponente eines Wertepaares einer Funktion ist also durch die erste eindeutig
bestimmt.

Definition (Abbildung)
Eine Abbildung fist ein Tripel f=(A,B,F), wobei A,B Mengensindund F [0 AxBeine

Funktion mit der zusitzlichen Eigenschaft: D(F) :={xOA|lyOB:(x,y)OF} = A.

Es kommt also jedes Element der Menge A al's erste Komponente eines Wertepaarsin F vor.
Man nennt die Menge A den Definitionsbereich von f, die Menge B den Wertebereich oder
auch Bildbereich von f.

Ist x(O A, so bezeichnet man mit f(x) das eindeutig bestimmte Element y[I B, fur das gilt:
(%, y) O F . f(x) nennt man auch das Bild von x und x das Urbild von f(x) . Esgilt

F={(x f(x)|xOA}.

Statt f=(A,B,F) schreibt man meistens f : A — B. Diese Schreibweise unterschlagt die
zugehdrige Funktion F, was aber eigentlich nicht zu Missversténdnissen fihren kann.

Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Sei nun f : A - Beine Abbildung.

f hell3 injektiv, wenn Ox, yOA: f(X)=f(y) - x=y
Sind aso bel einer injektiven Abbildung zwei Bilder gleich, dann auch die zugehdrigen
Urbilder. Im Umkehrschluf? bedeutet dies: Sind die Urbilder verschieden, so auch die Bilder.

f hell3t surjektiv, wenn OyOB IXOA:y=f(x).
Bel einer surjektiven Abbildung kommt &l so jedes Element des Wertebereichs als Bild eines
Elementes des Definitionsbereichs vor.

f heift bijektiv, wenn f sowohl injektiv wie surjektiv ist.



Definition (Bildmenge, Urbildmenge)
Sei f:A - BeineAbbildung.

Ist U OA, sosetzt man f(U):={f(x)|xOU} und nennt f(U) die Bildmenge von U. Die

Bildmenge von U ist eine Teilmenge des Wertebereichs. Offenbar ist f genau dann surjektiv,
wenn f(A)=B.

Ist V OB, sosetzt man f*(V)={xOA|f(x)0V} undnennt f*(V)die Urbildmenge von
V.

Definition (Verkntpfung von Abbildungen)
Seien Abbildungen f: A - Bund g:B - C gegeben. Durch die Abbildungsvorschrift

A i C
x - g(f(x)
aso (go f)(x):=g(f(x)

wird eine neue Abbildung definiert, die man mit go f bezeichnet. Man setzt

Definition (identische Abbildung)
A - A
Die Abbildung « nennt man die identische Abbildung auf A, ,,id,“ und schreibt auch

—

id: A= A.

Definition (Umkehrabbildung)
Sei f:A - B bijektiv. Zu jedem y[IBexigtiert dann ein eindeutig bestimmtes x[0 A mit

f (x) = y. Umgekehrt wird durch die Zuordnung y — xeine (ebenfalls bijektive) Abbildung
B — A definiert, die man Umkehrabbildung von f nennt und mit f ™ bezeichnet.
Offenbar gilt f o f =id,, fo f™=id,.

Bemerkung: Die Definition der Urbildmenge f (V) setzte nicht voraus, dassf bijektiv ist
und dass die Umkehrabbildung f ™ Uberhaupt existiert. Ist dagegen f bijektiv, so konnte man

mit der Schreibweise f (V) jaauch die Bildmenge von V unter der Umkehrabbildung
meinen. Glucklicherweise kommt das aber auf dasselbe heraus.



