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Aufgabe 1 (Rechnen mit Ungleichungen)

Fur die Ordnungsrelation < auf den reellen Zahlen gelten die folgenden
Vertraglichkeitsbedingungen mit Addition und Multiplikation:

Oa,b,cO0R: as<b - (atc)<(b+c)
Oa,b,cO0R: (a<b Oc=0) - (ac<bc)
Zeigen Sie

1 1
a 0<x<y - 0<=<=

X

b) OxOR: x*=0
¢ OxOR: x=2-1 - (DnDN: (1+x)"21+nx) (Bernoullische Ungleichung, Induktion)
d) OgOR:0<q<1 - DieFolge (q”)nDN besitzt den Grenzwert O.

Neben den oben genannten Ordungsaxiomen fir die reellen Zahlen gibt es noch das sog.
»Archimedische Axiom":

OalR (hON:n=a

d.h. zu jeder reellen Zahl gibt es eine grof3ere naturliche Zahl. Esist interessant, dass sich dies
nicht aus den Ubrigen Axiomen fur die reellen Zahlen herleiten | 8sst.

Man muf3 das Archimedische Axiom benutzen, um zu zeigen:

<€&.

e) Die Folge(%j besitzt den Grenzwert 0,d.n.Je0R, £ >0Ch, ONOnON,n>n, : ‘1

n

nON

, fdlsx=0 I . .
X Xst ) gilt die Dreiecksungleichung:

Fur den Absolutbetragin R (|x|:= { o
-X

Ox, yOR: [x+y|<|x/+|y].

f) Man zeige die verwandte Ungleichung: Ox, yOR: x| ~|y| <|x+y] .



Aufgabe 2 (Uber Metriken)

Man bezeichnet mit R, die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen, also
R, ::{XDR|X2 0} .

Eine Metrik auf einer Menge M ist eéine Abbildung d: M xM - R, mit den Eigenschaften

Ox,yOM : d(X,¥) =0 o (x=Y)
Ox,yOM : d(x,y)=d(y,X) (Symmetrie)
Ox,y,zOM : d(x,2)<d(xy)+d(y,2)

Auf denredllen Zahlenist d(x,y) := |x— y| eine Metrik, ndmlich der tbliche,, euklidische"
Abstand zwischen zwei Zahlen.

0, wennx=y

a) Fur eine beliebige Menge M setze man d(x, y) ::{
1 sonst

Man zeige, dass damit eine Metrik definiert ist.

b) Sei auf einer Menge M eine Metrik d gegeben. Man zeige, dass durch

d'(x,y):= _dxy) ebenfalls eine Metrik definiert wird.
1+d(x,y)

6 ,regulare* Aufgabenteile, 2, *-Aufgaben”.



