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Aufgabe 1
Sei (M,d) ein metrischer Raum, (x,),, €ineFolgein M, undessei allM . Durch

y.:=d(x,,a) wird eine Folge reeller Zahlen definiert. Man zeige die Aquivalenz der

Aussagen
(X,) o besitzt den Grenzwert a (Hier bewegt man sichin M!)

(Y,,) o besitzt den Grenzwert O (Hier bewegt mansichin R )

Aufgabe 2

A
2n+1 )
der Dualbruch 0,aa,a,a,,...,a,. Man zeige, dass (x,),,, €ne Cauchyfolgeist, die deshalb
einen Grenzwert alJR besitzt. Man zeige, dass 0< a<1 und gebe eine Folge (a,), an, SO
dass der Grenzwert von (X,),y 1ist. (Wir werden spéter feststellen, dassjede reelle Zahl eine
i.w. eindeutige solche Darstellung besitzt.)

Sei (a,) . €ine Folgein {0,1} . Man setze xl::% und X, =X + Damit ist x offenbar

(Hinweis: Man muB |x, - x| abschétzen, wobei oBdA n=m. Man benétigt, dass
i 1_ n+l

, sowie dievon

X, =>a [ﬁ%} , und benutzt die bekannte Summenformel » ' q' =
i=1

i=0

Blatt 7 bekannte Tatsache, dass fir 0<qg<1 die Folge (q”)nDN den Grenzwert 0 besitzt.)

Aufgabe 2 (Ungleichungen fur die euklidische Metrik)
a) Seien x=(%,%),Y=(¥,Y,) zwei Punktein RxR . Man definiert das Skalarprodukt

<X, Y>= XY, + %Y, und die Norm |x|:= /< x,x>=/x*+x,> Man zeige die Cauchy-
Schwar zsche Ungleichung:

[<xy> < [x|]y]
(Hinweis: fiir reelle Zahlen 0<a<b gilt: a<b « a®<b’. Alsoist obige Ungleichung
aquivalent zu |< x,y>|2 < ||x||2 ||y||2; in dieser Form ist man die l&stigen Wurzeln los. Man

benutze die obigen Definitionsgleichungen und rechne los. An einer entscheidenden Stelle der
Rechnung ist zu benutzen, dass Quadrate reeller Zahlen nicht-negativ sind.)

b) Seien wieder x=(x,%,),y=(¥.,Y,) zwei Punktein RxR. Auf RxR ist die euklidische
Metrik gegeben durch

d(x,y) =[x~y :\/(yl—xl)z +(y, =)

Man beweise die Dreiecksungleichung fur diese Metrik.
(Wiein a) zeige man, dald d*(x,z) < (d(x, y)+d(y, z))2 ; damit wird man die Wurzeln zum

grofdten Tell los. Man rechnet alle auftretenden Ausdriicke aus, fasse zusammen und kommt
dann an einen Punkt, an dem die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benétigt wird.)



