Aufgabe 1

(M, d) metrischer Raum, (2,)nen eine Folge in M, a € M.
(yn) := d(2y,a) definiert eine Folge reeller Zahlen.

Zu zeigen:

lim (z,) =a & nlg{)lo(yn) =0

n—o0
Es gilt fiir die Folge in M:

lim (z,) =a & Ve >03ng:¥n > ng:d(z,,a) <e

n—roo

Weiterhin gilt laut Definition fiir die Folge (yn):

li_I)n (yn) =0 Ve >03ng:Yn > ng:d(y,,0) < e
Da (y,,) eine Folge reeller Zahlen ist, ist die Metrik d der gewdhnliche Betrag:

d(yn,0) = |yn — O] = |yn|. yn war nun aber gerade iiber die Metrik d in M
definiert, daher folgt:

Yn = d(:cn,a) = d(yn,()) = |d($n7a)| = d(:cn,a)

Hieraus ergibt sich sofort die zu zeigende Aquivalenz.

Aufgabe 2

Seien (ay), () die auf dem Aufgabenzettel definierten Folgen.

Zu zeigen: (xy) ist Cauchy-Folge mit Grenzwert a € R. Weiterhin zeige man,
dass 0 > a > 1 gilt.

1. Schritt: (z,,) ist Cauchy-Folge

Per Definition muss fiir die Folge (z,) folgendes gelten, damit sie eine Cauchy-
Folge darstellt:
Ve >03ng:YVm,n>ng: e, — x| <e

Anschaulich bedeutet dies, dass die “weit drauen” liegenden Folgenglieder (gro-
Bes n) dicht beieinander liegen. Man kann zu jedem noch so kleinen Wert £ > 0
einen Index ng fiir die Folgenglieder finden, so dass alle nachfolgenden Folgen-
glieder dichter beieinander liegen als der durch das Epsilon gegebene Abstand
vorgibt.

Sei nun also € > 0 gegeben. Wir miissen nun |z, — 2| abschétzen und ein
entsprechendes ng finden. Dazu sei n > m (der Fall m = n ist trivial, da dann
offensichtlich |z,, — 2,,,| = 0, somit ist fiir jedes ng die Bedingung erfiillt).

Zuséatzlich wissen wir, dass z, >= 0 Vn € N, da jedes Folgenglied aus einer
Summe nicht-negativer Summanden besteht. Weiterhin gilt daher aufgrund der



gegebenen induktiven Definition die folgende Monotonie: z, > z,, n > m.
Damit kénnen wir umformen:

Tn — Tm| =20 — 2, = Z%—‘ %
i=1 i=1
= Z % < Z % wegen a € {0,1}
i=m+1 i=m+1
i 1 1 (%) n+1 1 (%)m+l
i=m+1 2 1- % 1- %

Wir haben nun also 0 < |z,, — 2| < |(%)m — (%)n| Nun gilt bekanntermaflen

li 1" =0
nooo \2)
was nichts anderes bedeutet als

1\" n\"
VE)OEInO:Vm,nZnO:‘<§) —<§>

Da wir somit wissen, dass eine Folge, deren Folgenglieder immer gréfler oder

<ée€

gleich den Gliedern von (z,,) sind, gegen Null konvergiert, muss (z,,) auch gegen
Null konvergieren. #

2. Schritt: 0<a <1

Dass 0 < a gilt, haben wir bereits in Schritt 1 dargelegt, es bleibt also zu zeigen,
dass a <1 gilt. Dies sieht man wie folgt:

n n n+1

; 1 1—(4 1\"

oS ey L 1206y (1Y
=i =t 1-1 2

Hierbei wird auch sofort ersichtlich, welche Folge (a,,) zu wéhlen ist, damit der
Grenzwert von (x,,) gleich 1 ist, ndmlich die Folge a; =1 Vi €N



Aufgabe 3 (Euklidische Metrik)

(a)

Seien = (21,22),y = (y1,y2) Punkte in R%. Man definiert das Skalarprodukt
< xyy >= x1y1 + 29y und die Norm [|z|| := /< z,2 > = V12 + 292

Zu zeigen: Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung: | < x,y > | < ||=|| ||y
EsgiltinR: 0<a<b= (a<b & a?2<?)

Daher werden wir durch Aquivalenzumformungen zeigen, dass gilt:

| <ay>* < |- [yl
& (nyr )’ < (@t + 2w + )
= I12912 + 2z1200192 + $22y22 < $12y12 + 112922 + 5822y12 + 122922
& 2mzyyr < x’y’ 4yl
& 0 < (21y)’ = 2x1iyaway) + (2ayn)’
& 0 < (v1y2 —29mn)?

Wegen a? > 0 Va € R folgt ist damit unsere Behauptung bewiesen:

|1y + zoya] < V(@1 + 22)2(y1 + y2)?

(b)

Seien wieder z = (21,29),y = (y1,y2) Punkte in R2. Man beweise die Dreiecks-
ungleichung fiir die Euklidische Metrik:

d(z.y) = ||z — yl| = V(y1 — 21)2 + (2 — 22)?

Zu zeigen:

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) & dQ(x,z) < (d(z,y) + d(y,z))2

Wir formen zunachst um:

(z1—21)% + (22 — 29)* < (\/(561 —y)?+ (ra— )2+ Vi —21)? + (v — 22)2)2

(1 — 21)% + (x9 — 29)> < (21 — 1)? ( 29 —y2)? 4 (y1 — 21)% + (y2 — 22)° +
2v/ (21 = y1)? + (22 = y2)?) (y1 = 21) + (92 — 22)?)

212 = 22121 + 212+ 29? — 2w929 + 297 < 1% — 221y + yi? + 29 — 2x9yn + Yo
+y1° = 2y121 + 212+ yo’ = 2y9z0 + 2° + D

2(—?J12 - y22 + 21yt + 22y2 + Y121 + Yaz2 — 121 —w2z2) <D



Wir wissen, dass wir die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung anwenden wollen,
daher formen wir um. Man rechnet leicht nach, dass obiger Ausdruck dquivalent
ist zu folgendem Ausdruck:

2((z1 —y1)(y1 —21) + (2 —y2)(y2 — 22)) < D

Mit a1 = (21 — y1),a2 = (x2 — y2),b1 = (y1 — z1),b2 = (y2 — 22) bedeutet der
Ausdruck folgendes, woraufhin sofort ersichtlich wird, dass hier die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung vorliegt, sogar in “abgeschwichter Form”, da die Be-
tragstriche fehlen und die Ungleichung somit erst recht gelten muss.

arby +azbs < /(a1 + a2)2(by + ba)?



