MGInfl Mathematische Grundlagen der Informatik 1 ~ WiSe 2001/02

Aufgabenblatt 7

Losungsvorschlédge

1

Es gelten
Va,b,ceR: a<b=(a+c)<(b+c)
Va,bce R: a<bAc>0)= (ac) < (bc)
Lemmal a<b=a+c<b+ec.
Beweis:a<b=a<b=a+c<b+c. Noch zz a+c#b+c:

Annahme: at+c = b+ec | + (—¢)
= a+c+(—c) = b+c+(—c)
= a = b Widerspruch zu a < b

1l.a

Vorausgesetzt werden (v1) 0 < z und (v2) z < y.

Zu zeigen ist, dass daraus (k1) 0 < L und (k2) % < 1 folgen.
Beweis von (k1) durch Widerspruch
Annahme: 0 <z = 1 < 0 [-z-z, (2) mitz >0 (vl)
= x < 0 Widerspruch zu (vl)
Beweis von (k2) indirekt
1 < ? |-z, >0 (vl)
= 1=2 < ;=7 'y, y>0(vl,v2)
= Ll < §-y
= y <
1.b
Zz.NreR: 22>0.
Fall 1: x>0
0 < =« -z, x>0
= 0 < z-x=2a°
Fall 2: z <0
r < 0 | + (—z) nach Lemma 1, (—z) >0
L r+(—x) < 0+ (—x)
faldl 0 < (—x)?=2?



l.c

Behauptung: Vx e R: z>—-1= (Vne N: (1+2)" > 1+ nx).
Beweis durch vollstéindige Induktion:

IA: n=1: A+z)=1+2>1+1-2

IV: Behauptung gilt fiir n.

IS: Zz. IV=VzeR: 2> -1=neN: (1+2)""' >1+ (n+1))

I+ = 1+2)" (1+2)
> (1+nz)-(1+2) |nach IV und (1) mit (1 + x) > 0 nach Vorauss.
= 1+4nx+z+na?
> l4+nz+zx [nx? > 0 nach (1.b)
= 14+ (n+1)z

1.d

Zz.VgeR: 0<qg<1= (¢")nen besitzt den Grenzwert 0.

Sei ein solches ¢ gegeben. Dann ist % > 1, also kann man auch schreiben: % =(14A) mit A > 0,
(La)

also mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung (1.c¢): qin >14+nA Ly q" < q +1n 7 < ﬁ.

Gibt man sich nun £ > 0 vor, so findet man laut Archimedischem Axiom ein ng € N mit ng > ﬁ,
also noLA < e. Jetzt gilt offenbar

Vn>n0:]q"—0\:q"<i(1<a)i<e
- An = Ang —

Genau dies war aber zu zeigen.

l.e

Behauptung: Ve € R, e >03ng e NVn e N, n > ng: \%\ <e.

2 2),(1.a
Geméf Archimedischem Axiom gilt: Va e R, a >03dIn e N: n > é (:ln-az 1( ):(> )az
1
n
Mit a = € erhalten wir ) )
VeecR,e>03In'eN: —/:‘—, <e

n n
Wihle ng = n/ + 1. Ferner gilt nach (1.a) nio = n,il < 2, wegen n/ > 0 auch |ni0\ < || Mit
|-5| < e folgt ]nio| < e. Also

VeeR,e>0dngeN: |—|<e
no

Beweis Vn € N, n > ng durch vollstdndige Induktion.

TIA: n = ng. Bereits bewiesen.
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IV: Behauptung gilt fiir n.

IS: Z.z.IV=Ve€R, e>03Ing e NVneN, n+1>ng: | 15| <e

1 _ 1
a1l = a

1l <e |nach IV

4
iy
A

< L |wegen n + 1 > n, umgeformt nach (1.a)

n+1
1.f
Z.z.ist Vo,y € R : |lz| — |y|| < |x + y|. Gem&B der Definition fiir den Absolutbetrag durch
>
|| == 2, falls & 2 0 gilt dies genau dann wenn
—x sonst

1. Ve,y e R: |z| — |y| < |z +y| und

2. Vr,y e R —(la] = yl) = [yl = || < [z + 9]

Es gilt bereits Va,b € R: |a+b| < |a| + |b].
Mit a = (z + y) und b = —y erhalten wir

lz| =z +y)+(—y)| < |lz+yl+]—yl mit|—y| =yl

lz| =yl < |z+y

Mit @ = (x + y) und b = —x erhalten wir ebenso
yl =z +y) + (=2)| < |et+y[+]-z]
lyl—lz] < [z +y

2

Eine Metrik ist eine Abbildung d : M x M = R mit den Eigenschaften

1. Ve,ye M : d(z,y) =0< (z =)
2. Ve,y e M : d(x,y) =d(y,x)

3. Va,y,z € M : d(z,z) <d(z,y) + d(y, z)

2.a

0,wenn z =y

eine Metrik ist.
1 sonst

Z.z. ist, dass d(z,y) := {
Beweis der einzelnen Eigenschaften:

1. d(:v,y)zOD:%f'a::y
Def.
r=y = d(z,y) =0

2. Fall 1: z =y: d(z,y) =d(z,z) =d(y, )



Fall 2: =z # y:

d(z,y) =1
d(y,z) =1

3. Es gibt fiinf mogliche Félle fiir x,y und z:

2.b

a
Lemma 2 -1 <a<b= 13; <3

} = d(x,y) = d(y7x)

Betrachtung der Fille a und b: d(z,z) =0 < d(z,y) + d(y, 2)
korrekt, weil d(x,y), d(y, z) € {0,1}.
Betrachtung der Fille c bis e: d(z,2) =1 <d(x,y) + d(y, 2)
Beweis durch Widerspruch:

Beweis:

Z.z. ist, dass d'(z,y) := A@y) ine Metrik ist, wenn bereits d(z,y) eine Metrik ist.

x =y = z ist aber Fall a, also fithrt die Annahme in

Annahme:

Widerspruch.

el

T
f=p

a b
a+ab

a-(1+0b)

VA VA VAN VARVAN

b

1+a 1+b

Beweis der einzelnen Eigenschaften:

. (x=y)=>dz,y) =0=d(x,y) =

d(z,y) =0=

Oist = (x =1y)

=
=
=
=

b+ ab
b-(1+a) |

. 1ta
b 1+b

1+d(x,y)
dlzy)  _
1+d(z,y) —
d(z,y)
I+d(z,y)

2. d(z,y) = d(y,r) = d(zy) _ _d(yz)

3.

=

d(l‘,Z) < d(m,y) +d(y7 Z)
dzz) _dzy)+d(y,2)
T+d(z,z) — T+d(zy)+d(y,2)
_ d(z,y)

A

d(y,z)

1> d(z,y) +d(y, 2)
d(z,y) +d(y,z) =0
A d(y,z) =0
r=y Ny==z
r=y==z2

d

+ab, (1)

%T” (2) mit (1+b) >0

" I+¥a

0 _
1+0_0

= d'(z,y) = d'(y,z)

| Lemma 2

TFd(wy)+d(v,2) T TFd(my) +d(,2)

d(z,y) d(y,z)
1+d(z,y) + 1+d(y,z)

d'(z,y) +d'(y, z)

| mit (1.a) und d(z,y) >
= (1+d(x,y) +d(y, 2))

0
>

en Fillen ¢ bis e zu einem

=0 = d(x,y) = 0 weil ein Bruch nur dann 0 ist, wenn der Zihler

(1+d(y, 2))



