Begriffe und Aussagen zur Differentialrechnung

Ganz algemein mochte man gekrimmte Objekte durch lineare Objekte approximieren. Dies
bedeutet im einfachsten Fall, dass man eine Tangente an eine Kurve oder eine Tangentia -
ebene an eine Flache im dreidimensionalen Raum konstruieren mul3.

Behandeln wir zunéchst den Fall einer Kurveim R?, die a's Graph einer Abbildung
f:1 » Rgegebenist, | =]a,b[ O R ein offenes Intervall. Sind x, x, 0| zwei verschiedene

f()-T0x)
X=X

die Steigung der Geraden, die durch die Punkte (X, f (X,)), (X, f(X)) des Graphenvon f

verl&uft. Es gibt eine Tangente, wenn der Grenzwert' der Differenzenquotienten existiert:

Punkte, so nennen wir Differenzenquotient. Dabel handelt es sich offenbar um

oy o i 10 = %)
f(xo)-—Lxl;rg =%

Die Zahl f'(x,) hei3t Ableitung von fin x,und ist die Steigung der Tangente durch den
Punkt (X, f (x,)) an den Graphen von f. Existiert die Ableitung, so heil3t f differenzierbar in
X,. Man zeigt leicht, dass aus der Differenzierbarkeit in x,die Stetigkeit folgt.

f ist offenbar genau dann differenzierbar in x,(siehein Fuf3note 1), wenn
Oe>000>00x01: [x=%|<d - [f(X)= (%)= (%)X~ X| <&[x=X].

Diese Formulierung bietet sich sofort an zur Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffs fur
Abbildungen zwischen héherdimensionalen Raumen:

Sei U OR"offen x,0U und f:U - R™eine Abbildung. f heif3 differenzierbar in x,,
wenn es eine lineare Abbildung ¢ :R" - R™gibt, so dal3 gilt:

(D Oe>000>00x0U : [x=x)||<d - | f(x) = f(x)=@(x=%|<&[x=x-

Dies bedeutet, dassfin x, durch diese lineare Abbildung besonders gut approximiert wird.
Man zeigt leicht, dass es hochstens eine solche lineare Abbildung geben kann. Diese lineare
Abbildung — oder auch ihre Matrixdarstellung beztiglich der kanonischen Basen auf R", R™—
hei 3 dann ebenfalls Ableitung von f in x, und erhét den Namen Df (x,) .

Im eindimensionalen Fall ist also Df (x,)(h) = f '(x,) th: Df (x,) wird also dann durch eine
1x1-Matrix mit dem Koeffizienten f '(x,) beschrieben, die lineare Abbildung

Df (x,) : R - RunddieZahl f'(x,) transportieren dieselbe Information.

Schliefdlich nennt man eine Abbildung differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt ihres
Definitionsbereichs differenzierbar ist.

Nt gil - R, %, 0lund @R, so schreibt man &= lim g(X) , wenn
X=X

Oe>000>00x01 : |X—XO|<5 - |g(x)—a|<£. Diesist genau dann der Fall, wenn fir jede
Folge (X,)inl gilt: l[img(X,)=a. Erinnert mansichan die &, 0 - Definition der Stetigkeit, so gilt offenbar
n - oo

g(x) = lim g(X) genau dann, wenn g stetigin X, ist.
X=X



Offenbar gilt fir eine Abbildung der Form f:R - R, f(x) =ax+Db:
f(y)-f(x) =Iimay+b—(ax+b) =Iima(y—x) _a

y—X y-x y—X y-xX y—X
y#X Y#X y#£X

Das hoherdimensionale Analogon ist eine affine Abbildung f :R" - R™, f(x) = Ax+b.
Dabei ist A linear, dargestellt durch eine nxm-Matrix, bOOR". Um nun zu zeigen, dass
Ox, OR": Df (x,) = A, mul3 die Abschétzung (*) Uberpruft werden. Man erhélt sofort:
OXOR" 2| £ (%) = (%) = AX= %) | =[ AX) +b = (Ax, +b) = A(X=x,)|| = 0< [ x = x| . Wir

wissen nun also, dass affine Abbildungen differenzierbar sind und auch, wie ihre Ableitung
aussieht.

f'(x)= Um

Partielle Ableitungen
Ist f:U - Rdifferenzierbar in x, JU , so betrachten wir die Einschrankung von f auf

Geraden durch x,in Richtung der kanonischen Basisvektoren. Dazu setzen wir
g (t) == f (%, +tg) . Mit den g, kénnen wir einfach rechnen, da sieja nur noch einen

eindimensionalen Definitionsbereich haben. Wir zeigen spater — wenn wir die Kettenregel
kennen — dass aus der Differenzierbarkeit von fin x, die Differenzierbarkeit der g,in O folgt.

Man setzt
of
— =g'(0
a)ﬁ(xo) g'(0)

und nennt diese Zahl die i-te partielle Ableitung von f in x,. Wir zeigen spéter, daf3

D (xo):[%(xox...%(xo)j,

d.h. die Koeffizienten der 1xn-Matrix, welche die Ableitung darstellt, sind gerade die
partiellen Ableitungen. Ist jetzt f :U — R™eine Abbildung mit einem héherdimensionalen

fl
Bildraum, so setzt sie sich zusammen aus ihren Komponentenfunktionen, d.h. f = : |, und
f

m

aus der Differenzierbarkeit von f in x, folgt die Existenz der partiellen Ableitungen gi(xo)
X.
J

und es gilt
o o,
ox, (%) - ox (%)

Df (%) =

of | of |
E(XO) aXn(xo)

Oft findet man die Ableitung Df (X,) am einfachsten dadurch, dal3 man die partiellen
Ableitungen berechnet.

Nach diesem Uberblick werden wir die wichtigsten Differentiationsregeln entwickeln, die es
uns erlauben, die Ableitungen einer grof3en Klasse von Abbildungen zu berechnen..

Wird fortgesetzt.



