Kettenregel:

Seien U OR",V 00 R"offene Mengen, x, U, y, 0V ,esseien f:U - R™, g:V - R*
Abbildungen, essai y, = f(X,), fsaiin x, undgin vy, differenzierbar.

Dannist auch (go f):U - R¥in x, differenzierbar, und es gilt:
D (g f)(%) = Dg(¥s)  Df ()

Um die Abschétzungen im Bewels dieses zentralen Satzes Ubersichtlich durchfiihren zu
konnen, bendtigen wir den Begriff der Matrix-Norm.

Einschub zu Matrix-Nor men
Iss ADOM . (R) einereelle Matrix mit m Zeilen und n Spalten, so setzen wir

A= 55 ar,

in direkter Veralgemeinerung der euklidischen Norm eines Vektors. Dann gilt fur
AOM . (R), BOM,,, (R), xOR"

| 8] < Vmk | A8 | Ax]| < Vm[Al] 4

mxn

mxn

Bewels:
Das Matrizenprodukt C=AB entsteht durch Multiplikation der Zeilen von A mit den Spalten

von B. Wir haben aso ¢, = Za,.j b, . Dieslasst sich interpretieren als Skalarprodukt
=1

a, ) by
: : | ). Damit l&sst sich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung anwenden:
ain bnk
a (b )\ n -
=] £ | 1) <[ Sar) Socfelarier
ain bnk = =

Durch Aufsummieren aler ¢, ’erhalten wir das gewtinschte Ergebnis. Analog erhalten wir die
zweite Ungleichung.

Es gibt viele verschiedene Mdglichkeiten, die Norm einer Matrix zu definieren; wir hatten ja
die verschiedenen Varianten bei der Definition der Norm eines V ektors.

Nun zum Beweis der Kettenregel:
Sel £ > 0vorgegeben. Wir missen ein d > 0finden, so dass

(g )09 =(ge £)06) =(Da( f (%)) Df (%)) (x=%)| < &[x=x)

Der Ausdruck links vom Ungleichheitszeichen ist gleich



g(f(x)=g(f (%)) =Dg(f(x))(f(x)-f(x)
+Dg(f (%)) ((F() = f (%) = Df (%) (x-%,))

O o (T ) =g(f06))=Da(F(6))(F )= 06)]+|Dg () ((F 9~ f )= DF (3)(x=x,))|<

Aufgrund der Differenzierbarkeit vongin y, = f (x,) folgt nun, dass der erste Summand in
obiger Summe weiter abgeschétzt werden kann: Zu & >0gibt es J, >0, so dassfur yOV
und |y =yo|<&; gilt: [g(y)=9(¥)=Da(¥o) (Y= Yo)| <&y~ Y| . Wir benttigen aber
eine Abschétzung mit |x—X,| und rechnen daher weiter

[y = Yol =[ £ 0= 0] = T (%) = (%) = DFf (%) (X~ %,) + Df (%)(x = %) <
[ () = £ (%) = Df (%)(X= %) + Df (%)(x= %) <[ f (X) = f (%) = DF (%) (x = ;)] + [ Df (%) (x = %) <
Den ersten dieser beiden Summanden kénnen wir Uber die Differenzierbarkeit von fin x,
weiter abschétzen: zu &, > 0gibt es J, >0, so dass fir xOU und |[x— x| < J,:

[ £~ £ (%) = Df () (X = x| < & x|

Andererseits ist [|Df (x,)(x— )| < v/'m|DFf (x,)[ x| , S0 dass wir auch den 2. Summanden

abgeschétzt haben. (Hier wurde das erste Mal eine Matrixnorm benutzt.) Auf Grund der
Stetigkeit von fin x, gibt eszu &,:= ¢, >0 ein J, >0, so dassfir xOU und ||x - x| < J;:

Iy = Yol =] £ () = f(%)]| <& =& Setzenwir nun d:=min{J,,d,}, so kdnnen wir unsere
Teilergebnisse zusammenfassen zu:

Ist xOU und ||x=x,[ <d, sogilt
o (f () =(f0))=Da(f ) (F ()= T06)] < &[f ()= ()] < & (& +Vm]Df ()] x %]
Damit sind wir mit dem ersten Summanden in (*) durch. Fur den zweiten gilt:

1D (f00))((F(0- (%)= Df (%) (x=%,))|< vk [P 0))( f ()= f (%)~ Df (3)(x=%)|<
£, JK[|Dg (f (%)) x| falls xOU und [x= x| <&, insgesamt also

Ist xOU und | x=x,| <&, sogilt
(g2 £)C0=(g 1) 00)=(Da(f (%)) Df (x))(x=%)| <
(& (& +¥m[IDf 06)]) + &3k [Pg (£ )] x|

Wir sind nun fertig, wenn wir den Ausdruck (51(52 +|Df (%)) + & | Dg ( f (xo))H) kleiner als

mi”{lﬁuvgmxo»u}

& machen konnen. Diesist offenbar der Fall, wenn wir &, = 5

und




£ .
£ = wahlen, denn dann gilt
' 2(1+Jﬁ||Df (xo)||)

(51(£2+x/ﬁHDf(xO)H)+£2\/EHDg(f(x0))H)s +Z=¢.

Bemerkung: Einfacher geht’s nicht.



