Wiederholung: Tangentialraum, Vektorfeld

Ist GeR" und xeG , so identifizieren wir den Tangentialraur'ﬁxo mit einer in den Punkt
verschobenen Kopie deR" . Geometrisch denken wir uns die VektorenTy mit ihrem
FulRpunkt inx angeheftet. Fir zwei Punkte#y sind die TangentialrdumeT,, T, disjunkt zu
denken, alsoT,NT,=& , so daf} die Addition von Vektoren aus Tangentialrdumen mit
verschiedenen Basispunkten keinen Sinn macht.

Die vom RR" geerbte natiirliche Basis vom, bezeichnen wir mitel( X),...,€,(X) , so daR ein

beliebiger Vektor X (X)€T, eine eindeutige Darstellungl (x Z X'(x)e(x) besitzt mit

Koeffizienten X,(x)eR .

Man fal3t nun fiir allexeG die Tangentialraumel , zum Gesamtangentialbiindel
TG:U T« zusammen.

xeG

Ein Vektorfeld auf Gist eine Abbildung X :G—TG , wobei fiir jedesxeG gilt: X (x)€T, ,
d.h. fur jeden PunktxeG gibt es einen zugeordneten Vektof (x) mit FuBpunkt irnx .

Ein Vektorfeld aufG 1aRt sich offenbar schreiben alX =Y X'e, , wobei die X' reellwertige
i=1
Funktionen aus sind und die € ,Basisvektorfelder” . Die punktweise Auswertung des

n

Vektorfelds ergibt wieder die obige Gleichung( (x Z

Man nennt nun ein Vektorfeld a@ stetig, differenzierbar, etc., wenn die Koeffizientenfunktionen
X, samtlich stetig, differenzierbar, etc. sind.

Vektorfelder aufG kann man in nattrlicher Weise addieren und mit reellen Skalaren multiplizie-
ren. Sie bilden selbst einen Vektorraum. Wir werden uns aus Bequemlichkeitsgrinderumuais

dem UnterraumX(G) der unendlich oft differenzierbaren Vektorfelder @ibeschaftigen.
Tangentialvektoren, also Vektoren in einem Tangentialral , operieren in natirlicher Weise
als ,Richtungsableitungen®. SekK (x Z X ( X)eT, gegeben, sowie eine differenzierbare
Funktionf , die in einer Umgebung vonerklart ist. Wir setzen einfach
:Z Xi(x)g—fi(x) . Damit wirkt X (x) und Ubrigens jede Richtungsableitung als
i= X

Derivation in x. Eine Derivation irxist ein Operator, der auf einer in einer Umgebungxon
definierten differenzierbaren Funktion mit Summen- und Produktregel operiert, wobdiez.B

Produktregel fir X (x) so aussieht:( X (x))( fg)=(f (x)){(X (x))(@))+(g(x)){(X (x))(f)) .

Damit kénnen wir einem VektorfeldX € X(G) und einer differenzierbaren FunktibaufG eine

neue differenzierbare Funktiotf zuordnen nach der VorschriftXf )(x): =( X (x))(f) . Die
Produktregel nimmt jetzt die besonders einfache Gestaltfg)=f - Xg+ Xf-g an. Bezeichnet

man die Menge der a@ (unendlich oft) differenzierbaren Funktion m&(G) , so wirkt ein



Vektorfeld X€X(G) alsDerivationauf £(G) , d.h. nach der Summenregel
X(Af+ug)=AXf+uXg fur A,ueR und obiger Produktregel X ( fg)=f-Xg+ Xf-g .

Man kann nun auch umgekehrt zeigen, daf? jede Derivation in einemxRaingm Vektor in T,
und jede Derivation au® einem Vektorfeld in X(G) entspricht, d.h. man unterscheidet
Uberhaupt nicht mehr zwischen Vektorfeldern und Derivationen.

Daher schreibt man ein VektorfeldX €X(G) haufig nicht in der FormX =Y X'e, , sondern

i=1

als X=), Xi% , und denkt sich die Beziehungen
i=1 X
Richtungsvektor irx = Derivation inx bzw.
Vektorfeld aufG = Derivation aufG

implizit mit.

In der Physik bezeichnet man eine FunktiondtG) haufig auch als (reelleSkalarfeldauf G,
ein Vektorfeld bleibt ein Vektorfeld.

Die obigen Begriffe und Definitionen kann man nun leicht von einem Gebiet auf Gebiete
erweitern, die irk-dimensionalen glatten Flachen ifR" bzw. inn-dimensionalen differenzier-

baren Mannigfaltigkeiten liegen. Die Zusatzaufgabe besteht in diesen Féildichalarin, die
Vektorfelder bezlglich der dann wechselnden Koordinaten und damit auch der wechselnden Basen
fur Tangentialrdume und Derivationen auszudricken.

Kotangentialraum, Kovektorfelder, 1-For men

Oben haben wir den Tangentialrauin, , xeG definiert.
Entsprechend definieren wir den KotangentialraJri]: :|<p|cp:TX—>IRIinear] als den Dualraum
von T, . Eine Basis dieses Raumes sirgt(x)=(1,0,...,0),...,e"(x)=(0,...,0,1) . Wie vorher

fat man die Kotangentialraumd, zum Kotangentialbijndel-r G:U T« zusammen und

xeG

definiert einkovektorfeldozw. einel-Formals Abbildung w:G—T G mit w(x)eT, . Eine
solche Abbildung Iaf3t sich analog zur obigen Vektorfeldsituation in der Basisdagtell

n
w=Y w;e schreiben und nennto stetig, differenzierbar, etc. wenn samtliche
i=1
Koeffizientenfunktionen w; dies sind. Den Raum der (unendlich oft) differenzierbaren

Kovektorfelder aufs bezeichnet man auch mi€*(G) .

Ein Kovektor w(x)eT, istja definitionsgemaR eine reellwertige Funktion aluf , wir kénnen

ihn also auf einen VektorX (x)e€T, anwenden und erhalten als Wert eine Z@Iml(x))(x (x)) .

Sind nun ein Kovektorfeldwe&(G) und ein Vektorfeld X €X(G) gegeben, so setzen wir
<w, X>(x):=(w(X))(x):=(w(x))(X (x)] und erhalten eine differenzierbare Funktion
<w,X>=w(X)e&(G) . Diese Operation, die aus einem Kovektorfeld und einem Vektorfeld

eine Funktion macht, nennt man aucheres Produkoder auctKontraktion .

Demgegeniber haben wir friiher daf3ere Produkkennengelernt, welches aus zwei 1-Formen



w,neE(G) die 2-Form wAne&?(G) und allgemeiner aus einkfForm we&“(G) und
einerl-Form ne&'(G) eine k+)-Form wAne&'(G) machte.

Ist fe&(G) eine differenzierbare Funktion, so bilden wir in einem PurktG die
of of
—(X),...,

6x1( ) ox"
offenbar gilt dx'(x)=€'(x) . Wir kénnen daher schreiben

Ableitungsmatrix d f (x)= (x)|€T, . Da fiir die Koordinatenfunktionerx

d f (x):zn: —f.(x)d X (X) bzw.

n
und schreiben auch eine allgemeine 1-Form statt in der Basisdarstetlen), w,€ in der
i=1

n
aquivalenten Darstellunngz w dx .
i=1

Der Ableitungsoperator d macht also aus einer Funktio& i5) eine 1-Form in £(G) .
Manchmal schreibt man aucl®(G) statt £(G) . Damit haben wir die Ableitung als Funktion
d:E%G)=E&YG) .

i, i ok
Fir einek-Form @= 2. W AX*ALLAAXEEN(G) hatten wir definiert

1<ij<...<i,<n

_ i i, ki1
do= 2, dw _AdX‘A.AdX € E7YG) ynd den Ableitungsoperator

1<i;<...<i<n
d: £(G)=E"H(G) auchauRere Ableitungenannt. Wendet man den Operator d zweimal an, so
folgte aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungkidw)=0 .

Die Abbildungskette £°(G)— £'(G)—...—£"(G) mit den Abbildungen d nennt man auch den
de-Rham-Komplex auf G .

Mit Hilfe der aufReren Ableitung wird der allgemefBtekesschen Satz formuliert.

LieAbleitung

Sind zwei Vektorfelder X ,YEX(G) und eine Funktion f €£(G) gegeben, so bilden wir den

Kommutator [ X ,Y](f):=X(Y(f))—-Y(X(f)) durch mehrfaches Ableiten in Richtung vXn
undY.A priori kdnnte man denken, dal’ dabei zweite Ableitungerf \aurftreten, die folgende
Rechnung zeigt aber, dal3 dies nicht der Fall ist:

L iof
Y
2

[XYT(F):=X (Y (f)=Y(X(f))=X Py}
X

-Y
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Es ist also ein neues Vektorfeld entstandX ,Y]=)
i=1

Man nennt [X ,Y] Lie-AbleitungvonY nachX und schreibt auch L, Y:=L,(Y)=[ X ,Y]
Offenbar gelten fur X ,Y ,Z€X(G),A,u€R die folgenden Rechenregeln:

[X,Y]=—]Y,X]

[X AY+uZ|=A X, Y]+u[X,Z]

[ XYL ZI=[0X, Y] 2]+ Y [ X, Z]]
Letztere Regel kann man offenbar auch in der Fg,|Y , Z||+[Y [Z, X]]+[Z,[ X ,Y]]=0
schreiben, was manche Leute schéner finden. In der ersten Form bleibt aber der Préduktrege
charakter L,|Y ,Z|=[LyY ,Z|+[Y ,LZ]| sichtbar, und die Formel wirkt "natirlicher".

Mit dem Produkt X,Y] und obigen Rechenregeln ist der Raum der Vektorfeld¢) eine
sogenannte Lie-Algebra.

Beispiele fir Lie-Algebren sind auch der Raum der nxn-Matrizen mit dem Konorprzdukt
[A,B]=AB—BA oder auch der Raum der antisymmetrischen nxn-Matrizef=£—A ),
ebenfalls mit dem Kommutatorprodukt.

Interpretation der Lie-Ableitung [X, Y]

Lauft man von einem Punk¥,€G die Paramterdistarezin Richtung des Vektorfelde$, dann
weiter in Richtungy, so sei z,(e) der Punkt, den wir dabei erreichen. AnschlieRend bewegen wir
uns umgekehrt zuerst in Richtu¥g dann in Richtun¢<, und erreichen den Punkt,(€) . Im

. . . . . . 21(5)_Zo<€)_
allgemeinen istz,#z, , und wir wollen jetzt zeigen, dafm ————=[ X ,Y]
€

-0

Z,(€)=Xg+€ X (Xo)+eY [Xg+e X (X)) Zo(€)=Xo+EY (Xo)+€ X (Xo+€Y (X))
z,(e)—z,(€) Y (Xo+e X (Xo)| =Y (%) im X (Xo+€Y (X)) = X (X,) _

lim > =lim . -
i im YI(XO+€X(€X0))—YI(X0)_”m X (XO+eY(€x0)) X0 -
_il(<><<Y'>)<xo>—(v<x‘>)<xo>)e.<xo>=_il ZxZ—I (%) ;wg—xj (xo))el(xo)—




was offenbar gleich der Koordinatendarstellung ist, die wir ober{ %r, Y](X,)
ausgerechnet haben.

Gilt [ X ,Y]=0 , d.h. auch daR in obiger geometrischer Konstruktion keine Licke bleibt, so sagt
man, dal die beiden Vektorfeld@mmutieren

Offenbar gilt fur die Koordinatenvektorfeldeg, bzw. PVLL Differentialoperatorschreibweise,

dal sie paarweise kommutieren, was sowohl geometrisch wie rechnerisch Klar ist

Pullback und Pushout

Seien GcR" und HcR™ Gebiete, o:G—H eine differenzierbare Abbildung.
Kann man Objekte, die iH leben, mittels ¢ zu Objekten auG machen, so spricht man von
Pullback; geht der Transport in die umgekehrte Richtung, so spricht maRuaiout .

Istz.B. feE(H) sosetzenwir ¢ (f):=fo@ undhaben somit eine Pullbackabbildung
¢ E(H)—=E(G) . Ahnlich definierten wir den Pullback von Differentialformen, z.B. fur eine

1-Form we&(H), w= Zw dy wurde gesetztyp (w Z(p Jd(e'(y))=

i=1

DY (wep)de € ENG) .

i=1
Tangentialvektoren dagegen kann man nur "vorwarts" transformieren, und zwar sQE @t ,
Z X'( Xo (X)) € T, Yo=®(X)EH , so definieren wir

(yo).— *(XO)(X(XO))ETyU , indem wir filr ein beliebigesf €£(H) setzen:
(Y (yo)](f):=(X(x,)](fe) . Diesen Ausdruck kénnen wir jetzt weiter ausrechnen, indem wir

u.a. die Kettenregel anwenden:.= ZX )6<;;(p)(xo) =

n m i m n j ]

> X %) 2 2y 22 )= 3 [ L8 () X (%) | )=

i1 i—10Y 0 i=1\i-1 OX y

(Z > T2 ()X (x4 ij<yo>)<f>

j=1\i=1 OX 6y
Somit haben wir die GIeichungY(yo):cp*(xo)(X(xo))(Zm: i%—(j(xo)xi<xo) %(yo)) :

d.h. der Spaltenvektor der Komponenten v¥iiy,) ergibt sich durch Anwendung der Jacobi
Matrix von ¢ auf den Spaltenvektor der Komponenten vén(x,) . Diese Rechnung war nétig,
denn so kénnen wir die lineare Abbildung.(X,): T, =T, konkret ausrechnen.



Wir brauchten oben die Koordinatendarstellung einer 1-Form, um deren Pullback zu definieren. M
Hilfe des Pushout erhalten wir aber die folgende koordinatenfreie Formel:

Ist wegl(H ), X€X(G) so gilt <(P*(U , X ><Xo):w<yo)((P*<Xo)(X (Xo))) .
(Man erinnere sich, da&)(yo)eT*yO , also als reellwertige lineare Abbildung adfy,, wirkt, und
es ist ja tatsachlicrrp*(xo)(Xuo)) €T, .

Wir kdnnen via Pushout zwar einzelne Tangentialvektoren, aber nicht unbedingt ein Vektorfeld
von G nachH transportieren: Ist ndmlich die Transformationsabbildupg nicht injektiv, hatten

wir einem Punkt mit zwei Urbildern zwei verschiedene Vektoren zuzuordnen. Andisrérs&tio-
niert der Pullback von Funktionen oder Differentialformen immer, egal ob die Transtmrsa
abbildung injektiv ist oder nicht.

Ist andererseits ¢ ein Diffeomorphismusl.h. bijektiv mit differenzierbarer Umkehrabbildung, so
transportiert der Pushout Vektorfelder v@machH ; wir erhalten eine natirliche Abbildung

@.: X(G)—=X(H) ,indem wir die Vektoren des Ausgangsvektorfelds punktweise "pushen".
Dies werden wir spater insbesondere bei Lie-Gruppen anwenden.

Lie-Gruppen

Eine Lie-Gruppés ist definitionsgemal gleichzeitig eine differenzierbare Mannigkadtigind eine
Gruppe. Wie immer, wenn ein Objekt verschiedene Strukturen tragt, gibt es diesihezuglitrag-
licheitsbedingungen. Fur Lie-Gruppen fordert man, dal3 die Gruppenoperation

GxXG—G,(x,y)—xy ' differenzierbar sei. (Damit wird gleichzeitig gesagt, daR die Gruppen-
multiplikation und die Inversenbildung differenzierbar sind.)

Reelle Matrix-Gruppen
Wir werden im folgenden nur solche Lie-Gruppen betrachten, die Untergruppeion,R)
bzw. GL(n,C) sind, also der Gruppen der invertierbaren reell- bzw. komplexwertigen nxn-
Matrizen. Konzentrieren wir uns zunachst a@t.(n,IR) . Diese Gruppe ist eine offene
Teilmenge desn® - dimensionalen Vektorraumd (R) aller nxn-Matrizen, da offenbar
GL(n,R)=[X €M ,(R)|det(X)#0| . Die Determinante ist als Abbildun@L (n,R)—R’
differenzierbar und damit stetig und ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern dieses Homaemorphis
mus besteht aus den Matrizen mit Determinante 1 und erhalt im folgenden den 1$aufreiR) .
GL(n,R) zerfallt in die offene UntergruppesL*(n,R) der Matrizen mit positiver
Determinante und die gleichgrol3e offene Menge der Matrizen mit negativemDetete. Im Falle
n=1 sieht man dies sofort, denn die multiplikative GrudRe=IR—{0] zerfallt in die offene
Untergruppe der positiven reellen Zahlen und die offene Menge der negativen reelsm dighl
aber keine Untergruppe bilderGL (n,R) ist also nicht zusammenhéngend. Da die Matrizen-
multiplikation und die Inversenbilduhgolynomiale Abbildungen sind, isGL(n,R) offenbar
eine Lie-Gruppe.

Die Konzentration aufGL(n,IR) und ihre Untergruppen statt auf allgemeine Lie-Gruppen

1ist X:(x”)eGL(n JR) ,sosei X; die Determinante der (n-1)x(n-1) Matrix, die eritstevenn man die i-te Zeile
und die j-te Spalte streicht. Setzt mag=(—1)"'X, ,soist () diezu (x'] inverse Matrix. Da diese
Determinanten polynomiale Abbildungen sind, isbesondere die Inversenbildung differenzierbar.



vereinfacht die Analyse insofern, als wir meist keinen Atlas auf diesen Matigikgiten
konstruieren mussen, sondern mit den durch die OberméhgdR) gegebenen globalen
Koordinaten x' arbeiten und damit auf Mannigfaltigkeitstheorie weitgehend verzichten kénnen.
Einige wichtige Untergruppen vorsL (n,R) sind

SL(n IR): X eGL(n,R)|det(X 1} , die sogspezielle lineare Gruppe
Oo(n,R) [ eGL(n,R) \X X—E] , die sogorthogonale Gruppe
SO(n, IR):{ XeGL(n ,IR)|Xt X=E ,det(X):lJ1 , die sogspezielle orthogonale Gruppe

Die Spalten der Matrizen ifO(n,IR) bilden also ein Orthonormalsystem beziiglich des kanoni-
schen Skalarprodukts auf deiR" , in SO(n,R) sogar ein orientiertes Orthonormalsystem.
Geometrisch handelt es sich b&0(n,R) um Drehungen um den Nullpunkt, wahrend bei

O(n ,IR):[XeGL(n ,IR)|Xt X= E] noch Klappungen um eine Ebene durch den Nullpunkt und
ihre Kombination mit Drehungen hinzukommen.

Die orthogonale Gruppe kann man auch auffassen als die Gruppe derjenigen Matrizen, die das
natirliche Skalarprodukt <, > auf deiR" invariant lassen, also:

O(n,R)=|A€GL(n,R)|V x, yeR": <Ax,Ay>= <x,y> |

Entsprechend kann man beziglich anderer bilinearer Produkte die Gruppen derjenigem Matriz

definieren, die diese Produkte invariant lassen. Physikalisch wichtig ist fofgBnalgukt auf dem
R* : (X,Y)>—X, Yo+ X Y1+ X, Y,+ X Y5 , das sogenannidinkowski-ProduktDen R*

ausgestattet mit diesem Produkt, nennt man Bickowski-Raum Das Minkowski-Produkt kann

-1 0 0 0Ye
. 1 0 Oy, . : .
man auch als Matrlzenprodul{txoxlxzxs) 001 0|y schreiben, mit der Bezeichnung
2
0 0O Vs
-1 0 0 O
| 01 00 . : : : .
S= 00 10 driicken wir das Minkowski-Produkt aus al¢ S y . Die Gruppe
0 0O

derjenigen Matrizen, die das Minkowski-Produkt invariant lassen, beiBhtz-Gruppeder auch
0(3,1,IR) und man kann auch schreiben

O(3,1,IR):[XeGL(4,IR)|XtS X= E] . Analog zu den obigen Bezeichnungen setzt man
SO(3,1,IR):{XeO(S,l,IR)|det(X)zl} und nennt diese di&pezielle Lorentz-Gruppe.

Weitere physikalisch wichtige Beispiele sind die Spin-Gruppen und die symphektiSruppen.
Informieren Sie sich hier ggf. eigenstandig.

Alle oben genannten Gruppen sind abgeschlossene TeilmengeMy60R) . Sie sind glatte
Flachen in diesem Raum und damit differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Di&llavon
SL(n,R) war Thema in Ubungsblatt 2.

Ein wichtiger Unterschied zwischen Gruppen wie den SL und den SO ist noch, dal3 die Zahlen in
den ersteren beliebig grof3 werden kdnnen, wéhren sie in SO offenbar samtlich kiemérgled
somit beschrankt sind.



Komplexe Matrixgruppen

Im Prinzip I&Rt sich eine komplexe nxn Matrix als reelle (2n)x(2n)-Matrifaasén, indem man die
Isomorphie C"=~R*" zu Grunde legt und in einer komplexen Matrix einen komplexen Eintrag

z=Xx+Iy ersetzt durch einen Block der Forr@ _3)/() Trotzdem ist es meist nattrlicher, die

komplexe Notation beizubehalten.

Als Lie-Untergruppen vonGL (n,C) erwahnen wir SL(n,C) , analog definiert wie im reellen
Fall, sowie U(n):[U eGL(n ,C)|U*U = E] , dieunitare Gruppe

Dabei ist "*" die Operation "Konjugation und Transposition”. Unitare Matrizennagas tUbliche
hermitische Produkt auf den€” invariant. Die Spalten einer unitaren Matrix bilden ein Ortho-
normalsystem bezuglich des hermitischen Produkts. Die Determinante einesrulitdrix ist eine
komplexe Zahl vom Betrag 1, wahrend die Determinante einer ortogonalen MatriradlaeZahl
vom Betrag 1 ist, was nur die Mdglichkett1 laf3t. Schlie3lich enthélt depezielle unitare
Gruppe SU(n) definitionsgemaf die unitaren Matrizen mit Determinante 1.

Transfor mationsgruppen

Die Matrizen der oben erwahnten Liegruppen wirken bzw. "operieren" als linearelideh auf
dem R" bzw. C" .

Allgemein erklart man eine Operation einer Gru@auf einer Meng®! als Abbildung
GXM->M, (g,X)—gx mit YxeM: ex=x und YxeM V g,heG: (gh)x=g(hx)
und nennG eine Transformationsgruppe auf.

Zu jedem Gruppenelemegigehdrt also die durchx— gx gegebene bijektive Abbildung

M —M . TragtM eine spezielle Struktur, so wird man haufig an solchen Gruppenoperationen
interessiert sein, bei denen diese Abbildungen dieStruktuM auhalten. Ist alsM ein
topologischer Raum, so wiinscht man sich Homéomorphismen sein, bei einem Vektorraum
Isomorphismen, etc.

Im RR" interessiert man sich aber nicht nur fir lineare Abbildungen, also z.B. Drehungen, sondern
auch fur Translationen, also Verschiebungen. Die Gruppeuldidischen Transformationem

R" besteht aus den bijektiven AbbildungdR"—IR" , welche Langen und Winkel von Objekten
invariant lassen, d.h. die Objekte auf kongruente Objekte abbilden. Diese Transformataeren bi
die sog Euklidische GruppeEine euklidische Transformation erhalt man als Hintereinanderaus-
fihrung einer Rotation und einer Translation. Wir setzen dakeiO(n)xIR" und definieren die
Wirkung eines Elementg A,v)eG auf den Vektor xeR" durch Ax+v und daran orientiert
die Verkniuipfung zweier ElementéB ,w),(A,v)eG als (B,w)o(A,v):=(BA,Bww) .
Offenbar wirdG damit zu einer Gruppe mit neutralem Elemédrtt,0) . Mit der Operation

((A,v) , x)—> Ax+V ist die euklidische Gruppe eine TransformationsgruppelRuf und
offenbar auch eine Lie-Gruppe.



