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Motivation

» Kurzeste Wege
» Wie besucht man Orte mit der klirzest mdglichen Rundreise?
» Was ist der schnellste Weg von Freiburg nach Bremen?
» Was ist der billigste Weg von Freiburg nach Bremen?

» Zuordnungsprobleme

» Wie ordnet man Arbeitkrafte einer Firma am besten denjenigen Tatigkeiten zu, fur die
sie geeignet sind?

»  Wie teilt man 210 Studierende so in Dreiergruppen auf, dass die Gruppenmitglieder
miteinander auskommen und das gleiche Tutorium besuchen kénnen?

» Flussprobleme
» Welche Wassermenge kann die Kanalisation in Bremen hdchstens verkraften?
» Planungsprobleme

» Wann kann ein Projekt am frUhesten beendet werden, wenn alle Tatigkeiten in der
richtigen Reihenfolge ausgefuhrt werden?
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Motivation — Beispiel

» Eulerweg (Euler, 1736)

» Wie muss ein Rundweg durch Konigsberg aussehen, auf dem man jede Bricke Uber
den Pregel genau einmal Gberquert und am Ende zum Ausgangspunkt zurtickkehrt?

» Ansatz
» Reprasentiere die Stadtteile durch Knoten
» Reprasentiere die Brlucken durch Kanten, die die Knoten verbinden

» Losung
» Es gibt keinen solchen Rundweg!
» Der Grad aller Knoten musste gerade sein
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Gerichteter Graph

» Definition

>

»

Ein gerichteter Graph G = (V, E) (Digraph) besteht aus einer Menge V =

{1,2,3..., |V]} von Knoten (vertices) und einer Menge E c V x V von Pfeilen
(edges, arcs)

Ein Paar (v, V) = e € E heil3t Pfeilvon v nach v

v ist der Anfangsknoten und ;
v der Endknoten von e utz

anbringen
vund v heiBen adjazent

Garten
anlegen

. AHjeet — Binich
» vund V' sind mit e inzident, e M 7 Dachswhl  Dach e 0
e ist inzident mit vund v/ herstellen ~ decken
» Eigenschaften
» Da E eine Menge ist, kann Innenausbau o
i i ' fertigstellen Mgblicren
jeder Pfeil nur einmal auftreten g

» Es gibt keine parallelen Pfeile
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Begriffe

» Eingangsgrad eines Knotens (indegree)
» Anzahl der einmindenden Pfeile
» indeg(v) =|{V|(V, V)e E}|
» Ausgangsgrad eines Knotens (outdegree)
» Anzahl der ausgehenden Pfeile
» outdeg(v)=|{V|(v,v)e E}|
» Teilgraph
» Ein Digraph G' = (V, E'), geschrieben G' c G, falls VV c Vund Ec E
» Weg von v nach v (path)
» Ein Folge von Knoten (v, v4, ..., V) € Vmitv,=v, v,=v und (v, v,,) € E, i=0...k-1
» kist die Ldnge des Wegs
» Ein Weg hei3t einfach, wenn kein Knoten mehrfach besucht wird
» Ein Weg ist ein Teilgraph
» Zyklus
» Ein Weg, der am Ausgangsknoten endet
» Ein Digraph heiBt zyklenfrei (azyklisch), wenn er keinen Zyklus enthélt
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Begriffe

» Gerichteter Wald
» Ein Digraph G = (V, E), wenn E zyklenfrei ist und indeg(v) <1 flr alle ve V
» Jeder Knoten v mit indeg(v) = 0 ist eine Wurzel des Waldes
» Gerichteter Baum
» Ein gerichteter Wald mit genau einer Wurzel
» Spannender Wald von G = (V, E)
» Ein gerichteter Wald W= (V, Fy mit Fc E
» Falls W ein Baum, heiBBt W spannender Baum von G
» Ungerichteter Graph
» FOr jeden Pfeil (v, V) gibt es einen weiteren (V, v)

» Ein ungerichteter Graph heiB3t zyklenfrei, wenn er keinen einfachen Zyklus aus
wenigstens drei Pfeilen enthalt
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Reprasentation — Adjazenzmaitrix

» Ansatz

» Ein Graph G = (V, E) wird in einer Boole'schen |V] x |[V|-Matrix Ag = (a;) mit
1<i<|V],1<j<|V] gespeichert,

. 0 falls(i,j)e E 3
wobei a;; = oo *
711 falls(i, ))e E {
N1 2345 6 78 9 2 1) "
1[0 1 1 0 0 0 1 0 0 !
210 000 00 0 0 0
310 000000 0 0 6
400 00001 0 0 0 |
500001 0000 0 (—95
61 0 00 1 1 0 0 0
710 0 0 0 1 0 0 0 0
8/0 000 00 0 0 0
910 0 0 0 00 0 1 0 3 4
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Reprasentation — Adjazenzmaitrix

» Aufwand
» Platz: O(|V?)
» Initialisierung: Alle Matrixeintrage mussen gesetzt werden: O(| V|?)

» Effizientere Initialisierung B A i 7

» Die Pfeile stehen in einem 1
eindimensionalen Array B :

» In der Matrix A stehen Indizes ko[ ilJ i 1
auf dieses Array k"

» iund jsind benachbart, wennihr &' | 7]]
Index innerhalb des beflllten ] 0
Bereichs des Arrays [1...b,,,] liegt bmax i 7
und dort tatsachlich der richtige
Pfeil eingetragen ist Koolilg

» Aufwand: O(|E|)

» Java: lohnt sich nur bei der

mehrfacher Nutzung Ali, j] und A[, j] sind bedeutsam, A[i, j'] ist es nicht.
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Adjazenzmatrix — Implementierung

class AdjMatrix void init ()
{ {
private static class Edge bMax = O;
{ }
int row,
column; boolean adjacent (int i, int j)
{
Edge (int r, int c) return a[i][]j] >= 0 &&
{ al[i]l[j] < bMax &&
Yow = r; bl[a[i][]j]] .row == i &&
column = c; bl[a[i][]j]].column == j;

} }

}
void addEdge (int i, int j)

private final int numberOfNodes = 10; {
private final int numberOfEdges = 10; if('adjacent (i, jJj))
private int[][] a = {
new int [numberOfNodes] [numberOfNodes]; a[i] [j] = bMax;
private Edge[] b = new Edge[numberOfEdges]; b[bMax++] = new Edge (i, j);
private int bMax; }
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Reprasentation — Adjazenzlisten

» Ansatz

» Alle Knoten stehen in einem Array
1 2 3 4 5

» Jeder Knoten enthalt eine Liste der

adjazenten Knotenindizes

» Aufwand

-8 Lo

» Effizient: Aufzahlen
der Pfeile eines
Knotens

» Ineffizient: Hinzufligen (b4 5 |

und Entfernen von
2
Knoten .
Y 4
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Adjazenzlisten — Implementierung

class AdjList boolean adjacent (int i, int j)
{ {
static class Edge Edge e = al[i];
{ while (e !'= null &é&
int endNode; e.endNode != j)
Edge next; e = e.next;
return e != null;
Edge (int e, Edge n) }
{
endNode = e; void addEdge (int i, int j)
next = n; {
} if('adjacent (i, 3j))
} a[i] = new Edge(]j, al[il]);
}
private final int numberOfNodes = 10; }

private Edge[] a =
new Edge[numberOfNodes];
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Repras. — Doppelt verkettete Ptellliste

» Ansatz
» Knoten werden in einer doppelt

5

verketteten Liste gespeichert —

I RIEIEY

L1341

[ 4]

» Jeder Knoten enthélt eine doppelt

verkettete Pfeilliste (DCAL: double
connected arc list)

» Jeder Eintrag der DCAL zeigt auf
einen benachbarten Knoten
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DCAL — Implementierung

import Jjava.util.LinkedList;

class AdjLinkedList extends LinkedList
{

static class Node

{
private LinkedList edges = new LinkedList ();

boolean adjacent (Node node)

{

return edges.contains (node);

}

void addEdge (Node node)
{

if (!adjacent (node))
edges.add (node) ;
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Kurzeste Wege — Definitionen

» Bewerteter Graph
» Ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit einer reellwertigen Bewertungsfunktion c: E - R
» Entsprechend heiBt ein Digraph mit Bewertungsfunktion bewerteter Digraph
» FUr eine Kante e € E heiBt c(e) Bewertung (Ldnge, Gewicht, Kosten) der Kante e
» Distanzgraph
» Die Lange jeder Kante ist nicht negativ, also ¢ : E — Ry*
» Wege
» Die Lange ¢(G) des Graphen G ist die Summe der Lange aller Kanten

> Dki? Lange eines Wegs p = (v, vy, -.., V) ist die somit die Summe

2 cllvivi))

i=0

» Die Distanz d von einem Knoten v zu einem anderen Knoten V' ist
d(v, v') = min{ c(p) | p ist Weg von v nach v}

» Kurzester Weg
» Ein Weg p zwischen vund v/, wenn c(p) = d(v, V)
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KlUrzeste Wege in Distanzgraphen

» Ansatz

» Man findet den kirzesten Weg, indem man, beginnend mit dem Startknoten,
immer langere Wege konstruiert, und zwar in der Reihenfolge ihrer Lange

» Optimalitatsprinzip
» Wenn p = (v, v, ..., v,) ein kirzester Weg von v,nach ! 2

Vi ist, dann ist jeder Teilweg p=(v;, ..., v),0<i<j< Kk
ebenfalls ein kirzester Weg

» Invarianten

» F0r alle kUrzesten Wege sp(s, v) und
Kanten (v, V) qilt:
c(sp(s, v)) + c((v, V)) 2 c(sp(s, V))

» FOr mindestens einen kirzesten Weg
sp(s, v) und eine Kante (v, V) qilt:
c(sp(s, v)) + c((v, V)) = c(sp(s, V))
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Algorithmus von Dijkstra (1959)

» Jeder Knoten gehort zu einer von drei Klassen

» Gewdahlte Knoten
» Zu ihnen ist der kirzeste Weg vom Anfangsknoten s bereits bekannt

» Randknoten
» Zu ihnen kennt man einen Weg von s

» unerreichte Knoten
» Zu ihnen kennt man keinen Weg
» Pro Knoten v merken
» Die bisherige Entfernung zu s

» Den Vorganger von v auf dem vorlaufigen
kirzesten Weg von s nach v

» Eine Markierung, ob der Knoten bereits gewahlt ist
» Zusatzlich
» Eine Menge speichert die Randknoten

gewdhlie

Knoten Randknoten

unerreichte Knoten
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Algorithmus von Dijkstra (1959)

» Initialisierung
» Alle Knoten auBer dem Startknoten s sind nicht gewahlt
» Die Entfernung zu sist 0, zu allen anderen Knoten oo

» Alle zu s adjazenten Knoten gehoren zum Rand R
» R=0
» erganze Rand Rbei s

» Berechne Wege ab s

» Solange R# D
» wahle v e R mitv.Entfernung minimal
vaus R
» v.gewdhlt := true
» ergdnze Rand R bei v

gewihlte

Knoten Randknoten

unerreichte Knoten

» Erganze Rand R bei v
» Faralle (v, v)e E
» Falls nicht v'..gewéahlt und v.Entfernung + c((v, V')) < V'.Entfernung)
» v.Vorgédnger :=v
» V.Entfernung := v.Entfernung + c((v, v‘))
» R:=RuU{vy
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Dijkstra-Algorithmus — Beispiel

Unbesuchte Pfeile Besuchte Pfeile

Kosten pro Pfeil Endgultige Wegkosten
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Dijkstra — Verwaltung des Rands

» Aufwand
» |E| - O(Rand erweitern) + | V] - O(Minimum entnehmen)
» Implizite Speicherung des Rands
» Rand wird nicht separat gespeichert, sondern implizit in der Knotenmenge

» Minimum entnehmen heil3t dann, alle nicht gewahlten Knoten v nach der
minimalen v.Entfernung zu durchsuchen

» Aufwand: |E| - O(1) + |V] - O(|V]) = O(|E| + |V)?)
» Lohnt sich, wenn Graph dicht mit Kanten besetzt ist
» Explizite Speicherung des Rands
» Nutzung einer Vorrangwarteschlange zur Speicherung des Rands

» Aufwand, z.B. bei Verwendung eines Linksbaums:
|El - O(log [V]) + [V] - O(log |V]) = O(|E log | V] + [V] log |V])
» Lohnt sich, wenn Graph dinn besetzt mit Kanten ist
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Minimale spannende Baume

» Definition

» Ein minimaler spannender Baum (MST: minimum
spanning tree) eines Graphen G ist ein spannender Baum
von G von minimaler Gesamtlange

» Greedy-Algorithmus MST(V, E) = (V, E) 1
» E'=0
» solange noch nicht fertig
» wahle geeignete Kante e € E
» E':=E‘uUf{e}
» Auswahlprozess
» Kanten sind entweder gewahlt, verworfen oder
unentschieden
» Schnitt

» Ein Schnitt in einem Graphen zerlegt die Knotenmenge V
in zwei Untermengen Sund S=V -S

» Eine Kante kreuzt den Schnitt, wenn sie mit einem Knoten
aus S und einem aus S inzident ist
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Minimale spannende Baume

» Regel 1: Wahle eine Kante
» Wahle einen Schnitt, den keine der gewahlten Kanten kreuzt

» Wabhle eine kiirzeste unter den unentschiedenen Kanten, die den Schnitt
kreuzen

» Regel 2: Verwirf eine Kante
» Wahle einen einfachen Zyklus, der keine verworfene Kante enthalt
» Verwirf die langste unter den unentschiedenen Kanten im Zyklus

» Prazisierung des Algorithmus

» Wahle geeignete Kante e E
» Wiederhole
» wende eine anwendbare Auswahlregel an
» bis Kante e € E mit Regel 1 gewéhlt oder es keine unentschiedene Kante mehr gibt
» Noch nicht fertig
» Es gibt noch unentschiedene Kanten
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Algorithmus von Kruskal .

1 4
» Ansatz
» Anfangs ist jeder Knoten des Graphen ein X
geWéhlter Baum gewihlte Biume betrachtete Kante

» Auswabhlschritt fur jede Kante e in )
aufsteigender Reihenfolge der Kantenlange = « + + + ¢ +——  gowl

» Falls e beide Endknoten im selben Baum hat, 2> ! L0 ewant
verwirf e, sonst wéahle e

2 1 6 2 6
» Algorithmus MST(V, E) = (V, E) T ;—’5 verworten
» B = —+  gewihlt
» Sortiere E nach aufsteigender Lange > 2 22 gewanie
» makeSet(v) fur alle ve V 2 1 6 5 3 2 3
» For alle (v, w) € E, aufsteigend 1 s
»  Falls find(v) = find(w) e+ Vorvorlen
» union(find(v), find(w)) 2T gewahie
» EF:=E U (v, W)} 2 1 6 5 3 4
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Algorithmus von Jarnik, Prim, Dijkstra

» Ansatz

» Zu jedem Zeitpunkt gibt es nur genau 1
einen gewahlten Baum

» Zu Beginn besteht dieser nur aus dem

Startknoten s gewiihlter Baum
» Spéater bilden alle gewahlten Kanten

und deren inzidente Knoten den .

gewahlten Baum 12

» Algorithmus
» Wahle einen beliebigen Startknoten s

» FOhre Auswahlschritt (|V| - 1)-maldurch 1 2 6 3
»  Waéhle eine Kante mit minimaler Léange,

fir die genau ein Endknoten zum - e e

gewaéhlten Baum gehort
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