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Dieser Text ergénzt das Skript ,,Darstellung ganzer Zahlen als Bitvektoren® von Jan Peleska
und Jan Bredereke, das zur Darstellung das Zweierkomplement benutzt.
Der letzte Teil dieses Textes wird nach erfolgreichem Vorrechnen von Blatt 1 ergénzt werden.

Definition 1 (Repriasentationsfunktion 7)

n—1
(0 1 ... xg) mit 2w, = 2 falls 0 < z < 27
PESETTEE ) it 32 "
1 wy,—y ... w mit Y 2'w; =242 =1 falls —2" < 2 <0

mat Definitionsbereich
domr={z€7Z| —2"<z<2"}

Auflerdem sei, falls —2™ < z <0,

w =gf Z2iwi22+2n+1—1

i=0
O
Definition 2 (Abstraktionsfunktion p)
n—1
p(xy ... xo) = > 2'x; firxz,=0
p:B" — 7, p(xy ... xg) = =0

—p(Ki(xy, ... z0)) fir x, =1

Die Abstraktionsfunktion p wird auch Retrieve-Funktion genannt. O

Definition 3 (Addition + auf B"')
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mit Definitionsbereich

dom F = {(m,y) € B"" x B"*! ‘
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\/(xnzl ANyn=1N p((Tp-1 --.
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(Tn - 20) F (Yn ---
mat
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Die Addition in der Einerkomplementdarstellung erfolgt also zweistufig mithilfe der vorzei-
chenlosen Addition: Zuerst werden die beiden Summanden vorzeichenlos addiert, die dabei links
herausfallende (n + 2)-te Ziffer wird anschliefiend in einem zweiten Schritt an der niederwertig-
sten Stelle wieder vorzeichenlos dazuaddiert. Dieser Trick erspart viele Fallunterscheidungen, die

anderenfalls notwendig waren.

Beispiel:
(00100) 4+’ (00010) = (000110) ~ (
(00010) +' (11011) = (011101) ~» (
(00100) 4+’ (11101) = (100001) ~ (
(11011) 4+’ (11101) = (111000) ~ (
(11110) 4+’ (00001) = (011111) ~ (

Die zweite Form der Null kann also wirklich entstehen.

Definition 4 (Subtraktion = auf B"!)

~ . IBn-l—l % IBn—I—l N IBn+1

mit Definitionsbereich

dom = = {(x,y) e B" x B"! | (z, Kily)) €

und

(Ty ... T0)

—_

(00110)
(11101)
(00010)
(11001)
(11111)

11111

4+2=

24 (—4)=-2
4+ (-2) =
(—4)+ (-2) = -6
(=) +1=-0
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Satz 1 Das folgende Diagramm kommutiert:

7 x 7 SN/

TﬁXﬁ Tﬁ
]Bn-i-l % ]Bn—i-l ¥ ]Bn-i-l
d.h.

VnGlN.V((a:n e x0)s (Yn - - yo))e dom + .

~

P(@n o 20) + PWn - Yo) =p((Tn - 20) F (Yn --- %))

O
Beweis:
Seiz = (z, ... zo) und y = (Yp ---. Yo)-
Fall und ppio((Ty .. o) + (Y .. Yo)) <27 ¢
(Beweis genau analog zu dem fiir das Zweierkomplement.)
Dann gilt
p(xn oo x0) +pWn - yo) =p(xn ... o)+ p(Yn - Yo) (6)
= pri2((@n - 20) + p(Yn - W0)) (7)
=p((xn - 20)+p(Yn - Y0)) [Def. +, z,, = y, = 0]
(8)
= p((@n - 20) +p(Yn - %0)) (9)

Der letzte Schritt gilt, da z, = y, = 0 und da wegen p,42((Tn ... o) +' (Yn ... o)) < 2" auch
kein Ubertrag in das n-te Bit entsteht.

Fall [z, = 1,y, = 0] :

Dann gilt
p(x) + ply) = —p(Ki(z)) + p(y) (10)
Da z, = 1,y, = 0 und damit z,,1 = u, = T,Yn + (Tp D Yn)Up_1 = Up_1, gilt

z=x+y=(up, (T, @Y ®uUp_1) ... ) (11)
= (tp1 (1®up1) (T 1 @Y1 Otpa) ... ) (12)



Fall (a) :

Dann ist

z=c+y=(0_ 1 (p-1DYn-1DUp2)

und damit

tFy =11 (I (2) + (0 ... 00))
= Hn—l—l(m +/ y)

Fiir Fall (a) gilt also:

P Ty) = Allaale + 1)
= —p(Ki (I (z +' y)))

=Y (- ()

=2 (@ty— )
=0

==Y 2 (l—w) + Y 2y
=0 ,

— p(Ky(2)) + plw)

— Plz) + P(y)
Fall () [10 = 1)
Dann ist

0 (.an,l % Yn—1 ¥ un*Q)

Wegen y,, = 0 folgt
plz) <2 —1 A ply) <2" -1
und damit

p(x) + ply) < 2" 42" —2
<t ypon 1
="t _on ]

und

ple+'y) #2772 —1-2"

(70 @ yo))

[xn: 1, yn:O]
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und deshalb

z=x+y#(1011... 1)

Es ist wegen 2,1 =1

o~

r4+y=T,1(IT,1(z)+ (0 ... 01))

und weil z, = 0 und weil wegen z # (1011 ...

verandert, folgt damit

(29)

(30)

1) kein Additionsiibertrag diese Stelle in x F y

5@ T y) = pTus (Masa (@ + 9) + (0 ... 01)) (31)
= p(ya(z +'y)) +1 (32)
=pla+'y) - 2" +1 [2n41 = 1] (33)
p(z +'y) Z 2 (34)
:ZQi-(xi%—yi—l) (35)
i=0
==Y 2-(1-z) + > 2y (36)
i=0 i=0
= —p(Ki(z)) + p(y) (37)
Fall ’:Cn =0,y, = 1‘ :
Aus Symmetriegriinden wie z,, = 1,y, = 0.
Fall ’a:n =1y, = 1‘ :
Dann ist
v+ y=(up (Tp B Yn®Up_1) (xo B yo)) (39)
=1 =0 . =0 )
=1 —un
= ( 1 Un—1 (In,1 S Yn—1 S uan) (xO D Zlo)) (41>
n+1 n
und wegen Def. dom F, 3. Fall gilt
z=24+'y=(1 1 (Tp-1DYn-1® Un_2) (20 @ o)) (42)
Vz=z+'y=(1 0 1 1...1) (43)



Weiterhin ist

plz) <2 =1 A ply) <277 -1 (44)
und damit
p(z) + p(y) < 2"+ =2 (45)
| (46)
und
pla+'y) #2"2 —1 (47)

und deshalb
z=x+y#A(1111... 1) (48)

und

Mo (2)# (111 ... 1) (49)

Es ist wegen z,,1 =1

vy = (M (2) + (0 ... 01)) (50)
Fall (a) :
Weil wegen I1,,41(2) # (1 11 ... 1) kein Additionsiibertrag auf die Stelle n + 1 entsteht und

die Stelle n auf 1 bleibt, folgt damit

pla+y) = —p(Ki (W (T (z +'y) + (0 ... 01)))) (51)

Die innere Projektion kénnen wir wegen der dufleren Projektion fortlassen:

N /

p(x+y) = —p(Ki(p1 (I ((2 +' y) trt2 (00 ...01))))) (52)



Die beiden Projektionen schneiden nun je eine 1 ab, so dafl ihr Weglassen kompensiert werden
mufl:

pleFy) =22 4 2n ZT (1= (2 +yi + ) mit vg = 1 und v; = 0 sonst  (53)

=0

=2m2 4 on N "l Y oy 4 (Z 2y> +1 (54)
=0 =0 =0

— 2n+2 4 2n+1 _ 2n+1 +1+1+ Z 211-1 + Z QZyZ (55>

i=0 1=0
=22 114 Y 2+ Y 2y (56)
=0 1=0

=241+ <Z 29[:) 2" 1+ (Z 2iyi> (57)

=0 =0

== 20y 2i - Y 2T Y 2y, (58)
i=0 i=0 =0 =0

:_22@(1—%)—221\(1—%) (59)

= —p(Ki(x)) — p(Ki(y)) (60)
= p(x) + ply) (61)

Fall (b) :

Wegen z = (1 0 1 1 ... 1) entsteht hier bei der Addition von (0 ... 0 1) auf jeden Fall
ein Ubertrag ind die Stelle n, ohne allerdings anschlieBend die Stelle n 4 1 durch einen weiteren
Ubertrag zu verindern, so daf hinterher wiederum die héchsten beiden Stellen gleich 1 sind.
Damit gilt die gleiche Argumentation wie ab Gleichung (51) auch hier. O



