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Algebraische Gesetze zu CSP-Konstrukten

Bewiesen wird die folgenden Äquivalenz (im Sinne der starken Bisimilarität) von CSP – Prozessen.

(P \ A) \ B = P \ (A ∪ B)

Beweis1

Zum Beweis dieser Äquivalenz definieren wir folgende Relation

% = {((P \ A) \ B, P \ (A ∪ B)) | P ∈ CSP, A, B ∈ Σ}

und zeigen, dass % eine starke Bisimilarität ist.

Was ist zu zeigen?
Für (P, Q) ∈ % ist zu zeigen, dass

1. für alle e ∈ α(P) gilt: Wenn P e- P′, dann existiert Q′ mit Q e- Q′ und (P′, Q′) ∈ %.

2. für alle e ∈ α(Q) gilt: Wenn Q e- Q′, dann existiert P′ mit P e- P′ und (P′, Q′) ∈ %.

Erste Beweisverpflichtung
Entsprechend der Beweisverpflichtung 1. untersuchen wir zunächst, welche Transitionen von (P \ A) \ B
ausgehend unter welchen Voraussetzungen möglich sind, das heisst, für ein Muster

((P \ A) \ B) e- Z

werden Bedingungen ermittelt, die zu einer Instanz von (e, Z) führen. Dabei werden die Regeln der
operationellen Semantik benutzt, relevant sind hier

(H2)

P µ- P′

[ µ ∈ A ]
P \ A τ- P′ \ A

(H3)

P µ- P′

[ µ /∈ A ]
P \ A µ- P′ \ A

Anschliessend wird die Beweisverpflichtung 2. behandelt.

Sei also ((P \ A) \ B) e- Z eine Transition, so ist sie nur mittels Regel (H2) oder (H3) ermöglicht.

(A) Nehmen wir also an, diese Transition ist nach Regel (H2) ermöglicht. Dann gilt e = τ , Z = (Z′ \ B)

und es gibt e′ ∈ B mit P \ A e′- Z′. Dann ist diese Transition ebenfalls nur durch Anwendung von
Regel (H2) oder (H3) möglich.

(A1) Nehmen wir also zusätzlich an, dass in diesem Fall ebenfalls (H2) angewendet wurde. Dann wäre

e′ = τ . Da in der vorliegenden Literatur nicht verboten wird, dass τ ∈ B ist, gibt es e′′ ∈ A mit P e′′- P′,
und somit ist Z′ = P′ \ A.

Zusammengefasst gibt es also e′′ ∈ A mit P e′′- P′, so dass ((P \ A) \ B) τ- ((P′ \ A) \ B) eine mögliche
Transition ist.

1Fragen, Korrekturen, Hinweise auf Rechtschreibfehler und ähnliches bitte an ulrichh@tzi.de .



Für die rechte Seite der Bisimilaritätsrelation bedeutet dies:
P e′′- P′ und e′′ ∈ (A ∪ B), also kann Regel (H2) angewendet werden und die Transition (P \ (A ∪
B)) τ- (P′ \ (A ∪ B)) ist möglich. Es bleibt also zu zeigen, dass die erreichten Zustände bisimilar sind.
Dies ist der Fall, da

((P′ \ A) \ B), (P′ \ (A ∪ B)) ∈ %

gilt.

(A2) Nehmen wir hingegen an, dass in diesem Fall (H3) angewendet wurde. Dann muss P e′- P′ mög-
lich sein, mit e′ 6∈ A. In diesem Fall ist Z′ = P′ \ A.

Für die rechte Seite der Bisimilaritätsrelation bedeutet dies:
P e′- P′ und e′ ∈ (A ∪ B), also kann Regel (H2) angewendet werden und die Transition (P \ (A ∪
B)) τ- (P′ \ (A ∪ B)) ist möglich. Wie im Fall (A1) sind die erreichten Zustände in %.

(B) Nehmen wir nun an, die Transition ((P \ A) \ B) e- Z ist nach Regel (H3) ermöglicht. Dann ist e 6∈
B, Z = (Z′ \ B) und es muss P \ A e- Z′ möglich sein. Diese Transition wiederum ist nur durch
Anwendung von Regel (H2) oder (H3) möglich.

(B1) Nehmen wir also zusätzlich an, dass in diesem Fall (H2) angewendet wurde. Dann ist e = τ und es

gibt e′ ∈ A mit P e′- P′, und somit ist Z′ = P′ \ A.

Zusammengefasst gibt es also e′ ∈ A mit P e′- P′, so dass ((P \ A) \ B) τ- ((P′ \ A) \ B) eine mögliche
Transition ist.

Für die rechte Seite der Bisimilaritätsrelation bedeutet dies:
P e′- P′ und e′ ∈ (A ∪ B), also kann Regel (H2) angewendet werden und die Transition (P \ (A ∪
B)) τ- (P′ \ (A ∪ B)) ist möglich. Wie im Fall (A1) sind die erreichten Zustände in %.

(B2) Es bleibt also noch der Fall, dass Regel (H3) angewendet wurde. Dann ist e 6∈ A und die Transition
P e- P′ ist möglich, Z′ = P′ \ A.

Dann ist also e 6∈ A, e 6∈ B, eine Transition P e- P′ möglich, so dass (P \ (A∪B)) e- (P′ \ (A∪B)) möglich
wird.

Für die rechte Seite der Bisimilaritätsrelation bedeutet dies:
Weil P e- P′ und e 6∈ (A ∪ B) kann nur Regel (H3) angewendet werden und die Transition (P \ (A ∪
B)) e- (P′ \ (A∪B)) ist möglich. Wie in den vorherigen Fällen gilt aber ((P′ \ A) \ B), (P′ \ (A∪B)) ∈ %.

(C) Es gibt keine weiteren Möglichkeiten einer Transition ((P \ A) \ B) e- Z.

Somit ist gezeigt, dass für alle Transitionen von ((P \ A) \ B) eine entsprechende Transition von (P \ (A∪
B)) exisitiert.

Zweite Beweisverpflichtung
Umgekehrt sei also (P \ (A∪B) e- Z eine Transition, sie ist nur mittels Regel (H2) oder (H3) ermöglicht.

(A) Nehmen wir also an, diese Transition ist nach Regel (H2) ermöglicht. Dann gilt e = τ , und es gibt

e′ ∈ (A ∪ B) mit P e′- P′ und Z = (P′ \ (A ∪ B).

Für die linke Seite der Bisimilaritätsrelation haben wir :
Möglich ist eine Transition P e′- P′ mit e′ ∈ (A∪B). (A1) Sei nun e′ ∈ A. Dann kann Regel (H2) angewen-
det werden, wir erhalten eine Transition P \ A τ- P′ \ A. Damit wiederum kann Regel (H3) angewen-
det werden und führt zu einer Transition ((P \ A) \ B) τ- ((P′ \ A) \ B) (Der pathologische Fall τ ∈ B
führt zum gleichen Ergebnis mit Regel (H2)). Es bleibt festzustellen, dass ((P′ \ A) \ B), (P′ \ (A∪B)) ∈ %
gilt.

(A2) Sei nun e′ ∈ ((A ∪ B) \ A, also e′ ∈ B. Damit kann die Regel (H3) angewendet werden, wir erhalten

eine Transition P \ A e′- P′ \ A. Wegen e′ ∈ B muss danach Regel (H2) angewendet werden und führt
zu einer Transition ((P \ A) \ B) τ- ((P′ \ A) \ B) wie im Fall (A1).



(B) Nehmen wir nun an, diese Transition ist nach Regel (H3) ermöglicht. Dies erfordert e 6∈ (A ∪ B) mit
P e- P′ und Z = (P′ \ (A ∪ B).

Für die linke Seite der Bisimilaritätsrelation haben wir unter diesen Voraussetzungen:
Nur Regel (H3) ist anwendbar und führt zu P \ A e- P′ \ A. Erneut ist wegen e 6∈ (A ∪ B) nur Regel
(H3) anwendbar und führt zu ((P \ A) \ B) e- ((P′ \ A) \ B). Es gilt (((P′ \ A) \ B), (P′ \ (A ∪ B))) ∈ %.

(C) Es gibt keine weiteren Möglichkeiten einer Transition (P \ (A ∪ B) e- Z.

Somit ist gezeigt, dass für alle Transitionen von (P \ (A∪B)) eine entsprechende Transition von ((P \ A) \ B)
existiert.

Damit ist % eine starke Bisimulation, und wegen % ⊆∼ folgt (P \ A) \ B = P \ (A ∪ B). 2


