1 AVL - Biaume

Bei sortierter Speicherung von Daten bieten binédre Bdume gegeniiber Listen potentiell den Vorteil,
daf} die Suche nach gespeicherten Datensétzen schneller ist, da in jedem Knoten entschieden werden
kann, ob das gesuchte Datum im linken oder rechten Teilbaum zu finden sein kénnte und dann der
Inhalt des jeweils anderen Baums ignoriert werden kann. Dieser Vorteil geht jedoch verloren, falls
der Baum nicht halbwegs gleichméfig aufgebaut ist, d.h. wenn die Struktur sehr ungleichméfig ist
und das Abschneiden eines Teilbaumes den Suchraum nur marginal einschrénkt — im Extremfall
kann ein bindrer Baum die Struktur einer Liste besitzen. Man spricht hierbei auch von degenerierten
B&umen.

Einen moglichen Ausweg aus diesem Problem bieten die 1962 von Adelson-Velskij und Landis
entwickelten (hohen)balancierten Béume (nach ihren Entwicklern auch kurz AVL-Béume genannt).
FEin Baum ist hohenbalanciert, wenn fiir jeden seiner Knoten gilt, daf§ der Unterschied zwischen der
Hohe seines linken und der Hohe seines rechten Teilbaumes maximal 1 betragt. Wahlt man eine
geklammerte Darstellung der Art (t1,z,t2) zur Reprisentation eines bindren Baumes mit linkem
Teilbaum #1, rechtem Teilbaum to und Knotendatum z, so l4ft sich das Balanciertheitskriterium
fiir einen Baum formal ausdriicken als

hbalance(—) = True
hbalance((t,z,t2)) = (| height(t;) — height(t2) | < 1) A hbalance(t;) A hbalance(ts)

wobei — wieder den leeren Baum bezeichnet und ,,height“ wie iiblich definiert ist als:

height(—) =0
height((t1, z,t2)) = max(height(t1), height(t2)) + 1

Der von Adelson-Velskij und Landis entwickelte Algorithmus sieht vor, einen AVL-Baum nach
jedem sortierten Einfiigen eines neuen Datums zu rebalancieren, d.h. den Baum so zu modifizieren,
dafl das Balanciertheitskriterium wieder gilt. Dafiir miissen (Teil-)Bdume rotiert werden, d.h. einer
der Nachfolgeknoten wird neuer Wurzelknoten und die restlichen Teilbdume werden unveréndert
umarrangiert, so dafl die Sortierung innerhalb des Baumes beibehalten wird und keine Daten
verloren gehen. Die beiden Rotationsvorschriften sind:

rotr(((t1,y, ta), 2, t3)) = (t1,y, (t2, 2,t3))
rotl((t1, z, (t2,y,t3))) = ((t1,2,t2),y,t3)

Je nach entstehendem Ungleichgewicht in einem Baum nach dem Einfiigen eines neuen Elements
reicht es nicht aus, nur einfach eine der beiden Rotationen anzuwenden, um wieder einen sortier-
ten, balancierten Baum zu erhalten. Um mit den verschiedenen Situationen umgehen zu kénnen,
definiert man als erstes die Neigung (engl. slope) eines Knotens, die das lokale Ungleichgewicht
bezeichnet:

slope(—) =0
slope((t1,x,t2)) = height(t;) — height(ts)

Dies bedeutet, dafl eine positive Neigung einer grofleren Hohe auf der linken Seite entspricht.
Da bei jedem Einfiigen eines Elements in einen balancierten Baum die Hohen der Teilbdume
nur maximal um den Wert 1 erh6ht werden kénnen, markiert ein slope-Wert von 2 oder -2 eine
Situation, in der ein nicht-balancierter Baum entstanden ist, der durch entsprechende Rotation(en)
wieder ,repariert” werden muf}. Eine einzelne Rotation ist hierfiir nicht immer ausreichend, da bei
ungiinstiger Struktur des Ausgangsbaums nur ein neuer nicht-balancierter Baum generiert wird.



Die Ungleichgewichte miissen in allen Unterbdumen erst auf der richtigen Seite ,,aufgesammelt*
werden, damit eine Rotation auf nidchsthoherer Ebene nicht die zu langen Ketten auf die jeweils
andere Seite des Baumes kopiert und dort ein Ungleichgewicht erzeugt. Die folgenden Definitionen
beriicksichtigen dieses Vorgehen:

rotl(ty),z,t2)) falls slope(t;) = —1
t1,z,t2)) sonst

Shiftr((tl, Z, tQ)) = {

t1,x,rotr(ts))) falls slope(ty) =1
t1,x,t2)) sonst

Shiftl((tl, x, tg)) = {

Das lokale Rebalancieren eines durch Einfiigen modifizierten AVL-Baumknotens ist dann definiert
als:

shiftr(¢) falls slope(t) = 2
rebal(t) = { shiftl(¢) falls slope(t) = —2

t sonst

Wird ein neuer Wert in einen AVL-Baum eingefiigt, so muf} der resultierende Baum von unten nach
oben entlang des Suchpfades fiir die Einfiigeposition des neuen Elements rebalanciert werden, da
auf allen Ebenen moglicherweise Modifikationen notwendig sind. Das Einfiigen eines neuen Wertes
z in einen sortierten AVL-Baum ist spezifiziert durch die folgende Definition:

insert(z, —) = (—,z,—)

bal((insert(x,? t falls
insert(z, (t1,y,t2)) {re al((insert(z,t1),y,t2)) fallsz <y

rebal((t1,y, insert(z,t2))) sonst

Beil Loschen von Elementen wird ebenfalls die rebal Methode verwendet.

remove(z, —) =
remove(z, (t1,z,—)) =
remove(x, (—,z,t2)) = t2
remove(x, (t1,x,t2)) = rebal(ty,y,t) mit (y,t) = leftest(ts)

rebal((remove(z,t1),y,t2)) fallsz <y

remove(z, (t1,y,t2)) = {

rebal((t1, y, remove(x,t3))) sonst

Dabei wird als neuer innerer Knoten der Nachfolger in der Sortierreihenfolge gewihlt.

leftmost((—, x,t)) = (z,t)
leftmost((t1,x,t2)) = (y,rebal(t, x,t2)) mit (y,t) = leftest(t1)



