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Ubungsserie 1

Beispiellosung

Losungentwicklung' zu Aufgabe 1.2

Fiir das folgende Programm P soll gezeigt werden, dafi = {(z > 0)} P {(u = z!)}
gilt.

M >1—yzu=x,x— 1

Ty z2>1—u,v:=y,z2 rv=1—-z,y:=2z—1Lu

me:v>1—uvi=utyv—1

Wir wenden die Methode von Floyd entsprechend Definition 3.2 an. Dazu soll
ein Zusicherungsnetz fiir P gefunden werden, welches induktiv ist und konsistent

zu o= (z>0) und ¢ = (u = x!) ist. Unser Zustandsraum besteht aus dem

Vektor ¥ = (u,v, 2,9, 2).

Wie arbeitet das Programm? Dazu betrachten wir einen Lauf mit einem
frei gewdhlten Eingabewert fiir z, etwa x = 4. Nicht genau bekannte Werte
werden durch L dargestellt.

<83 (J-a J—v 47 J—v J—)> - <llv (47 J—v 47 47 3)> - <l23 (47 37 47 4) 3)> -

(I, (8,2,4,4,3)) — (I, (12,1,4,4,3)) — (I3, (12,1,4,12,2)) —
(I, (12,2,4,12,2)) — (I, (24,1,4,12,2)) — (11, (24,1,4,24,1)) —
(t, (24,1,4,24,1))

Dabei beobachten wir

e In [y wird auf Abbruch getestet, © und y haben stets den gleichen Wert,
im Beispiel die aufsteigende Folge 4, 12,24 — oder z, z(x — 1), x(x —1)((z —
1) —1).

e Knoten Iy filhrt eine Multiplikation durch: Beim Eintritt in den Knoten
werden als Multiplikatoren v und v tbergeben, dann wird mg so lange
durchlaufen, bis v = 1 gilt. In diesem Fall enthélt u gerade das Produkt
der Anfangswerte.

LFragen, Ergénzungen, Korrekturen (falls nétig) bitte per mail an die Veranstalter.



Schritt 1 Als erstes werden Pridikate fiir den Start- bzw. Zielknoten gewéhlt.
Insbesondere fiir die Konsistenzpriifung ist es sinnvoll, hier die Vor- bzw. Nachbe-
dingung einzusetzen. Also:

Damit ware der Konsistenzbeweis erfiillt, denn

= ¢ — Qs und
Qi —

gelten trivialerweise.
Allein durch diese Wahl ist aber bereits die erste Verifikationsbedingung
iiberpriifbar, da es eine Transition von s nach t gibt. Wir zeigen also

Ve, tEQsAz<1— Qpo(u:=1).

Sei also o ein Zustand mit 0 | Qs Az < 1. Auso Exz > 0Az < 1 folgt
ol x=0Vz =1 Zu zeigen ist, dafl dann (o : u — 1) = u = 2! gilt, bzw.
oEzl =1 Da aber 0! £ 1 und 1! = 1 gilt, ist auch Ez=0va=1—-uzl=1
gliltig.

Schritt 2 Als néchsten Schritt entwickeln wir das Pradikat Q;,. Fiir den Fall
z = 1 ist die Transition 73 zu nehmen, d.h., daf in diesem Fall v = z! sein
muss. Wie oben beobachtet, wird in v der gesuchte Wert z! aufgebaut durch
Multiplikation mit einem absteigenden Faktor - z. Somit lasst sich als Zwis-
chenbeschreibung fiir u ein Term entwickeln, der aussagt, dafl z! berechnet wird
und alle Multiplikatoren kleiner oder gleich z noch fehlen. Ferner beobachten
wir noch, dafl in den Transitionen zu l; jeweils sichergestellt wird, dafl die Vari-
ablen v und y den gleichen Wert bekommen. Somit kénnen wir als Pradikat fiir

I, festlegen:

) |
def xZ.
9, =y=u/\u:§.

An dieser Stelle sind zwei weitere Verifikationsbedingungen zu priifen, die zu
von [; wegfithrenden Transitionen gehoren. Wir zeigen also

Vi, tE Qs Az >1— Q0 (u,y,z:=z,z,0—1).

Sei also o ein Zustand mit 0 = Qs Ax > 1. Ausxz > 0Az > 1 folgt z > 1. Zu

zeigen ist
!
U’zuzy/\u:—|O(u,y,z::xmr,ac—l)7
2!

also
x!

Da o(z) > 1 ist (I%), definiert und =z = (Ifi'l), giiltig. Somit ist also V;, wahr.

Auflerdem tiiberpriifen wir ms:

Vas itE Qi Az=1— Q4.



Diese Verifikationsbedingung ist einfach:

x!
y=uAu=—Az=1
z!

impliziert direkt v = x!.

Schritt 3 Nun fehlt noch ein Pradikat fiir ls. Bei Betrachtung eines Pro-
grammlaufs stellen wir fest, daf§ der Wert von y insgesamt v-mal auf den An-
fangswert von u addiert wird und somit zur Riickgabe” (Transition nach ;)
gerade u = z * y gilt. Dieses Multiplizieren durch wiederholtes Aufaddieren
kann durch den Term u = y * (2 — v + 1) charakterisiert werden. Die Werte
von z,y und z bleiben unverandert, die Beziehung y = % kann (und muf) also
iibernommen werden. Definieren wir also

|
fy=%/\uzy*(z—v—}—l).

g,

Q,
Mit diesem Prédikat sind drei Verifikationsbedingungen zu tiberpriifen.
Ve, EQuA2>1— Q) 0(u,v:=y,2).

Sei also o ein Zustand mit o = Qi Az > Lalsoo Ey=uAu= 4 Az > 1
Zu zeigen ist

z!
O—):y:y/\u:y*(z—ﬂ‘i‘l)o(ua’u::yaz)v
also

x!
J):y:;/\y:y*(z—z—i—l).

X

Wegen =y =uAu = ‘;—: -y = ?: ist dies unmittelbar erfiillt, V., ist also
giiltig.

Vig 1 FE Qi Av>1— Qp, 0 (u,v:=u+y,v—1).

Sei also o ein Zustand mit o = Q, Av >l alsoo Fy =S Au=y*(z—v+
1) Av > 1. Zu zeigen ist

|
g':y:%/\u:y*(27v+1)o(u,’l}f:U+y,U71),

also |
gl:y:%/\u+y:y*(z—(v—l)+l).

Dabei gilt 0 =y = & unmittelbar, und weil 0 Fu=y* (z —v+1) »u+y =

z!

y* (z —v+2) gilt, ist auch diese Verifkationsbedingung giiltig (wegen v > 1 gilt
yx(z—(v—1)+1)=yx(z—v+2).

Es bleibt noch

Vs, tE Qi Av=1— Qy, o(2,y := 2z — lu).



Sei also o ein Zustand mit 0 = Q, Av=1,also o Fy=4 Au=yx(z—v+
1) Av =1. Zu zeigen ist

|

U|:y:u/\u:x—;0(z,y:z—1,u),
2!

also
x!

Hier taucht jetzt ein kleines Problem auf: Wir wissen, dafl

x!
aky:;/\u:y*z

gilt, da v = 1, somit ¢ E u = T;z Der letzte Schritt, um den Beweis zu
fithren, namlich |= (zfi;), = 242 oilt aber nur, falls z > 1 ist. Somit muf die

z!

Zusicherung fiir I3 noch ergénzt werden.

def x!
9, éy:y/\u:y*(z—u—i—l)/\z21
Mit diesem Pradikat ist die Verifikationsbedingung V., giiltig. Durch die Anderung
miissen jetzt aber die Bedingungen V., und V, erneut bewiesen werden. Auf
Vze hat die neue Wahl von Q;z keine Auswirkung, da z nicht in die Transition
involviert ist. Die Verifikationsbedingung Vi, dndert sich, es ist zu zeigen, daf

| |

E(y=uiu= w—;/\z >1)—(y= x—;/\u =yx(z—v+1)Az>1)o(u,v:=y,z2)
z! z!

giiltig ist. Da aber =z > 1 — z > 1 gilt, ist auch diese Verifikationsbedingung

giiltig.

Zusammenfassung Fiir das Programm P ist ein Zusicherungsnetz definiert
als
_ def
Q:i(y) =z=0
9, E y=uAu= j—:
/ def |

s _y:%Au:y*(z—v—&—l)/\zZl
U E u=al

Dieses Zusicherungsnetz ist induktiv und konsistent beziiglich ((x > 0), (u =
x!)). Somit gilt = {(z > 0)} P {(u = 2!)}.



