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Programm

sample1.c
f l o a t x , y ;
i f ( x < y ){

x = s q r t ( y − x ) ;

}

e l s e{

x = 0 ;

}

r e t u r n x ;
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Konkrete Semantik

Locations: Loc = Lang(G )
Variablen: X
Valuationen:

Dx = float
Dy = float
D =

⋃
v∈X Dv = float

Σ = X 6→ D
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Konkrete Semantik

Erweiterte Valuationsfunktionen:

σ∗ ∈ exp 6→ D
σ∗(v) =def σ(v)
σ∗(exp1 − exp2) =def σ

∗(exp1)− σ∗(exp2)
σ∗(sqrt(exp)) =def sqrt(σ∗(exp))

σ+ ∈ bexp 6→ B
σ+(v1 < v2) =def σ(v1) < σ(v2)
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Konkrete Semantik

Zustandsraum: S = Loc × Σ
Startzustände: S0 = {(c, σ) ∈ S | c = P ∧ dom σ = {x , y}}
Transitionsrelation −→:

(v = exp; P, σ) −→ (P, σ[v 7→ σ∗(exp)])

σ+(bexp) = true

(if (bexp){P1}else{P2}; P3, σ) −→ (P1; P3, σ)

σ+(bexp) = false

(if (bexp){P1}else{P2}; P3, σ) −→ (P2; P3, σ)

Transitionssystem: TS = (S ,S0,−→)
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Potenzmengentransitionssystem

Zustandsraum: SP = P(S)
Startzustandsmenge: S0P = {S0}
Transitionsrelation −→P:

∀i ∈ I , si , s
′
i ∈ S : si −→ s ′i

{si |i ∈ I} −→P {s ′i | i ∈ I}

Transitionssystem: TSP = (SP, S0P ,−→P)
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Abstraktionssemantik

Verwendung von IR als Wertigkeiten von Variablen (L(D)).
Valuationen:

L(Dx) = IR
L(Dy ) = IR
L(D) =

⋃
v∈X L(Dv ) = IR

ΣL = X 6→ L(D)

Kleinste obere Schranke:⊔
∈ P(L(D))→ L(D)⊔
{[a1, a1], . . . , [an, an]} =def [min({a1, . . . , an}),max({a1, . . . , an}]
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Abstraktionssemantik

GC zwischen P(D) und L(D):

B ∈ P(D)→ L(D)
V ∈ P(float)
V B =def [min(v),max(v)]

C ∈ L(D)→ P(D)
w = [w ,w ] ∈ IR
wC =def {f ∈ float | w ≤ f ≤ w}
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Abstraktionssemantik

Lifting von −:

a, b ∈ IR, a[−]b =def {x − y | x ∈ aC ∧ y ∈ bC}B

⇔ [a, a][−][b, b] = [a− b, a− b]
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Abstraktionssemantik

Lifting von sqrt:

a ∈ IR, [sqrt](a) =def {sqrt(x) | x ∈ aC}B

⇔ [sqrt]([a, a]) = [sqrt(a), sqrt(a)]
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Abstraktionssemantik

Lifting von <:

a, b ∈ IR, a[<]b =def {x < y | x ∈ aC ∧ y ∈ bC}

⇔ [a, a][<][b, b] =


{true} falls a < b

{false} falls b < a
{true, false} sonst
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Abstraktionssemantik

Erweiterte Valuationsfunktionen:

λ∗ ∈ exp 6→ L(D)
λ∗(v) =def λ(v)
λ∗(exp1 − exp2) =def λ

∗(exp1)[−]λ∗(exp2)
λ∗(sqrt(exp)) =def [sqrt](λ∗(exp))

λ+ ∈ bexp 6→ B
λ+(v1 < v2) =def λ(v1)[<]λ(v2)
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Abstraktionssemantik

Zusammenfassen von Zuständen aus P(Loc × ΣL) nach Locations:

κ ∈ P(Loc × ΣL)→ P(Loc × ΣL)
κ(U) = {(c, λ) ∈ Loc × ΣL | ∀x ∈ X :

λ(x) =
⊔
{w ∈ IR |

∃(c ′, λ′) ∈ U : c = c ′ ∧ λ′(x) = w}}
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Abstraktionssemantik

GC zwischen L und SP:

B ∈ P(Loc × Σ)→ P(Loc × ΣL)
S ∈ P(Loc × Σ)
SB =def κ({(c , λ) ∈ Loc × ΣL | ∃σ ∈ Σ : (c , σ) ∈ S ∧ dom σ = dom λ∧

(∀x ∈ dom σ : {σ(x)}B = λ(x))})

C ∈ P(Loc × ΣL)→ P(Loc × Σ)
U ∈ P(Loc × ΣL)
UC =def {(c, σ) ∈ Loc × Σ | ∃λ ∈ ΣL : (c , λ) ∈ U ∧ dom σ = dom λ∧

(∀x ∈ dom σ : {σ(x)} ⊆ λ(x)C)}
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Abstraktionssemantik

Zustandsraum:
L =def P(Loc × ΣL)

Startzustandsmenge:
L0 = S0P

B

Transitionsrelation −→L (Sei p, p′ ∈ SP und a ∈ SL):

pBC −→P p′

pB −→L p′B

aC −→P p′

a −→L p′B

Transitionssystem:
TSL = (L, L0,−→L)
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Berechnung

Betrachte konkreten Zustand:

S = {(P, σ) | x ≤ σ(x) ≤ x ∧ y ≤ σ(y) ≤ y}

Daraus wird unter B:

SB = {(P, λ) | λ(x) = [x , x ] ∧ λ(y) = [y , y ]}

Und wieder unter C:
SBC = S
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Berechnung

S = {(P, σ) | x ≤ σ(x) ≤ x ∧ y ≤ σ(y) ≤ y}
Betrachte Folgezustand S ′ mit S −→P S ′:

S ′ = {x = sqrt(y − x); return x , σ) |
x ≤ σ(x) ≤ x ∧ y ≤ σ(y) ≤ y ∧ σ+(x < y) = true}∪
{x = 0; return x , σ) |
x ≤ σ(x) ≤ x ∧ y ≤ σ(y) ≤ y ∧ σ+(x < y) = false}

Dieses unter B:

S ′B = {x = sqrt(y − x); return x , λ) |
λ(x) = [x , x ] ∧ λ(y) = [y , y ] ∧ λ+(x < y) = {true}}∪
{x = 0; return x , σ) |
λ(x) = [x , x ] ∧ λ(y) = [y , y ] ∧ λ+(x < y) = {false}}
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Berechnung

Aus Regel
pBC −→P p′

pB −→L p′B

geht hervor, dass SB −→L S ′B, also:

λ+(x < y) = {true}
(P, 〈x 7→ [x , x ], y 7→ [y , y ]〉) −→L

(x = sqrt(y − x); return x , 〈x 7→ [x , x ], y 7→ [y , y ]〉)
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Berechnung

Ein Fehler tritt im nächsten Schritt auf, wenn y − x < 0, oder
abstrakt:

[y , y ][−][x , x ][<][0, 0] = {true}
⇔ [y − x , y − x ][<][0, 0] = {true}
⇔ y − x < 0
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Berechnung

Aus der Voraussetzung wissen wir jedoch:

λ+(x < y) = {true}
⇔ x < y

⇒ x < y
⇔ 0 < y − x
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