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Kurzfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Untersuchung eines Kalman Filters basierend
auf dem Unscented Kalman Filters (UKF) zur Zustandsschatzung von hybriden, dynamischen
Systemen. Solche Systeme zeichnen sich durch stetige und unstetige Zustandsénderungen
aus, wie sie beispielsweise bei der Bewegung eines Balls mit Aufprall am Boden auftreten.
Hierflr wird ein Unscented Kalman Filter mit zeitbestdndigen Sigmapunkten entwickelt, bei
dem die Sigmapunkte nicht wie Ublich in jedem Zeitschritt neu generiert, sondern Uber die
gesamte Laufzeit beibehalten und aktualisiert werden. Dies soll prazise und konsistente
Zustandsschatzungen auch in der Nahe von Dynamikgrenzen und bei Modusibergangen
ermdglichen, ohne auf die Vorteile der einfachen Modellierung und Implementierung sowie die
guten Eigenschaften zur Programmlaufzeit zu verzichten, die der UKF mit sich bringt.

Zur Validierung des Ansatzes werden zwei Simulationsszenarien modelliert und implementiert:
Ein eindimensionales Szenario mit elastischem Aufprall zum anschaulichen Verstandnis der
hybriden Kalman Filter Varianten und ein realitdtsnahes dreidimensionales Szenario. Der
entwickelte Filter wird mit bestehenden Varianten verglichen — dem UKF, dem Salted Kalman
Filter (SKF) und dem Hybriden Unscented Kalman Filter (HUKF).

Die Auswertung zeigt, dass der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten gute Ergebnisse flr
die Zustandsschatzung liefert, die vergleichbar mit dem SKF und dem HUKEF sind. Der UKF
mit  zeitbestdndigen  Sigmapunkten bringt dabei einen deutlich  geringeren
Modellierungsaufwand als der des SKF und bessere Eigenschaften zur Programmlaufzeit als
der HUKF mit sich. AuRerdem zeichnet sich der UKF mit zeitbestidndigen Sigmapunkten
dadurch aus, dass die Unsicherheit der Schatzung die realen, physikalischen Gegebenheiten
am plausibelsten abbildet.
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1 Einfuhrung

In diesem Abschnitt werden die Motivation fiir das Thema, das Ziel sowie der Beitrag und eine
Gliederung dieser Arbeit dargelegt.

1.1 Motivation

Die prazise Zustandsschatzung und Vorhersage von Objektbewegungen im
dreidimensionalen Raum spielen in zahlreichen technischen Anwendungen eine zentrale
Rolle. Besonders in Bereichen wie Robotik, Computer Vision, Regelungstechnik und
autonomen Systemen ist es entscheidend, den Zustand eines Objekts prazise zu schatzen
und ggf. die Trajektorie zuverlassig vorherzusagen, um darauf basierende Entscheidungen
treffen zu konnen. Durch die immer weiter ansteigende Vielzahl an Anwendungen steigen auch
die Anforderungen an die Systeme zur Zustandsschatzung. Zwar existieren bereits erprobte
Standardverfahren fiir die Zustandsschatzung linearer und nichtlinearer Systeme, jedoch
steigt der Bedarf an zuverlassigen und effizienten Algorithmen zur Zustandsschatzung fur
hybride, dynamische Systeme. Die Besonderheit bei diesen Systemen ist, dass diese in
verschiedenen Modi agieren kdnnen, in denen verschiedene Modelle zur Anwendung kommen
kdnnen. Wechselt ein System von einem Modus in den anderen, treten Unstetigkeiten in den
Modellen auf, die in der Theorie vieler Algorithmen fir die Zustandsschatzung nicht
bertcksichtigt sind. Dies gilt auch fir den Kalman Filter, der zu den Standardverfahren im
Bereich der Zustandsschatzung zahlt. Aufgrund der prazisen Schatzungen, die mit dem
Kalman Filter trotz vergleichsweise geringer Rechenzeit erzielt werden, ergibt sich die
Notwendigkeit, Ansatze zu entwickeln, die auf dem Kalman Filter basieren und flr hybride,
dynamische Systeme geeignet sind.

1.2 Ziel der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Entwicklung eines Kalman Filters zur Zustandsschatzung

in hybriden, dynamisches Systemen, der auf dem UKF basiert. Dieser Filter wird mit bereits

existierenden Kalman Filter Varianten fur hybride, dynamische Systeme — dem Salted Kalman

Filter und dem Hybriden Unscented Kalman Filter — verglichen.

Die Auswertung erfolgt anhand von zwei Szenarien: Zunachst wird ein vereinfachtes

eindimensionales Szenario eines fallenden Balls mit elastischem Aufprall betrachtet.

AnschlieRend wird eine Simulation entwickelt, in der sich ein Ball im dreidimensionalen Raum

realitdtsnah unter Bertcksichtigung relevanter physikalischer Einflisse bewegt und mit zwei

Kameras beobachtet wird. In Abbildung 1 ist diese Simulationsumgebung mit einer

beispielhaften Flugbahn des Balls dargestellt. FUr beide Szenarien wird die Konsistenz und

der absolute Fehler der verschiedenen Filter untersucht und ausgewertet.

Der Beitrag dieser Arbeit besteht im Wesentlichen aus den folgenden Punkten:

e Entwicklung und Erlauterung einer Erweiterung des Unscented Kalman Filters, der die

Sigmapunkte nicht in jedem Zeitschritt verwirft bzw. neu generiert, sondern diese
bestandig Uber die Zeitschritte hinweg beibehalt und aktualisiert.
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e Literaturrecherche zu existierenden Verfahren fir die Zustandsschatzung von
hybriden, dynamischen System mit Varianten des Kalman Filters.

e Modellieren von Dynamik- und Messmodellen fiir die betrachteten Szenarios (1D und
3D).

o Entwicklung und Implementierung der Simulationsumgebungen flr die betrachteten
Szenarios mit Python.

o Implementierung der untersuchten Kalman Filter Varianten fir die betrachteten
Szenarios.

o Auswertung der Ergebnisse fir die untersuchten Kalman Filter Varianten in den
betrachteten Szenarios.

Abbildung 1: GUI fiir das 3D-Szenario

1.3 Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit beginnt mit einem Uberblick tiber den Stand der Technik mit Verweisen auf die
jeweilige Literatur. AnschlieRend wird ein Filter entwickelt, der auf dem Unscented Kalman
Filter basiert und sich von diesem in dem Umgang mit den Sigmapunkten unterscheidet. Die
beiden darauffolgenden Kapitel beschreiben die Szenarios, mit denen verschiedene Kalman
Filter Varianten getestet werden. Dies umfasst jeweils sowohl die Modellierung und
Implementierung der Systeme und Kalman Filter Varianten sowie der Simulationsumgebung.
Anschlieend folgt die Auswertung der verschiedenen Filter sowie ein Ausblick. Diese Arbeit
endet mit einer Zusammenfassung.
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2 Stand der Technik

In diesem Abschnitt wird auf den Stand der Technik eingegangen, auf dessen Basis die
Ergebnisse dieser Arbeit entwickelt wurden.

2.1 Kalman Filter

Fur die Zustandsschatzung dynamischer Systeme existieren zahlreiche Methoden. Eine davon
ist der Kalman Filter (vgl. [Mar24]), der auf dem allgemeinen Bayes Filter basiert und mit dem
Ziel entwickelt wurde, den nétigen Rechenaufwand zu minimieren. Dabei wird angenommen,
dass samtliche Prozesse linear sind und normalverteilte Zufallsgrofien beschreiben.
Dementsprechend wird auch fir den Systemzustand eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
geschatzt, die durch einen Mittelwert und eine Kovarianz charakterisiert wird. Der Algorithmus
des Kalman Filters wird unterteilt in einen Dynamikschritt und einen Messschritt, in denen
jeweils die Schatzungen des Zustands x; (Mittelwert der Verteilung) und der Kovarianz X,
aktualisiert werden. Fur ein zeit-diskretes System
Xy = ApXp_q + Beug + v (2.1)

wird die Schatzung des neuen Zustands x; sowie dessen Kovarianz X; im Dynamikschritt unter
Bericksichtigung des vorherigen Zustands x;_; sowie Zustandsibergangsmessungen u; wie
folgt berechnet:

Xe = Aexe—q + Bouyg (2.2)

S = A2 AT+ 32, (2.3)
Dabei bildet die Matrix A; vom aktuellen auf den folgenden Zustand ab und die Matrix B, von
der Zustandsiibergangsmessung auf den folgenden Zustand. Fir den Dynamikschritt wird ein
normalverteiltes Rauschen v,~N(0, £,) angenommen.
Im Messschritt mit externen Beobachtungen / Messungen z; des Systems geman

Zy = Cexy + Wy (2.4)
werden der Zustand und dessen Kovarianz wie folgt aktualisiert:
Xe = X¢ + (2 — CiXy) (2.5)
Ke = 5 CT (CECT +2y) (2.6)
T = 5 — K Ce 2t (2.7)

Die Matrix C; bildet vom Zustand auf die Messung ab und w;~N(0, X,,) ist das normalverteilte
Rauschen der Messung.

Anschaulich ausgedrickt schatzt der Kalman Filter den neuen Zustand basierend auf dem
bisherigen Zustand und der Dynamik des Systems und verknlpft die ZustandsgréfRen Uber die
Kovarianzmatrix miteinander. Externe Messungen dienen anschliefliend zur Korrektur dieser
Schatzung, wobei durch die Kopplung Uber die Kovarianz auch nicht gemessene
Zustandsgrolen angepasst werden. Die Starke der Korrektur hangt vom Verhaltnis der
Unsicherheiten der aktuellen Schatzung und der Messung ab — je sicherer die Vorhersage,
desto geringer der Einfluss der Messung.
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Extended Kalman Filter (EKF)
Treten im Dynamikmodell bzw. im Messmodell Nichtlinearitaten auf, kann der Kalman Filter
nicht mehr ohne Weiteres verwendet werden. Der in [Mar24] beschriebene Extended Kalman
Filter ermdglicht den Umgang mit Nichtlinearitaten, indem die Modelle an der aktuellen
Schatzung linearisiert werden. Die Schatzung des Zustands im Dynamik- und Messmodell
erfolgt dann mit
X = g(xp_1,Ut) (2.8)
X¢ = X¢ + Kt(Zt - h(it)) (2.9)
und fur die Berechnung der Kovarianzen werden die Jacobi-Matrizen des Dynamikmodells g

bzw. des Messmodells h

0 2.10
Ap = &g(xt—lrut) ( )

)
o= Zhez (2.11)

bestimmt und wie in Gleichung (2.3) bzw. (2.7) angewendet.

Unscented Kalman Filter (UKF)

Der in [Jul97] vorgestellte Unscented Kalman Filter bietet eine weitere Mdglichkeit, mit
Nichtlinearitaten umzugehen. Dieser basiert auf der sogenannten Unscented Transform, bei
der eine Menge von Punkten (Sigmapunkte) nach festgelegten Regeln aus der zugrunde
liegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung des Zustands ausgewahlt wird, sodass diese die
geschatzte Verteilung des Zustands eindeutig reprasentieren. Auf die Sigmapunkte wird dann
jeweils die Dynamik- bzw. Messfunktion angewendet, um anschlielend aus der Liste der
transformierten Sigmapunkte den gewichteten Mittelwert und die gewichtete Kovarianz zu
bestimmen. Haufig sind die Gewichte aller Sigmapunkte gleichgrof3 gewahlt, was auch im
Folgenden angenommen wird. Die Generierung der Sigmapunkte erfolgt geman

Xt-1 = (Xt—l'Xt—l'Xt—l +y(m+ 1)Zt—1) (2.12)

sodass die Anzahl der Sigmapunkte 2n+ 2 betragt. Dabei ist n die Lange des
Zustandsvektors. Fur den Dynamikschritt wird zunachst das Dynamikmodell auf die
Sigmapunkte angewendet:

Xt = 9(Xe-1,Ue) (2.13)
Die aktualisierten Schatzungen des Zustands und der Kovarianz wird aus dem Mittelwert und
der Kovarianz der Sigmapunkte ermittelt:

_ 1 (i 2.14
%, = EXt(l) ( )
i

el

5, (2.15)

1 < (i = = (i =
T § (Xt(l) - xt)(Xt(l) - xt)T + X,
t|
L

Fiar den Messschritt werden die Sigmapunkte wie folgt generiert:

Xe = (ft,ft,ft + /(n + 1)§t> (2.16)

Auf diese wird anschliefend das Messmodell angewendet:
Z; = h(Xy) (2.17)
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Aus den beiden Mengen ¥, und Zt werden der Mittelwert und die Kovarianzen

5 @
A
A E (2.18)

_ ; T
y—m|§: (2. - 2) (2.9 - 2) +5., (2.19)
t

2= IZ(_ O ) (z _2t)T (2.20)

bestimmt, die zum Aktualisieren der Schatzung und der Kovarianz genutzt werden:

K, = 574D (2.21)
xe = X + K (2 — Z¢) (2.22)
T =2 — K,(E)T (2.23)

Der UKF bietet gegentber dem EKF u. a. die Vorteile, dass sich Linearisierungsfehler nicht
negativ auf die Schatzung auswirken kénnen und keine Jacobi-Matrizen berechnet werden
mussen. AuRerdem kann der UKF wie in [Her13] vorgestellt auf H-Mannigfaltigkeiten
generalisiert werden. Dies ist beispielsweise nitzlich, um Rotationen bzw. Orientierungen im
dreidimensionalen Raum schatzen zu kénnen.

2.2 Hybride, dynamische Systeme

Sofern in einem System Unstetigkeiten wie beispielsweise der Aufprall eines Objektes am
Boden oder der Zusammenstol3 mit einem anderen Objekt auftreten, die sich nicht oder nur
sehr aufwandig mit den Mdglichkeiten zur Beschreibung stetiger Systeme modellieren lassen,
findet die Theorie der hybriden, dynamischen Systeme Anwendung. Ein hybrides,
dynamisches System, wie in [Goe09] beschrieben, zeichnet sich dadurch aus, dass es in
verschiedenen Modi arbeiten kann. Fir jeden Modus wird eine Domane definiert, die die
Dimension und den Wertebereich definiert, in denen sich die Zustandsvariablen entwickeln
kénnen. Die Veranderung der Zustandsvariablen wird Uber Differentialgleichungen
ausgedrickt, die in diesem Kontext als Flow Map bezeichnet werden. Fur die Ubergéange
zwischen den Modi sind sogenannte Guard Maps definiert. Sobald die Zustandsvariablen des
Systems zu der Subniveaumenge zum Niveau 0 gehoéren, die durch die Guard Map definiert
ist, wechselt das System in den neuen Modus. Dieser Ubergang erfolgt durch die Anwendung
der sogenannten Reset Map, die definiert, wie die Zustandsvariablen in der Domane des
neuen Modus in Abhangigkeit von den bisherigen Werten initialisiert werden. Die formale
Definition eines hybriden, dynamischen Systems ist in Abbildung 2 dargestellt und lautet wie
folgt:

e Zustand: ¢ € R" reprasentiert die Zustandsvariable des Systems.

e Modi: Q={0,..,n|n € Z} ist eine Liste aller gultigen Modi.

e Modusiibergédnge: E < Q x Q definiert alle mdglichen Modusubergange.

e Domanen: D ={q - R"|qe€ Q} definiert fur jeden Modus einen Wertebereich in

denen sich ¢ entwickelt.
o Flow Map: f:Q x R®" - R™ beschreibt die Entwicklung des Zustands ¢ fir jeden
Modus durch Differentialgleichungen.
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e Guard Map: G =Gy, ={x€D |lgypHxt <0} ist eine Subniveaumenge zum
Niveau O flr jeden moglichen Moduslbergang. Sobald ¢ < G;; wird in den Modus J
und Domane D, Ubergegangen und die Reset Map angewendet.

e Reset Map: Rp = R(;):Gq, ) X Dy — D; bildet den aktuellen Zustand bei erfillter
Guard-bedingung auf die neue Domane ab.

£eGuard(q, q) = ¢ eReset(q, q', &)

-

. q
E=1(q, &)

& e Domain(q)

- q
&=1(q, S)
& e Domain(q’)

/
" eReset(q,q,8) <« & e Guard(q’, q)

Abbildung 2: Allgemeines hybrides, dynamisches System [Goe09]

Die Zustandsschatzung eines hybriden, dynamischen Systems mit einem der in Abschnitt 2.1
erlauterten Kalman Filter ist nicht ohne Weiteres mdglich, da insb. die Unstetigkeiten und
ModusUbergange nicht von der Theorie vorgesehen sind.

Zur Veranschaulichung eines hybriden, dynamischen Systems soll das in dieser Arbeit
betrachtete Szenario des fallenden Balls kurz beschrieben werden. Das System besitzt nur
einen Modus, da sich der Ball stets nach den physikalischen Gesetzen bewegt, die durch die
Flow Map beschrieben werden. Der einzige Modusiibergang tritt auf, wenn der Ball den Boden
erreicht. Die Guard Map definiert dafiir alle Punkte unterhalb des Bodenniveaus, und die Reset
Map kehrt an dieser Stelle die Geschwindigkeit um, sodass der sich Ball wieder vom Boden
wegbewegt.

2.3 Salted Kalman Filter

Ein Ansatz zur Zustandsschatzung von hybriden, dynamischen Systemen wird in [Kon25]
vorgestellt. Dieser stellt eine Erweiterung des EKF dar und wird Salted Kalman Filter genannt.
Das gréfte Problem bei der Anwendung eines EKF auf ein hybrides, dynamisches System ist
die korrekte Schatzung der Kovarianz bei Modusubergangen. Wirde hierfur analog zum
Dynamik- bzw.- Messschritt des EKF die Jacobi-Matrix der Reset Map verwendet werden,
fuhrte dies zu systematischen Fehlern. Die Ursachen hierflir sind insb. die Unsicherheit
bezuglich des Zeitpunkts, zu dem der Moduslibergang stattfindet, sowie die Tatsache, dass in
verschiedenen Modi unterschiedliche Systemdynamiken Anwendung finden. Um auch diese
Effekte zu berucksichtigen, wird anstelle der Jacobi-Matrix der Reset Map die sogenannte
Saltation Matrix verwendet. Die Saltation Matrix ermdglicht es, die Kovarianz Gber Modus- und
Dynamikgrenzen hinweg in linearer Naherung korrekt zu berechnen. Neben der
Zustandsschatzung findet die Saltation Matrix vor allem im Kontext der Regelung nichtlinearer
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Systeme Anwendung. Ein Uberblick (iber die Theorie zur Saltation Matrix findet sich in [Kon24].
Der Unterschied zwischen der Transformation der Kovarianz mit der Jacobi-Matrix der Reset
Map und der Saltation Matrix ist in Abbildung 3 dargestellt. Die Jacobi-Matrix der Reset Map
liefert hierfir kein korrektes Ergebnis. Dies liegt vereinfacht ausgedrickt daran, dass hierbei
unbertcksichtigt bleibt, wann verschiedene Punkte der Verteilung die Dynamikgrenze
erreichen. Dies hat jedoch einen erheblichen Einfluss auf die Transformation der Kovarianz.
Auch die Abhangigkeit der Reset Map und der Guard Map von der Zeit kbnnen einen Einfluss
haben. All dies wird mittels der Saltation Matrix in linearer Naherung berucksichtigt. Die
Berechnung der Saltation erfolgt gemaf
(Fj" = DxR™F —D{R™)Dyg~
Dig™ + Dyg~F;
wobei die hochgestellten ,+“ und ,-“ die Zeitpunkte unmittelbar nach bzw. vor dem
Moduslbergang anzeigen, und D, und D, die Bildung der Jacobi Matrix nach den
Zustandsgrof3en bzw. nach der Zeit anzeigen. Aullerdem gelten folgende Definitionen:

(2.24)

EI,] = DxR_ +

e F :=F/(t7,x(¢t7)): Dynamik (Flow Map) vor dem Modustibergang

o F:=F(t*,x(t%)): Dynamik (Flow Map) nach dem Modustibergang

o x(t%) =Ry (t”,x(¢t7)): Reset des Zustands in neuer Doméane

e D,R™:=D,R( (t”,x(¢t7)): Jacobi-Matrix der Reset Map nach dem Zustand
e DR™ = DR (t”,x(t7)): Jacobi-Matrix der Reset Map nach der Zeit

o Dyg™ :=D,gu,(t™,x(t")): Jacobi-Matrix der Guard Map nach dem Zustand
e Dg =Dygu(t™,x(t7)): Jacobi-Matrix der Guard Map nach der Zeit

5 ,
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Abbildung 3: Kovarianz Propagation mit Saltation Matrix [Kon25]

Jeder Punkt der urspriinglichen Verteilung (blaue Punkte, Kovarianz als rote, durchgezogene Line dargestellt) folgt
der Dynamik (graue Pfeile), die sich an der Dynamikgrenze (schwarze gestrichelte Linie) dndert. Nach einem
definierten Zeitintervall ergibt sich die neue Verteilung (griine Punkte) mit der neuen Kovarianz (schwarze Linie).
Verglichen werden die auf Grundlage der urspriinglichen Kovarianz geschétzten neuen Kovarianzen mittels
Saltation Matrix (gelbe Linie) und Jacobi Matrix der Reset Map (rote, gestrichelte Linie).
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Der Algorithmus des Salted Kalman Filter basiert auf dem des Extended Kalman Filters mit
den folgenden Erweiterungen bzw. Anpassungen und der Verwendung der Saltation Matrix:

e |Im Dynamikschritt wird das Dynamikmodell (vgl. Gleichungen Fehler! Verweisquelle
konnte nicht gefunden werden.), (2.10) und (2.3)) bis zu dem Zeitpunkt t,
angewendet, an dem eine Guard-Bedingung erflllt ist. An diesem Zeitpunkt wird der
Modus und die Doméane entsprechend gewechselt sowie die Reset Map auf den
Zustand und die Saltation Matrix auf die Kovarianz wie folgt angewendet mit dem
normalverteilten Rauschen mit der Kovarianz X;:

%eo = Rap (6%, (2.25)
Sty = BapZe, Bl + s (2.26)

o AnschlieRend wird das Dynamikmodell des neuen Modus fir die restliche Zeit des
Dynamikschritts angewendet.

e |st durch die Aktualisierung der Schatzung im Messschritt eine Guard-Bedingung
erfullt, werden der Zustand und die Kovarianz anschlielend durch Anwendung der
Reset Map sowie der Saltation Matrix wie im Dynamikschritt aktualisiert. Die
Voraussetzung hierflr ist, dass die die Aktualisierung durch den Messschritt
hinreichend klein ist.

Sofern die notwendigen Annahmen fir die Anwendung eines Kalman Filter eingehalten
werden, sowie die Annahme getroffen werden kann, dass Moduslibergange innerhalb weniger
Zeitschritte abgeschlossen werden, sei der Salted Kalman Filter statistisch nicht von einem
Partikelfilter zu unterscheiden und biete je nach Partikelanzahl des Partikelfilters eine deutliche
Verringerung der Rechenzeit. Die Berechnung der Saltation Matrix kdnne allerdings je nach
verwendetem Modell mit einem gréReren Aufwand verbunden sein.

2.4 Hybrider Unscented Kalman Filter

Um Zustandsschatzungen flr ein hybrides, dynamisches System vornehmen zu kénnen, die
auf dem Unscented Kalman Filter basieren, wurden in [Bit23] zwei Varianten fir einen
Hybriden Unscented Kalman Filter (HUKF) vorgestellt: Der HUKF mit Sigmapunkt-
Generierung (SPG) und der HUKF mit Sigmapunkt-Transformation (SPT). Beide Varianten
arbeiten grundsatzlich wie der gewdhnliche UKF und unterscheiden sich von diesem im
Dynamikschritt in der Nahe der Dynamikgrenzen bzw. bei erfillter Guard-Bedingung (vgl.
Abbildung 4):

Beim HUKF-SPG wird das Dynamikmodell auf die Sigmapunkte angewendet bis zu dem
Zeitpunkt, an dem deren Mittelwert die Guard-Bedingung erfiillt. Zu diesem Zeitpunkt wird die
Kovarianz dieser Sigmapunkte berechnet, welche daraufhin verworfen werden. Anschlief3end
wird die Reset Map auf den Mittelwert angewendet. Um diesen Mittelwert herum werden nun
neue Sigmapunkte mit der zuvor bestimmten Kovarianz generiert, auf die das Dynamikmodell
fur den neuen Modus fur die restliche Zeit des Dynamikschrittes angewendet wird.

Beim HUKF-SPT wird das Dynamikmodell ebenfalls bis zu dem Zeitpunkt auf die Sigmapunkte
angewendet, bis deren Mittelwert die Guard-Bedingung erflllt. Anschliefend wird das
Dynamikmodell auf alle Sigmapunkte angewendet, so dass jeder einzelne sich auf der
Dynamikgrenze befindet. Dementsprechend wird fur jeden Sigmapunkt ein individueller
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Zeitschritt gewahlt, der auch negativ sein kann, sofern der entsprechende Sigmapunkt bereits
die Dynamikgrenze passierte. Befinden sich alle Sigmapunkte auf der Dynamikgrenze, wird
die Reset Map auf alle Sigmapunkte angewendet. Anschlieend wird das Dynamikmodell des
neuen Modus auf alle Sigmapunkte angewendet. Der Zeitschritt hierfir ist flr jeden
Sigmapunkt individuell. Es wird der gleiche Zeitschritt verwendet, mit dem zuvor die
Sigmapunkte auf die Dynamikgrenze gebracht wurde, multipliziert mit —1. Zuletzt wird das
neue Dynamikmodell auf alle Sigmapunkte flr die verbleibende Zeit des Dynamikschrittes
angewendet, um dann den Mittelwert und die Kovarianz aus den Sigmapunkten zu berechnen.
Beide Varianten des HUKF benétigen bei Moduslibergangen mehr Rechenzeit als der
gewdhnliche UKF, liefern jedoch bessere Schatzungen. Der HUKF-SPT erwies sich in den
durchgefiihrten Evaluationen als genauer, bringt jedoch den Nachteil mit sich, dass das
Anwenden des Dynamikmodells mit negativen Zeitschritten nicht fir jedes System mdglich ist.
Fir solche Systeme kann der HUKF-SPT somit nicht eingesetzt werden.
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Abbildung 4:  HUKF Dynamikschritt [Bit23]

Eine Gegentiberstellung der prinzipiellen Dynamikschritte des gewdhnlichen UKF (erste Zeile), des HUKF mit
Sigmapunkt-Generierung (zweite Zeile) und des HUKF mit Sigmapunkt-Transformation. Legende: Mittelwert der
Sigmapunkte (roter Stern), Sigmapunkt (roter Kreis), Kovarianz (rote Linie), Dynamikgrenze (schwarze Linie),
Dynamik vor Modusiibergang (blaue Linie), Dynamik nach Modusiibergang (griine Linie).

2.5 Ballphysik

Fir die Simulation eines Balls und das Dynamikmodell der Filter, die die Ballbewegung
schatzen, wird ein Modell fir die Bewegung des Balls bendétigt. Grundsatzlich werden hierflr
die Bewegungsgleichungen

1
s = Eat2 + vt + s (2:27)

v =at+ v, (2.28)

verwendet. Die Beschleunigung, die auf den Ball wirkt, wird maf3geblich durch die Krafte der
Gravitation, Luftreibung und den Magnus-Effekt bestimmt. Der Aufprall des Balls am Boden
macht das System zu einem hybriden, dynamischen System, da dieser eine Unstetigkeit in

9
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das System bringt. Im Folgenden werden die Gleichungen fiir die Beschleunigung sowie den
Aufprall am Boden erlautert.

2.5.1 Beschleunigung

Die Krafte, die auf einen Ball in der Luft wirken, werden in [Mes90] hergeleitet und sind im
Folgenden aufgefihrt.

Gravitation
Die Beschleunigung, die Aufgrund der Gravitation auf den Ball einwirkt, betrifft ausschlie3lich
die z-Komponente und ist definiert als

0 m
g=| 0 |5 (2.29)
—9,81

Luftreibung
Die Luftreibung Ubt eine Kraft auf den Ball aus, die von der Luftdichte p, dem Radius des Balls
r, dem Luftwiderstandskoeffizienten ¢, und dem Quadrat der Stromungsgeschwindigkeit
Vg = —U abhangt. Die Strdomungsgeschwindigkeit bezeichnet hierbei die
Relativgeschwindigkeit der Luftstromung in Bezug auf die Bewegungsrichtung des Balls (die
Windgeschwindigkeit wird in dieser Arbeit nicht explizit bertcksichtigt). Wird die Kraft, die aus
der Luftreibung resultiert, durch die Masse des Balls dividiert, ergibt sich fir die
Beschleunigung folgende Formel:

US

a _ L rmep |vs?|
Luft_zmp TCp | Vs |17|
S

(2.30)
Magnus-Effekt

Der Magnus-Effekt bezeichnet das physikalische Phanomen, bei dem eine Kraft auf ein Objekt
wirkt, welches rotiert und von einer Stromung umgeben ist. Die resultierende Kraft steht
senkrecht zu der Stromungsrichtung und der Drehachse. Der Magnus-Effekt ist somit
beispielsweise verantwortlich fir die gekrimmte Flugbahn von rotierenden Objekten in einer

Stromung. Fur die Beschleunigung durch den Magnus-Effekt ergibt sich

1
Apmagnus = %pTBT[CS(US X W) (2.31)
wobei cg der Koeffizient des Magnus-Effekts und w der Rotationsvektor sind.

2.5.2 Aufprall

Beim Aufprall des Balls auf dem Boden findet aufgrund von Reibung eine Veranderung der
Geschwindigkeit und der Rotation des Balls statt. So wird beispielsweise ein Ball, der sich
beim Fallen nicht in x- oder y-Richtung bewegt und um die x-Achse rotiert, nach dem Aufprall
auch entlang der y-Achse bewegen. Dementsprechend nimmt aufgrund der Energieerhaltung
die Winkelgeschwindigkeit um die x-Achse ab. Diese Wechselwirkung wird in [Nak10]
modelliert und unterscheidet abhadngig vom Gleitreibungskoeffizienten u,;, dem
Restitutionskoeffizienten e.,,, und dem Verhaltnis des Betrags der Geschwindigkeit in z-
Richtung |v,| und der Norm des Vektors der Tangentialgeschwindigkeit des Balls am

Kontaktpunkt
Uy —TW,
vp = (vy + ru)x) (2.32)
0

10
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in zwei Arten des Kontakts: Rollender Kontakt und rutschender Kontakt. Diese Unterscheidung

wird anhand von
Ve 1—2 (14 ey) (2.33)
2 [zl

getroffen, wobei bei v > 0 vom rutschenden Kontakt ausgegangen wird und andernfalls vom
rollenden Kontakt. In beiden Fallen werden die Geschwindigkeit und die
Winkelgeschwindigkeit nach dem Aufprall wie folgt berechnet:
v =A,v+ B, w (2.34)
o' =4,V + B,w (2.35)
Die Matrizen A,, B,, A, B, werden in Abhangigkeit von der Art des Kontakts definiert. Fir den
rutschenden Kontakt lauten diese

1—«a 0 0 0O ar O
Av:( 0 1—«a 0 >,BU=<ar 0 0)
0 0 —€cor 0 0 0

3a 3a

_== 1= (2.36)
o 0 3 0 0
A, =] 3a ,By, = 3a
- 1-==
> 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 1
mit
v, |
a=pe(1+ecor) —r (2.37)
lvzl

Far den rollenden Kontakt lauten die Matrizen wie folgt:

3 2r
-0 0 —
A, = 3 ,B, = 2r
0 = 0 S
0 0 —€cor 0 0 O (2 38)
3 0 2 0 0 |
5r 5
Ay,=1| 3 ,By = 2
— 0 0 0O - 0
5r 5
0 0 0 0 0

2.6 Kameramodell

Fir die Beobachtung des Balls werden Kameras verwendet. Die Modellierung erfolgt mittels
eines projektiven Lochkameramodells mit einer radialen Verzerrung in Anlehnung an [Har03].
Ein Kameramodell definiert typischerweise eine Abbildung von Koordinaten im
dreidimensionalen Raum auf Koordinaten im zweidimensionalen Raum. Der dreidimensionale
Raum entspricht dabei dem Raum, in dem sich das beobachtete Objekt bewegt, und der
zweidimensionale Raum entspricht dem Kamerabild.

Bei diesem Modell werden zundchst die Koordinaten des Balls vom globalen
Koordinatensystem der Welt p,, in das Koordinatensystem der Kamera p. mittels der
homogenen Transformation T, umgerechnet.

pc = Tecwbdw (2.39)

11
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AnschlieRend werden die Koordinaten des Balls p. durch Anwenden des Strahlensatzes in
normalisierten (Brennweite wird zunachst mit Wert 1 angenommen) Bildkoordinaten pg
umgerechnet (vgl. Abbildung 5):

_ Pcx pC,y)T
= —= 2.40
Ps (pC,Z Pc Z ( )

X /x
\!--z

principal axis

\

camera

centre image plane

Abbildung 5: Lochkameramodell [Har03]

Auf die Bildkoordinaten wird das radiale Verzerrungsmodell

P =Pp (1 + 11D x + Phy) + k2P x + Phy)?) (2.41)
angewendet, das eine Verzerrung modelliert, die mit zunehmender Entfernung zum
Bildmittelpunkt zunimmt.
Im letzten Schritt werden die Koordinaten entsprechend der Kameraparameter 4 (Brennweite,

Pixelgrole, BildgroRe, etc.) skaliert und anschlie®Bend um den Bildmittelpunkt (u,vy)
verschoben (vgl. Abbildung 6):

ps = (o) + AP (2.42)
Ycam
o e
cam
YA
- |
X XO

Abbildung 6: Verschiebung des Bildmittelpunkts [Har03]
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3 Unscented Kalman Filter mit zeitbestandigen
Sigmapunkten

In diesem Abschnitt wird eine Variante des UKF vorgestellt, die darauf basiert, die
Sigmapunkte nicht in jedem Schritt neu zu generieren, sondern diese Uber alle Zeitschritte zu
behalten. Hierflr wird zunachst die Motivation sowie die zugrundeliegende ldee erlautert.
AnschlieRend werden die Besonderheiten der resultierenden Dynamik- und Messschritte
erlautert.

3.1 Motivation und Idee

Fir die Zustandsschatzung eines hybriden, dynamischen Systems kann zwar mit den in
Abschnitt 2 beschriebenen Salted Kalman Filter und Hybriden Unscented Kalman Filter
umgesetzt werden, jedoch bringen beide Varianten Nachteile mit sich. Der SKF hat neben dem
vergleichsweise hohen Modellierungsaufwand fur bestimmte Anwendungen den Nachteil,
dass es nicht ohne Weiteres mdglich ist, Orientierungen im dreidimensionalen Raum zu
schatzen. Mit dem HUKEF ist dies zwar mdglich, jedoch sind die Nachteile hier, dass der HUKF-
SPT nur bei konservativen Systemen angewendet werden und der HUKF-SPG die
Propagation der Kovarianz beim Moduslibergang nicht Gber die Dynamikgrenze vornimmt,
sondern lediglich die Reset Map auf den Mittelwert anwendet und anschlielend neue
Sigmapunkte mit der alten Kovarianz generiert.

Dies wirft die Frage auf, ob es mdglich ist, einen UKF zu verwenden, der die Sigmapunkte
nicht in jedem Schritt neu generiert, sondern diese fir alle Zeitschritte behalt und gleichzeitig
den Anforderungen und Gleichungen des UKF gentgt. Durch die Verwendung von solchen
zeitbestandigen Sigmapunkten ist es maoglich, den Dynamik- und Messschritt flr jeden
Sigmapunkt individuell durchzufihren und anschlieend den Mittelwert und die Kovarianz aus
diesen zu bestimmen, ohne die Sigmapunkte zu verwerfen. Wirde ein UKF verwendet
werden, ist zu vermuten, dass in den Momenten, in denen nur einige der Sigmapunkte im
Bereich der Guard Map liegen bzw. Momente, in denen nicht alle Sigmapunkte den gleichen
Modus haben und sich somit in verschiedenen Domanen befinden, Inkonsistenzen bzw.
Implausibilitaten bei der Erzeugung der Sigmapunkte auftreten kdnnen. In so einem Fall stellt
sich die Frage, ob der UKF Uberhaupt zuverlassig einsetzbar ist. In den folgenden Abschnitten
werden der Dynamik- und Messschritt eines UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten
vorgestellt, die die gleichen Mittelwerte und Kovarianzen wie der UKF in Abschnitt 2.1 liefern.

3.2 Dynamik

Zu Beginn des Dynamikschritts des UKF mit zeitbestadndigen Sigmapunkten wird das
Dynamikmodell auf jeden Sigmapunkt angewendet. Aus den resultierenden Sigmapunkten
kann dann wie beim UKF der Mittelwert berechnet werden. Die Generierung der Sigmapunkte
zu Beginn des Dynamikschritts entfallt, da diese bereits bei der Initialisierung erzeugt wurden
und nie verworfen werden.

Der wesentliche Unterschied zum UKF im Dynamikschritts tritt bei der Berechnung der
Kovarianz auf, denn beim UKF mit zeitbestédndigen Sigmapunkten muss das Rauschen direkt
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in den Sigmapunkten enthalten sein. Wiirde die Berechnung der Kovarianz nach Formel (2.15)
erfolgen, ware die Information Uber die Kovarianz bereits nach diesem Schritt wieder
verworfen, da die Sigmapunkte im nachsten Schritt nicht neu aus der aktualisierten Kovarianz
generiert werden. Um nun das Rauschen direkt mit den Sigmapunkten zu reprasentieren, wird
zunachst die Matrix A eingefihrt, in der jede Spalte die Differenz eines Sigmapunkts (nach
Anwendung des Dynamikmodells) zum Mittelwert der Sigmapunkte beinhaltet:
Apy =0 - % (3.1)

Nun I&sst sich Gleichung (2.15) wie folgt darstellen:

_ 1

= ——AAT+ 3, (3.2)
X

Da die Kovarianz inklusive des Rauschens in den Sigmapunkten enthalten sein soll, muss das

Rauschen mit dem Mittelwert O und der Kovarianz X,, auf die Sigmapunkte ,aufgeteilt* werden.

Hierfur wird angenommen, dass auf jeden Sigmapunkt ein Rauschen in Form der Vektoren §;
addiert wird, welche ebenfalls spaltenweise zu einer Matrix A zusammengefasst werden, die

das gleiche Format aufweist wie A. Aus A¢, ;3 + §; = )‘(’g(i) — X, + ¢; folgt somit

3= ! A+ M)A+ DT = ! (AAT + AAT + AAT + AAT) (3.3)
Tk e '

Es wird die Annahme getroffen, dass das Rauschen verhaltnismaRig klein ist und somit kann
der Term AAT vernachlassigt werden. Durch Gleichsetzen von Gleichung (3.2) und (3.3) ergibt
sich

1 1
AAT + 3, = — (AAT + AAT + AAT + AAT)

X Il
IX;|Z, = AAT + AAT (3.4)
Dieser Ausdruck lasst sich wiederum umformulieren zu:
ZAjiAki + 8jiAki = Xt 120,k (3.5)
i

Diese Gleichung (3.5) kann nun in die Form eines Gleichungssystems gebracht werden, um
eine Losung fur A zu bestimmen. Hierfir kommen das Kronecker-Produkt

allB b alnB
A ®B=< : : > (3.6)
amlB M amnB
und der Vektorisierungsoperator
a1
vec(A) = | %m1 (3.7)
a2
amn
sowie die Vertauschungsmatrix K
vec(AT) = K - vec(A) (3.8)

zur Anwendung, die in [Mag19] beschrieben sind. Das Ziel ist ein Gleichungssystem der Form
B -vec(d) =C (3.9)
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Um dies zu erreichen, werden zunachst die Summanden aus Gleichung (3.5) separat
betrachtet. Flr }; A;;Ay; ergibt sich ein Ausdruck, der &quivalent ist zu
(I ® A)vec(AT) = (I ® AK - vec(A)

Und }; Aj;Ay; lasst sich analog hierzu schreiben als

(A Q1) -vec(d)
wobei die Einheitsmatrix I das gleiche Format aufweist wie Z, ist. Diese beiden Ausdriicke
werden nun in Gleichung (3.5) eingesetzt:

(I®@AK+AR]I) - vec(d) = By - vec(d) (3.10)

Es ergibt sich By = ® A)DK+AQ I und mit C; = vec(|x;|Z,) ergibt sich das folgende
Gleichungssystem:

B; - vec(A) = Cq (3.11)
Durch Lésen dieses Gleichungssystems ergibt sich die spaltenweise vektorisierte Form der
Matrix A. Jedoch ist mit dieser Ldsung noch nicht sichergestellt, dass das Rauschen einen
Mittelwert von 0 in jeder Komponente aufweist, wie es in den Annahmen des Kalman Filters
festgelegt ist (vgl. Abschnitt 2.1). Hierfir muss die Summe aller Elemente jeder Zeile von A
den Wert 0 ergeben bzw. die Summe aller Spalten von A muss den Nullvektor ergeben. Um
dies sicherzustellen wird die folgende Nebenbedingung aufgestellt:

B, - vec(A) = C, (3.12)
Hierbei ist C, der Nullvektor und B, = ET ® I mit dem Einsvektor E € RY und der
Einheitsmatrix I € RP*P, wobei p die Zeilenanzahl und g die Spaltenanzahl von A ist.

Nun kann vec(A) durch Losen des Gleichungssystems (3.9) mit B = (éﬁ) und C= (gl)
2 2

bestimmt werden und anschlieRend in die Matrix A umgewandelt werden. Dies erfolgt mittels
der Umkehrung der Vektorisierung, indem die Matrix A spaltenweise aus der Lésung des
Gleichungssystems aufgebaut wird.

Die aktualisierten Sigmapunkte zum Ende des Dynamikschritts werden ermittelt mit:

7D =%+ Apy + 0y
=P + 8¢y (3.13)
Aus diesen Sigmapunkten oder alternativ aus Gleichung (3.3) kann nun die Kovarianz nach
dem Dynamikschritt bestimmt werden.

3.3 Messung

Im Gegensatz zum UKF soll das Messmodell beim UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten
auf jeden Sigmapunkt einzeln angewendet werden. Wird Gleichung (2.22) entsprechend
angepasst, folgt somit

3O = 79+, (2 - 20) (3.14)
Die Gleichungen (2.18) bis (2.21) bleiben hierbei unverandert. Nach dem Anwenden von
Gleichung (3.14) soll die Kovarianz der Definition des UKF (Gleichung (2.23)) entsprechen.

Dies wird im Folgenden Uberprift. Hierfir wird die Kovarianz der Sigmapunkte y; nach
Gleichung (3.14) bestimmt:

Cov(xe) = E((xe — E(e))Oxe — E(Xt))T)
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Der Erwartungswert der aktualisierten Sigmapunkte entspricht dabei Gleichung (2.22) und
somit ergibt sich:

Cov(x:) = E (()Zt + K (z, — zt) — X — K¢ (2, — 2t))()?t + K¢ (z, — zt) — X — Ki (2 — 2t))T)
=E (((Xt —X) — Kt(zt - ZAt))((Xt —X) — Kt(zt - ZAt))T)
= E(()Zt — %) (X — JEt)T + Kt(zt - 2t)(zt - 2t)TKtT - (e — ft)(zt - ZAt)TKtT
- Kt(zt - ZAt)()Zt - JEt)T)
= E((%e — %) (Tt = %)™ + K E((Ze — 20)(Ze — 2K — E((Fe — %) Ze — 200K,
- KtE((zt —2) (e — ft)T)
= Cov(i;) + K. Cov(Z)K," — Cov(ie, Zo)K:" — K Cov(ity, Zp)T
Nun wird £ = K,2Z = Cov(j;,Z;) gemaR Gleichung (2.21) sowie X = Cov(Z,) + Z,, aus
Gleichung (2.19) eingesetzt:
Cov(xe) = Cov(i) + K, (EF — LK. — K. EEK," — K, (SDTK,"
= Cov(i) + K ZEK:" — K2y K" — K. CF + CHNK,"
= Cov(y,) + K. 2?K," — K.%,, K, — 2K, 27K, T
= Cov(y,) — K. 2?K," — K, 2, K,T
Vergleicht man diesen Ausdruck nun mit Gleichung (2.23), fallt auf, dass die Kovarianz der
Sigmapunkte nach diesem Messschritt um den Term K,Z,,K,” kleiner ist, als sie gemaR der
Formeln des Messschritts des UKF sein muss. Um dies zu korrigieren, wird dieser Term so auf
die Sigmapunkte aufgeteilt, dass sich der Mittelwert nicht &ndert und sich die gleiche Kovarianz
ergibt, wie nach dem Messschritt des UKF. Dies erfolgt mit dem in Abschnitt 3.2 vorgestellten
Verfahren durch Lésen des Gleichungssystems (3.9) mit ¢; = vec(K,2, K, ). Zur Berechnung
der Matrix B; wird wie in Abschnitt 3.2 beschrieben vorgegangen, mit dem Unterschied, dass
in Gleichung (3.1) entsprechend die Sigmapunkte aus Gleichung (3.14) sowie deren Mittelwert
verwendet werden.

Der Mittelwert und die Kovarianz des UKF mit zeitbestdandigen Sigmapunkten nach dem
Messschritt kann nun wie folgt bestimmt werden:

1 - (3.15)
®
Xe = —
t vaXt

1 [ [ (3-16)
¥ E ® ® T
t |Xt| i (Xt t)(){t t)
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4 Szenario 1D

FUr das erste Szenario zur Evaluation der verschiedenen Kalman Filter Varianten wird in
diesem Kapitel zunachst ein vereinfachtes, eindimensionales Szenario betrachtet, in dem ein
Ball unter dem Einfluss der Schwerkraft fallt und beim Auftreffen auf den Boden ohne
Energieverlust wieder abprallt. Reibungseinflisse werden in diesem Fall vernachlassigt,
sodass die Dynamik ausschlielich durch die Gravitation und einen elastischen Stol} bestimmt
ist. Dieses Szenario stellt ein Beispiel flr ein hybrides, dynamisches System mit stetigen
Bewegungsphasen (freier Fall) und unstetigen Ereignisse (Bodenaufprall —mit
Vorzeichenwechsel der Geschwindigkeit) dar. Die vollstandige Implementierung in Python fir
dieses Kapitel ist in Anhang A: Datentrager einsehbar. Hierunter fallen sowohl die
Simulationsumgebung, der Ball sowie die verschiedenen Kalman Filter Varianten.

4.1 Simulationsumgebung

Die Simulation des 1D-Falls wurde mithilfe der Python-Bibliothek ,pygame* realisiert, mit der
die grafische Benutzungsoberflache erstellt wurde. Angezeigt werden hier der echte Ball, der
als Referenz flr die Bewertung der Filter dient, sowie die Schatzungen der verschiedenen
Kalman Filter Varianten. Fur die Filter, die auf dem UKF basieren, werden zusatzlich die
Sigmapunkte angezeigt. Die Sigmapunkte werden zur besseren Ubersicht kleiner dargestellt,
aber weisen in der Implementierung der Modelle den gleichen Radius auf, wie der echte Ball.
Zusatzlich wird fur alle dargestellten Objekte deren Geschwindigkeit Uber einen Pfeil
dargestellt. Rechts neben den Schatzungen der Filter wird zudem die Standardabweichung
der Position als ein =+1o-Intervall angezeigt. In Abbildung 7 ist die grafische
Benutzungsoberflache dargestellt. In der Bildunterschrift ist ein Video verlinkt, in dem die
Simulation ausgefuhrt wird. Die Parameter mit denen dies erfolgt entsprechen Parametersatz
1, der in der Auswertung definiert wird (vgl. Abschnitt 6.1.1).

@ Auto Measure <A> | <Space> for single manual measurement | <R> reset | <right arrow> next timestep | <up arrow> auto timestep | <down arrow> auto multiple runs

Echter Ball SKF UKF mit Standard UKF HUKF-SPG
zeitbestandigen
Sigmapunkten

Abbildung 7: GUI fiir 1D Szenario (Video: https://nc.uni-bremen.de/index.php/s/4GAcfmyxyqSKrEz)

Far die Implementierung der Modelle und Filter werden die Bibliotheken ,Numpy“ und ,Scipy*
verwendet. Numpy dient hierbei im Wesentlichen dem effizienten Umgang mit Vektoren und
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Matrizen und Scipy wird zur numerischen Nullstellenbestimmung verwendet. Fur die grafische
Darstellung der aufgezeichneten Daten zwecks der Auswertung wird die Bibliothek ,Matplotlib*
verwendet.

4.2 Modellierung des Systems

Das Dynamikmodell fur das 1D-Szenario ist zugunsten einer besseren Nachvollziehbarkeit
und Ubersichtlicheren Auswertung auf das Wesentliche reduziert, indem die einzige Kraft, die
auf den Ball wirkt, die Gravitationskraft ist. Samtliche anderen Reibungskrafte werden
vernachlassigt. Auch beim Aufprall des Balls am Boden werden Verluste durch Reibung und
Verformung vernachlassigt und lediglich die Geschwindigkeit des Balls umgekehrt. Das im
folgenden erlauterte Dynamikmodell wird grundsatzlich von allen entwickelten Kalman Filter
Varianten verwendet und je nach Bedarf an die Gegebenheiten des jeweiligen Filters
angepasst (vgl. Abschnitt 4.3).

Fur den Ball ergibt sich ein zweidimensionaler Zustand, bestehend aus der Position und der

Geschwindigkeit:
_ (P
x= (") (4.1)

Bei dem betrachteten System handelt es sich um ein hybrides, dynamisches System wie in
Abschnitt 2.2 beschrieben. Das System verfiigt nur Gber einen Modus, da sich die Dynamik
und die Domane nicht verandern. Dementsprechend ist nur ein Modusubergang mit
dazugehoriger Reset Map und Guard Map definiert. Da es nur einen Modus gibt, lasst sich
dies in diesem konkreten Fall auch als Reinitialisierung interpretieren. Die Dynamik (Flow Map)
fur dieses System folgt der Differentialgleichung

— (Y= (Y
f@=")=(,) (4.2)
wobei g = _9'81?2 die Konstante fir die Erdbeschleunigung ist. FUr die Anwendung in der

Simulation und in den Kalman Filtern wird die zeitdiskrete Form

Pe\ _ pt—1+vt—1At)
(vt) - ( vt_l + gAt (43)

mit dem Zeitschritt At verwendet. Der Modusibergang (bzw. die Reinitialisierung) wird durch
die Guard Map

gx)=p—-r<o0 (4.4)
initiiert, sobald der Ball am bzw. unterhalb des Bodens ist, wobei r der Radius des Balls ist. Ist
die Bedingung der Guard Map erflllt, wird die Reset Map

r
R =(_") (4.5)
auf den Zustand angewendet, bei der das Vorzeichen der Geschwindigkeit umgekehrt wird

und die Position auf den Wert des Radius gesetzt wird, sodass der Ball auf dem Boden aufliegt.

Das Messmodell fir dieses Szenario ist ebenso wie das Dynamikmodell einfach gehalten. Es
handelt sich um eine direkte Messung der Position des Balls. Dementsprechend lasst sich die
Messung durch die Messfunktion

h(x) =p (4.6)
beschreiben.
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4.3 Kalman Filter Varianten

In diesem Abschnitt wird die Entwicklung der verwendeten Varianten des Kalman Filters
erlautert. Dabei werden hier explizit nur Abweichungen von den in Kapitel 2 vorgestellten
Gleichungen und konkrete Rechnungen erlautert.

4.3.1 Unscented Kalman Filter

Der Unscented Kalman Filter approximiert eine nichtlineare Zustandsverteilung mithilfe
deterministisch gewahlter Sigmapunkte, auf die das Dynamik- bzw. Messmodell angewendet
werden, um anschliefend aus diesen die resultierende Verteilung anzunahern (vgl. Abschnitt
2.1). Der UKF ist mit den zuvor beschriebenen Dynamik- und Messmodellen implementiert.
Die einzige Erganzung erfolgt im Messmodell, wo nach der Aktualisierung des Mittelwerts
geprift wird, ob sich dieser noch innerhalb der Doméane (also oberhalb des Bodens) befindet.
Sollte dies nicht der Fall sein, wird der Ball auf dem Boden platziert. Zur Vereinfachung bleibt
die Kovarianz bei diesem Eingriff unverandert, da die Annahme getroffen wird, dass diese
Korrektur hinreichend klein ist.

4.3.2 Salted Kalman Filter

Der Salted Kalman Filter erweitert den EKF um die Bericksichtigung unstetiger
Modusubergange mittels der Saltation-Matrix, die die Kovarianz Gber Dynamikgrenzen hinweg
in linearer Naherung korrekt transformiert (vgl. Abschnitt 2.3). Wie bei einem EKF wird
zunachst die Jacobi-Matrix des Dynamikmodells erstellt:

pf@=(y %)

FUr die Berechnung der Saltation-Matrix gemaR Gleichung (2.24) werden die GroRen
F,‘,F,*,DxR‘,DXg‘,DtR‘,Dtg‘ bendtigt, von denen die letzten beiden Jacobi-Matrizen

(4.7)

ausschlie3lich Nullen enthalten, da die Reset Map und die Guard Map nicht von der Zeit
abhangen. Fir F; wird das Dynamikmodell eingesetzt und bei der Bildung von
F,+ = 17](t+,x(t+)) ist zu beachten, dass hier bereits die Zustandsvariablen eingesetzt werden,
auf die bereits die Reset Map angewendet wurde. Fir D,R~, D,g~ werden die Reset Map und
die Guard Map nach den Zustandsgrdfien abgeleitet. Somit ergeben sich die Ausdriicke

Fy = (2) (4.8)
F = (_gv) (4.9)
DR~ = (g _01) (4.10)
Dyg~ =(1 0) (4.11)

mit denen die Saltation-Matrix wie folgt berechnet wird:
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1 0
(.9
(2; ‘1> (4.12)

Durch die Ableitung des Messmodells ergibt sich die folgende Jacobi-Matrix:

Dyh(x)=(1 0) (4.13)
Auch fir den SKF wird die Position des Balls wieder oberhalb des Bodens platziert, sofern
dieser durch die Aktualisierung durch eine verrauschte Messung unterhalb platziert wird.

4.3.3 Hybrider Unscented Kalman Filter

Der Hybride Unscented Kalman Filter mit Sigmapunkt-Generierung kombiniert die Unscented
Transformation mit einer expliziten Behandlung von Guard- und Reset-Bedingungen, um den
Einfluss hybrider Dynamik abzubilden (vgl. Abschnitt 2.4) ist. Fur den Dynamikschritt ergibt
sich aus den Vorgaben des HUKF-SPG der Unterschied zum UKF, dass das Dynamikmodell
so lange auf die Sigmapunkte angewendet wird, bis deren Mittelwert die Guardbedingung
erfullt. Aus diesem Grund unterscheidet sich das Dynamikmodell insofern, dass hier die Guard
Map und die Reset Map nicht auf die Sigmapunkte angewendet werden. Es ist somit flr
einzelne Sigmapunkte nicht ausgeschlossen (und fur das Erflllen der Guardbedingung auch
notwendig), dass sich diese unterhalb des Bodens befinden. Nachdem der Mittelwert die
Guardbedingung erflllt, wird die Kovarianz der Sigmapunkte berechnet und die Reset Map auf
den Mittelwert angewendet. Ausgehend von dem neuen Mittelwert und der zuvor bestimmten
Kovarianz werden neue Sigmapunkte generiert, auf die flr den restlichen Zeitschritt das
Dynamikmodell angewendet wird.

4.3.4 Unscented Kalman Filter mit zeitbestandigen Sigmapunkten

Der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten erweitert den UKF dadurch, dass die
Sigmapunkte nicht in jedem Zeitschritt neu generiert werden, sondern Uber die Zeit hinweg
erhalten bleiben. Die Implementierung erfolgt mit den oben beschriebenen Modellen geman
den Erlauterungen und Gleichungen aus Kapitel 3.

20



Master-Thesis Szenario 3D

5 Szenario 3D

In diesem Szenario wird die Bewegung eines Balls in einem dreidimensionalen Szenario
modelliert und simuliert. Im Gegensatz zum vereinfachten 1D-Szenario, in dem ausschlieflich
Gravitation und elastische Bodenaufpralle bertcksichtigt wurden, umfasst die 3D-Simulation
ein deutlich komplexeres physikalisches Modell. Neben der Schwerkraft wirken nun auch
aerodynamische Effekte wie Luftwiderstand und Magnus-Effekt auf die Bewegung ein und es
wird ein Modell zur Beschreibung der Effekte beim Aufprall des Balls verwendet (vgl. Abschnitt
2.5).

Die Beobachtung der Balle erfolgt durch zwei Kameras, die gemaf Abschnitt 2.6 implementiert
werden. Durch einen hinreichenden Abstand der beiden Kameras wird eine Verbesserung der
Schatzungen vor allem in der Tiefe (entlang der z-Achse der Kamera) erreicht.

Das System zeichnet sich durch eine hybride Dynamik mit stetigen Flugphasen und unstetigen
Ereignissen im Moment des Aufpralls aus. Dies entspricht grundsatzlich der Dynamik des 1D
Falls, jedoch wird hier eine realitdtsnahe Modellierung des Systems vorgenommen und die
hybride Dynamik findet nur in der z-Komponente des Systems statt. Die vollstandige
Implementierung in Python fir dieses Kapitel istin Anhang A: Datentrager einsehbar. Hierunter
fallen sowohl die Simulationsumgebung, der Ball sowie die verschiedenen Kalman Filter
Varianten.

5.1 Simulationsumgebung

Die 3D-Simulationsumgebung wurde in Python mit der 3D-Engine Panda3D implementiert. Es
wird ein 3D-Modell des Balls gerendert, dessen Bewegung und Rotation durch das
Dynamikmodell bestimmt wird. Fir die Messung werden zwei virtuelle Kameras gemaf des
projektiven Lochkameramodells mit radialer Verzerrung definiert (vgl. Abschnitt 2.6). Sowohl
fur den Ball als auch fir die Schatzungen der Filter werden Trajektorien angezeigt, sodass die
die Bewegung des Balls direkt mit den Schatzungen der Filter verglichen werden kann.
Aulerdem werden fir die Filter, die auf dem UKF basieren, auch die Trajektorien der
Sigmapunkte angezeigt. Diese werden zur besseren Unterscheidbarkeit zum Mittelwert
blasser dargestellt. Auch fur dieses Szenario werden die Daten aufgezeichnet und mit der
Bibliothek ,Matplotlib“ fir eine Auswertung dargestellt. In Abbildung 1 (Abschnitt 1.2) ist die
Simulationsumgebung mit dem Ball sowie einer Trajektorie dargestellt. Die dargestellte
Trajektorie entspricht der, die auch fir die Auswertung verwendet wird.

5.2 Modellierung des Systems

Fir das Dynamikmodell des Systems wird die Flugphase des Balls sowie die Ereignisse des
Aufpralls modelliert. Die zu schatzenden Parameter des Systems sind die Position, die
Geschwindigkeit und die Winkelgeschwindigkeit des Balls. Somit ergibt sich der folgende
neundimensionale Zustand

x=@x Py Pz Vx Vy V; Wx ), )T (5.1)
Grundsatzlich gelten fur die kontinuierliche Dynamik (Flow Map) des Balls die klassischen,
zeit-diskreten Bewegungsgleichungen:
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Ut
W¢

5.2
Ve + a(Ve_q, we—1)t (5:2)

w1+ a(we_1)t
Die Beschleunigung aus setzt sich hierbei aus der Gravitationskonstanten, der
Beschleunigung durch den Luftwiderstand und der Beschleunigung durch den Magnus-Effekt
zusammen, die in Abschnitt 2.5.1 beschrieben sind. Fir die Winkelbeschleunigung wird
vereinfachend angenommen, dass diese in Abhangigkeit der Winkelgeschwindigkeit, des
Luftreibungskoeffizieten y; und des Radius r steht. Es ergeben sich somit die folgenden
Beschleunigungen:

1
Pt P—1 + Ve1t + Ea(vt—l' we_1)t?
- (3)-

a(v,w) = g+ aryupe + Amagnus (5-3)
a(w) = - ro (54)
Sollte in dem betrachteten Zeitschritt kein Aufprall erfolgen, wird fir t die Lange eines
Zeitschritts At eingesetzt, andernfalls die Zeit bis zum Aufprall t,. Flr den Fall, dass ein Aufprall
erfolgt, werden die Geschwindigkeit und die Winkelgeschwindigkeit nach dem Aufprall wie in
Abschnitt 2.5.2 berechnet. Es ergibt sich somit analog zum 1D-Fall die Reset Map

Px py T
R(x)=| A,v+B,w (5.5)
Ayv + Byw
zu der Guard Map
gx)=p,—r<0 (5.6)

Nach dem Aufprall wird das Dynamikmodell fiir den restlichen Zeitschritt angewendet. Fir das
Messmodell wird das Kameramodell aus Abschnitt 2.6 verwendet.

5.3 Kalman Filter Varianten

In diesem Abschnitt werden die eingesetzten Filtervarianten fur das 3D-Szenario beschrieben.
Die grundlegende Funktionsweise der Filter sowie der Messung mit der Kamera sind bereits
in Kapitel 2 erlautert, deshalb werden in den folgenden Abschnitten nur die Unterschiede und
Erweiterungen fur die jeweiligen Implementierungen erlautert. Fur die Generierung der
Sigmapunkte wird ein Verfahren nach [Fre25] eingesetzt, bei dem nicht wie Ublich zwei
Sigmapunkte die Varianz in einer Dimension abbilden, sondern jeder Sigmapunkt einen Teil
der Varianz aus jeder Dimension abbildet. Hieraus ergibt sich, dass alle Sigmapunkte in jeder
Dimension der Kovarianz um den Faktor /2 vom Mittelwert entfernt liegen und nicht wie
normalerweise um den Faktor vn + 1. Anschaulich bringt dies vor allem bei einer groRen
Anzahl an Dimensionen im Zustand den Vorteil mit sich, dass die Sigmapunkte nicht so weit
auseinanderliegen, dass diese bereits bei der Generierung die Guardbedingung erfullen,
wahrend der Mittelwert sich noch weit von der Dynamikgrenze entfernt befindet.

5.3.1 Unscented Kalman Filter

Der UKF wird wie in Abschnitt 2.1 implementiert. Das Dynamikmodell entspricht den in
Abschnitt 5.2 beschriebenen Gleichungen. Als Messmodell wird das in Abschnitt 2.6
dargestellte Kameramodell verwendet.
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5.3.2 Salted Kalman Filter

Der SKF basiert wie in Abschnitt 2.3 beschrieben auf dem EKF und bertcksichtigt hybride
Ubergéange mithilfe der Saltation-Matrix. Analog zum 1D-Szenario miissen auch fir dieses

Szenario die Jacobi-Matrix des Dynamik- und Messmodells sowie die Saltation-Matrix
bestimmt werden.

Jacobi-Matrix des Dynamikmodells
Zur Ermittlung der Jacobi-Matrix wird das Dynamikmodell (Gleichung (5.2)) nach den
ZustandsgrofRen abgeleitet:

1

D, f(x) =

0
0
0

0

Fir die komponentenweisen Ableitungen der

00

o O o o
o o o

0

+lt2% l 2% ltz dax
2 dv, 2 dvy, 2 dvy,
ltzd_y t+lt2dﬁ l Zday
2 dvy 2 dvy, 2 dv,
ltz da, } ,da; t+1t2 da,
2 dv, 2 dvy, 2 dv,
da da da
1+t— t— t—>
dv, dv, dv,
da da da
t—=~ 14+t—2 t—=
dv, dv, dv,
tdaz tdaz tdaz
dv, dv, dv,
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Beschleunigung komponentenweise aufgeschrieben:

= —kv, /v,? +vZ +v2 +q(—vyw, + v,0))
= —kv, /v,? + v + 2 + q(—v0, + vew,)
=g, — kv, /v,? +vZ +v2 + q(—vywy + vyy)

Dabei sind

Qx

ay

az

1 2 =1 3
k—Zmpr mcp,  und q =5 -promcs

1—prt
0
0

die

1 , day ltZ da,
2 dwy 2 do,
0 L day
2 dw,
1 , da, 0
2 dow,
. da, . day
dw, dw,
da
0 t—=2
dw,
da
t—ro 0
dw,
0 0
1—yrt 0
0 1—prt

Koeffizienten

aus

(5.7)

Beschleunigung wird zunachst die

(5.8)
(5.9)

(5.10)

den

Beschleunigungsgleichung in Abschnitt 2.5.1. Aus diesen lassen sich die komponentenweisen
Ableitungen bestimmen:

da, kv?
=————————k (V2 +vZ+ v}
dv, JVE+ v+ v2 e
da, kv,v,
— = —qu,
dvy, JVE+ v+ v2
da, kv, v,
= —quw
dv, JVE+vi+v2 Y
da,
=qv,
da, = 1
da,
=—qv
dw, avy
da kv,v
Sy _ %,
dv, JVE+ v+ vf
2
ﬂ=_k#_k 17,?+175+1722
dv, vz + Vi + v}
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= o (5.18)
) (5.19)
o= (5.20)
o AL 5.21)
e (5.22)
Zif—m%w—k v+ vf +v7 (5.23)
=, (5.24)
:Zi = o (5.25)

Saltation Matrix

FUr die Berechnung der Saltation-Matrix gemaR Gleichung (2.24) werden die GroRen
F,‘,Fff,DxR‘,ng‘,DtR‘,Dtg‘ bendtigt, von denen die letzten beiden Jacobi-Matrizen
ausschlief3lich Nullen enthalten, da die Reset Map und die Guard Map nicht von der Zeit
abhangen. Dabei entspricht F; dem Dynamikmodell aus Gleichung (5.2) als

Differentialgleichung:
Ij v
F = <v) = (a(v. w)) (5.26)
@ a(w)

Auch hier gilt der Zusammenhang a(w) = —u; rw. Fir die Dynamik nach dem Aufprall ergibt
sich analog

7 '

P v
Fr=|y |=|a, o) (5.27)
W' a(w’)

wobei die einfach gestrichenen GroRen die Grofken nach dem Aufprall reprasentieren. Die
Reset Map und die Guard Map entsprechen den Gleichungen (5.5) und (5.6). Fur die Jacobi-
Matrix der Guard Map ergibt sich analog zum 1D-Szenario:
Dyg™=(0© 0 1 0 0 0 0 0 0) (5.28)

Fir die Berechnung der Jacobi-Matrix der Reset Map miissen die Falle des rutschenden und
rollenden Kontakts unterschieden werden (vgl. Abschnitt 2.5.2). Fir den rutschenden Kontakt
ergibt sich fur die Reset Map aus Gleichung (5.5) durch Einsetzen der Matrizen aus Abschnitt
2.5.2 die folgende Reset Map:

24



Master-Thesis

Szenario 3D

Rs(x) =

Px

Py
r

(1 - vy + arw,,
(1 - vy, + arwy

—€corVz

Die Jacobi-Matrix dieser Reset Map lautet wie folgt:

1 0 0 O 0 0 0
01 0 O 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0
0 00 nn n T3 7
DyRs(x) =10 0 0 1, 1 Tg Ty
0 0 0 O 0 —e,r O
0 0 0 7ry 12 713 T4
0 0 0 re 17 T8 T19
0 0 0 O 0 0 0
Die Eintrage r; bis r,, sind dabei folgendermalien zu ermitteln:
da
n=1l—-a+-—(rw, —v
1 de ( y X)
da
= d_vy (T'(Dy - Ux)
da
3 = d_vz (T(Dy - Ux)
da
T4 d—wx(rooy Ux)
d
s = ar + P y(rwy vx)
da
Tg = — v, (rmx + vy)
o
=1 —a—Ty(rwx+vy)
da
Tg = —d—vz(ru)x + Uy)
da
To = —Or — do, (rmx + vy)
da
T19 = —d—(l)y(‘)”(x)x + Uy)
da 3 /1
= ‘d—vxz(;vy + o)
da 3 (1 + ) 3a
T2 dvy, 2 F Oy T Ox )T o0
da 3 /1
d—vzz(?’y * ‘”x)
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T10

T1s

20
0

= =l ==l e R ]

(5.29)

(5.30)

(5.31)
(5.32)
(5.33)
(5.34)
(5.35)
(5.36)
(5.37)
(5.38)
(5.39)
(5.40)
(5.41)
(5.42)

(5.43)
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da 3 3a
4= — dmx (vy+oox>+1 >
da 3
15 = du)y < vy, + oox>

da3( + >+a
"6 =gy 2\F Ty )T

da 3
i ay)

N7 = dve 2
da3

T1g = v 2( vx+u)y>
da 3

9 = dw, 2( vx+ooy>

_d(x3( 4 >+1 3a
rzo_dmxz y T Oy 2

(5.44)
(5.45)
(5.46)
(5.47)
(5.48)
(5.49)

(5.50)

Die hierfur bendtigten Ableitungen von a = p; (1 + ecor) |v2| (ng Gleichung (2.37)) nach den

Zustandsvariablen lauten wie folgt:

do (L econ) vl (v — Ty
" \/(”x - ’"my)z + (vy - r“)x)zg
do e+ el (vy + roy)
dv, . 2

e =re,) + (=)
da _ e (1 + ecor) i
T o)+ - et ™
da _ pe(1+ econ)lvyl(vy + Ty )r
B R
do (L + econ) vl (ve = 1oy )r

\/(vx — rooy)z + (v, — roox)23

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

Far den rollenden Kontakt ergibt sich fur die Reset Map aus Gleichung (5.5) durch Einsetzen

der Matrizen aus Abschnitt 2.5.2 die Reset Map

Px

Py
r

Rr(x) = E y_?
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dessen Jacobi-Matrix wie folgt lautet:

100 0 0 0 0 0 0
010 0 0 0 0 0 0
000 0 O 0 0 0 0
000 > o 0 0o 2y
5 5
0 0 0o 2 0 e
DyRg(x) = 5 5 (5.57)
0 0 0 0 —exr O O
00 0 0 > 0 2 0 0
5r 5
000 = o 0 0o 2 9
5r 5
000 0 © 0 0 0 1

Nun kann die Saltation Matrix fur beide Falle (rutschender und rollender Kontakt) geman
(F* = DyR™F —D{R™)Dyg~
Dig™+ Dyg~F
(vgl. Gleichung (2.24)) berechnet werden. Auch fiir den 3D Fall existiert keine Abhangigkeit
der Reset Map und der Guard Map von der Zeit, sodass die Gleichung reduziert werden kann

E=D,R +

auf

E=D,R™+ (5.58)

ng_FI_

Durch Einsetzen der Gleichungen (5.26), (5.27), (5.28) und (5.30) (sowie (5.31) bis (5.50) flr
die Elemente r; bisr,,) ergibt sich die Saltation Matrix Z¢ fir den Fall des rutschenden
Kontakts

10 — Wy =1 0 0 0 0 0 0
z
0 1 —W, —v) 00 0 0 0 0
1 !
00 —v, 0 0 0 0 0 O
vZ
0 0 = (a'y — nay — 10y — T30, — Ty TO, — TspTW,,) TONE T3 r, 15 0
z
1 ’
E¢=(0 0 v—(a y —TeQy — T7Qy — TgQy — Tol TW, — rloqumy) Te Ty Tg g T30 O (559)
z
1
00 o (a', — ecoray) 0 0 —eo 0 0 O
z
1 r
0 0 U_(IJLT(JJ x T 10y — 1120y — T30, — T 70y — 15 P—Lrwy) 11 T2 T13 Ty Ti5 0
4
1 !
0 0 17_ (ULTU) y T T16Qyxy — T17Qy — T18A; — T1ol TWx — ronery) Te T17 T18 Tig T 0
z

1
00 —wr(; - o) 00 0 0 0 1
z

und durch Einsetzen der Gleichungen (5.26), (5.27), (5.28) und (5.57) ergibt sich die Saltation
Matrix Z; fur den Fall des rollenden Kontakts
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1
10 — W'y —vy) 0 0 0 0 0 0
vZ
1 U
01 v—z(vy—vy) 0 0 0 0 0 0
1
00 —', 0 0 0 0 0 0
1}Z
0 0 1 ( , 3 2r ) 3 0 0 0 2r 0
p P TR T IOy ) g 5
~ 1/, 3 2r 3 2r
ZR = 0 0 v—z<ay —gay —?U.LT(L)X) 0 g 0 —? 0 0 (560)
1
0 0 U—(a’z—emraz) 0 0 —eypr O 0 0
z
1 , 3 2 3 2
0 0 U—Z(qumx—gay—gquwx) 0 - 0 3 0 0
, 3 2 3 2
0 0 <p.Lru)y—§ax—§quu)y) = 0 0 0 3 0
1
0 0 v—qu(m’Z—mZ) 0 0 0 0 0 1
z

Jacobi-Matrix des Messmodells
Far die Jacobi-Matrix des Messmodells wird die Kameragleichung (2.42) nach den
ZustandsgrofRen abgeleitet. Da es sich bei der Messung um einen zweidimensionalen Vektor
und beim Zustand um einen neundimensionalen Vektor handelt, ist das Ergebnis eine Jacobi-
Matrix mit zwei Zeilen und neun Spalten, von denen jedoch die letzten sechs Spalten
ausschlief3lich Nullen als Eintrage haben, da das Ergebnis der Kameragleichung nur von der
Position des Balls und nicht von dessen Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit abhangt.
Es wird im Folgenden somit nur die ersten drei Spalten dieser Matrix betrachtet. Diese
Untermatrix wird durch Ableitung der Kameragleichung mittels der Kettenregel ermittelt:

dpg _ dpp dpp dpp dpc

dx dpgdpgdp; dx
Die einzelnen Faktoren entsprechen dabei den Ableitungen der Gleichungen (2.39) bis (2.42).
Somit ergeben sich

(5.61)

d
Ps _» (5.62)
dpp
dpp a b
Eg‘(cd) (5.63)
1
an, (2 ° ° z(;x
B __ Cz
|1 v (5.64)
2 P,
dpc
@Pe _ 5.65
dx Cew ( )
mit
a=143K,pg, + K1ﬁ§,y + 5K P55 + K26I5§,xﬁ§,y + Kzﬁg,y (5.66)
b = KlzﬁB,xﬁB,y + K24ﬁl?§,xﬁB,y + K24ﬁl?3’,yﬁ3,x (567)
C = K12PpxDpy + K24ﬁ§,xﬁ3,y + K24ﬁg,yﬁB,x (5.68)
d =1 + Bklﬁlziy + Klﬁlzix + 5K215§,y + K26ﬁ§,xﬁ§,y + Kzﬁg,x (569)
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5.3.3 Hybrider Unscented Kalman Filter

Der Hybride Unscented Kalman Filter mit Sigmapunkt-Generierung kombiniert die Unscented
Transformation mit einer expliziten Behandlung von Guard- und Reset-Bedingungen, um den
Einfluss hybrider Dynamik abzubilden (vgl. Abschnitt 2.4) ist. Fur den Dynamikschritt ergibt
sich aus den Vorgaben des HUKF-SPG der Unterschied zum UKF, dass das Dynamikmodell
so lange auf die Sigmapunkte angewendet wird, bis deren Mittelwert die Guardbedingung
erfullt. Aus diesem Grund unterscheidet sich das Dynamikmodell insofern, dass hier die Guard
Map und die Reset Map nicht auf die Sigmapunkte angewendet werden. Es ist somit flr
einzelne Sigmapunkte nicht ausgeschlossen (und flr das Erfiillen der Guardbedingung auch
notwendig), dass sich diese unterhalb des Bodens befinden. Nachdem der Mittelwert die
Guardbedingung erfiillt, wird die Kovarianz der Sigmapunkte berechnet und die Reset Map auf
den Mittelwert angewendet. Ausgehend von dem neuen Mittelwert und der zuvor bestimmten
Kovarianz werden neue Sigmapunkte generiert, auf die das Dynamikmodell fiir den restlichen
Zeitschritt angewendet wird.

5.3.4 Unscented Kalman Filter mit zeitbestandigen Sigmapunkten

Der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten wird wie in Kapitel 3 erlautert umgesetzt. Auch
hier werden die Sigmapunkte nicht in jedem Zeitschritt neu generiert, sondern Uber die
gesamte Simulation hinweg beibehalten.

5.4 Beispielhafter Simulationsdurchgang

In diesem Abschnitt wird fur jeden Filter ein beispielhafter Simulationsdurchgang zur
Veranschaulichung dargestellt. Die Parameter hierflr entsprechen Parametersatz 1 aus der
Auswertung (vgl. Abschnitt 6.2.1). Hierbei werden die Trajektorien der Positionsschatzungen

der Filter und sofern vorhanden auch die Trajektorien der Sigmapunkte der Filter dargestellt.
Die Sigmapunkte werden in der Farbe der Positionsschatzung dargestellt, jedoch sind diese
blasser. Die Trajektorie des echten Balls wird in rot dargestellt. Unter jeder Abbildung befindet
sich ein Link zu einem Video zu dem entsprechenden Simulationsdurchgang.

Abbildung 8: Demo 3D-Szenario: UKF mit zeitbestdndigen Sigmapunkten (Video: https://nc.uni-
bremen.de/index.php/s/p78zZr4WySikd8r)
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Abbildung 9: Demo 3D-Szenario: SKF (Video: https://nc.uni-bremen.de/index.php/s/cbF4FgPa2rWpKMy)

Abbildung 10:  Demo 3D-Szenario: UKF (Video: https://nc.uni-bremen.de/index.php/s/n3LCYICW7f7TmRN)

\8/

Abbildung 11:  Demo 3D-Szenario: HUKF-SPG (Video: https://nc.uni-
bremen.de/index.php/s/cXjkbwr58kzQ4sX)
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6 Auswertung

In diesem Kapitel werden die betrachteten Szenarien (1D und 3D) ausgewertet. Als Metriken
zur Bewertung der verschiedenen Kalman Filter Varianten werden der absolute Fehler der
Position und Geschwindigkeit sowie die Konsistenz der Filter verwendet. Die Konsistenz ist
dabei der Mittelwert der quadrierten Mahalanobis-Distanz und wie folgt definiert:

T
1
) G = 2072 G — ) 6.1)

Dabei sind x; und Z; der Zustandsvektor und die Kovarianzmatrix des jeweiligen Filters und X;
der Zustandsvektor des echten Balls. Der Erwartungswert dieser Gréle entspricht der Anzahl
der Zustandsvariablen. Somit gilt fir einen Filter fur das 1D-Szenario, dass die Konsistenz den
Erwartungswert 2 aufweist und fir das 3D-Szenario den Erwartungswert 9. Anschaulich ist
diese Metrik so zu interpretieren, dass ein Wert oberhalb des Erwartungswerts bedeutet, dass
der Filter eine Unsicherheit seiner Schatzung annimmt, die in Bezug auf die Abweichung zum
korrekten Wert zu klein ist. Umgekehrt 1&sst ein Wert unterhalb des Erwartungswerts auf eine
eher grof3e Unsicherheit in Bezug auf die Abweichung zum korrekten Wert schlie3en.

Beide Metriken werden wahrend der Simulation ermittelt. Die Ergebnisse werden in den
folgenden Abschnitten dargestellt. Hierbei werden alle Filter bei jedem Durchgang mit
denselben Werten initialisiert und unter identischen Umgebungsbedingungen
(Reibungskoeffizienten, Messrauschen, etc.) und mit denselben Messwerten getestet, sodass
die Werte stets vergleichbar sind. Fur die Ermittlung der Konsistenz und der absoluten
Abweichungen wird die Simulation mehrfach wiederholt und die Daten tabellarisch dargestellt
und ausgewertet. Um die Ergebnisse der Simulation im Detail qualitativ betrachten zu kénnen,
wird ein reprasentativer Durchgang ausgewahlt und die relevanten Werte grafisch dargestellt.
Fir den Umgang mit Ausreilern wird ausgenutzt, dass die quadrierte Mahalanobis-Distanz
einer Chi-Quadrat-Verteilung folgt. Dies geht direkt aus der Definition der Chi-Quadrat-
Verteilung hervor. Mahalanobis-Distanzen, die auerhalb des 0,1%-Quantils der Chi-Quadrat-
Verteilung liegen, werden nicht berlcksichtigt, sondern durch diesen Grenzwert ersetzt. Fur
den 1D-Fall betrifft dies Mahalanobis-Distanzen, die gréfl3er als 13,82 sind, und fiir den 3D-Fall
sind Mahalanobis-Distanzen groRer als 27,88 betroffen. Dieses Verfahren wurde gewahlt, da
mitunter Werte fur die Mahalanobis-Distanz auftreten, die die Konsistenz unbrauchbar
machen.

6.1 Szenario 1D

Far die Auswertung des 1D-Falls werden zunachst die Konsistenz der Filter sowie die
absoluten Abweichungen der Position und der Geschwindigkeit quantitativ untersucht.
AnschlieRend wird ein reprasentativer Simulationsdurchgang genutzt, um eine qualitative
Auswertung vorzunehmen, bei der auf Besonderheiten der verschiedenen Filter eingegangen
wird.

6.1.1 Quantitative Auswertung

Um die verschiedenen Filter quantitativ auswerten zu kénnen, wurde die Simulation 50-mal
wiederholt. Aus den aufgezeichneten Daten der Mahalanobis-Distanz sowie den Positions-
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und Geschwindigkeitsfehlern wurden der Mittelwert und die Standardabweichung ermittelt. Bei
den Mahalanobis-Distanzen wurden die Ausrei3er wie in Abschnitt 6 beschrieben korrigiert.
AulBerdem wurde die Simulation fur die Auswertung mit verschiedenen Parametern
ausgefuhrt. Dafur wurden verschiedene Werte fur das Rauschen im Dynamik- und Messschritt
sowie verschiedene Intervalle zwischen den Messungen verwendet. Es wurden die folgenden
Parametersatze getestet:

e Parametersatz 1:

o Rauschen im Dynamikschritt: g, = 0,05%
o Rauschen im Messschritt: o, = 0,2m
o Messungen in jedem Schritt
e Parametersatz 2:
o Rauschen im Dynamikschritt: g, = 0,1%

o Rauschen im Messschritt: ¢, = 0,2m
o Messungen in jedem Schritt

e Parametersatz 3:

o Rauschen im Dynamikschritt: g, = 0,05%

o Rauschen im Messschritt: g, = 0,4m
o Messungen in jedem Schritt

e Parametersatz 4:

o Rauschen im Dynamikschritt: o, = 0,05%

o Rauschen im Messschritt: ¢, = 0,2m
o Messungen in jedem flinften Schritt

Die Startwerte des Zustands und der Kovarianzmatrix sind fir alle Parametersatze identisch.
Der echte Ball mit einem Radius von 1m auf einer Position von 6m mit einer Geschwindigkeit

von 0? platziert und alle Filter mit diesen Werten initialisiert. Die Varianz der Position betragt
hierbei (1m)? und die Varianz der Geschwindigkeit (1 %)2. Die Simulation erfolgt mit 60 Bildern

bzw. Schritten pro Sekunde. Die Dauer eines Zeitschritts betragt somit 6—105.

Die Ergebnisse dieser Tests sind in Tabelle 1 aufgefihrt und zeigen, dass der SKF in den
meisten Fallen die kleinsten absoluten Positions- und Geschwindigkeitsfehler produziert,
wobei auch die Werte des HUKF-SPG ahnlich kleine Werte aufweisen. Die Positions- und
Geschwindigkeitsfehler des UKF mit zeitbestéandigen Sigmapunkten sind zwischen 20% und
50% groRer als die des SKF. Der UKF liefert in allen betrachteten Fallen die gré3ten absoluten
Positions- und Geschwindigkeitsfehler, wobei die Positionsfehler zwischen 40% und 100%
groéRer sind als die des SKF und die Geschwindigkeitsfehler etwa 2,5-mal grof3er sind. Anhand
der Konsistenz Iasst sich erkennen, dass der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten, der SKF
und der UKF dazu neigen, die Unsicherheit ihrer Schatzungen zu Uberschatzen, da die
Konsistenzen unterhalb des Erwartungswerts von 2 liegen. Der HUKF-SPG weist hingegen
Konsistenzen etwas oberhalb des Erwartungswerts von 2 auf, was darauf schlielRen lasst,
dass dieser die Unsicherheit seiner Schatzung zu gering einschatzt.
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Parametersatz Kalrman Eilter Konsistenz [1] Positionsfehler [mm] Geschwindigkeitsfehler [mmy/s]
Nr. MW STD MW STD MW STD
UKF m. zeitbest. SP 1,761 0,522 34,015 5,243 133,245 32,009
. SKF 1,251 0,422 27,817 4,203 93,472 30,848|
Standard UKF 1,610 0,444 45,028 5179 243,922 43,213
HUKF-SPG 2,323 0,707 29,547 5,488 101,287 39,906
UKF m zeitbest SP 1,604 0,400 37 547 5,067 144 161 24 728]
, SKF 1,180 0,238] 32,812 3,549 98,582 28,541
Standard UKF 1,428 0,265] 46,035 4,967 245,455 34,713
HUKF-SPG 1,711 0,375| 32,646 3,840 100,742 31,617
UKF m. zeitbest. SP 2,421 1,085 65,673 12,371 221,397 42,558]
5 SKF 1,338 0,574 47.491 9,010 146,520 40,353]
Standard UKF 1,808 0,543| 88,120 10,137 400,542 46,641
HUKF-SPG 3,295 1,121 54,719 13,599 170,967 58,792
UKF m. zeitbest. SP 1,449 0,797 58,009 13,648 216,238 49,069
s SKF 1,344 0,738] 49,664 12,698 162,323 67,489|
Standard UKF 1,741 0,656] 96,685 13,352 436,037 63,423
HUKF-SPG 3,661 1,499] 60,237 15,875 198,208 78,729
Tabelle 1: Konsistenz, Positions- und Geschwindigkeitsfehler im 1D-Szenario nach 50 Durchgdngen

6.1.2 Qualitative Auswertung

Fur die qualitative Auswertung werden die Parameter wie in Parametersatz 1 aus Abschnitt
6.1.1 gewahlt und die Ergebnisse aus einem Durchgang grafisch dargestellt. Hierbei werden
die Verlaufe der Position, der Geschwindigkeit, der Konsistenz sowie des Positions- und des
Geschwindigkeitsfehlers betrachtet. Der Wert, ab dem Mahalanobis-Distanzen als Ausreiler
behandelt werden, ist mit einer horizontalen roten Linie gekennzeichnet.

6.1.2.1 Position

Fir die qualitative Auswertung der Positionsschatzungen der verschiedenen Filtervarianten
wird in Abbildung 12 bis Abbildung 15 jeweils der Schatzwert der Position mit einem +1 o-
Intervall und die Referenzposition des echten Balls grafisch dargestellt. Zusatzlich wird auch
der Wert der Standardabweichung dargestellt. Darauf folgen Abbildung 16 bis Abbildung 19,
in denen der absolute Positionsfehler (Betrag der Differenz des echten Wertes und der
Schatzung) sowie die Standardabweichung der Position dargestellt sind.

Zwischen den Positionsschatzungen der verschiedenen hybriden Kalman Filter Varianten ist
anhand der Abbildungen kein nennenswerter Unterschied erkennbar. Beim UKF ist zu
erkennen, dass dessen Standardabweichung der Positionsschatzung nach jedem Aufprall am
Boden stark ansteigt. Anschaulich ergibt das Sinn, da der UKF nicht mit vernlinftig mit den
Unstetigkeiten in den Momenten des Aufpralls umgehen kann und immer, wenn ein solches
Lunerwartetes® Ereignis aulftrifft, die Unsicherheit erhdoht. Bei den Abbildungen mit den
Positionsfehlern sind qualitativ keine nennenswerten Unterschiede festzustellen.
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Position von UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten

_ Ecxh; mit zeitbestandigen Sigmapunkten
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Abbildung 12:  Position UKF mit zeitbesténdigen Sigmapunkten (Szenario 1D)
Position von SKF
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Abbildung 13:  Position SKF (Szenario 1D)
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Pasition von Standard UKF
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Abbildung 14:  Position UKF (Szenario 1D)
Position von HUKF
—— Echt 0.200
—— HUKF
| £1 stdabw.
6 | standardabweichung
s 0.150
0.125
o
¢ 2
g H
H 3
0100 §
b
3
0.075
2 0.050
1
o 100 200 300 400 500 600
Zeitschritt

Abbildung 15:

Position HUKF-SPG (Szenario 1D)
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Abbildung 17:

Positionsfehler SKF (Szenario 1D)
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Abbildung 18:  Positionsfehler UKF (Szenario 1D)
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Abbildung 19:

Positionsfehler HUKF-SPG (Szenario 1D)
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6.1.2.2 Geschwindigkeit

Far die qualitative Auswertung der Geschwindigkeitsschatzungen der verschiedenen
Filtervarianten wird in Abbildung 20 bis Abbildung 23 jeweils der Schatzwert der
Geschwindigkeit mit einem +1 o-Intervall und die Geschwindigkeit des echten Balls grafisch
dargestellt. Zusatzlich wird auch der Wert der Standardabweichung dargestellt. Darauf folgen
Abbildung 24 bis Abbildung 27, in denen der absolute Geschwindigkeitsfehler (Betrag der
Differenz des echten Wertes und der Schatzung) sowie die Standardabweichung der
Geschwindigkeit dargestellt sind.

Zwischen den Zeitverldufen der Geschwindigkeiten des UKF mit zeitbestandigen
Sigmapunkten, des SKF und des HUKF-SPG sind keine groflen Abweichungen erkennbar.
Beim UKF fallt auf, dass die Schatzung der Geschwindigkeit nach dem Sprung deutlich von
der korrekten Geschwindigkeit abweicht. Auch die geschatzte Standardabweichung ist
innerhalb dieses Zeitraums deutlich erhéht. Beim HUKF-SPG hingegen bleibt die geschatzte
Standardabweichung auch wahrend des Aufpralls auf einem gleichbleibenden Niveau. Im
Gegensatz hierzu steigt die geschatzte Standardabweichung des UKF mit zeitbestandigen
Sigmapunkten nur fur den kurzen Moment des Aufpralls stark an. Hier zeigt sich der Vorteil
des UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten gegenliber den anderen beiden Varianten des
UKEF, da dieses Verhalten durchaus plausibel zu sein scheint. Anschaulich lasst sich dies wie
folgt verdeutlichen. Durch die Unsicherheit der Schatzung kommt es in der Nahe des
Aufprallzeitpunkts dazu, dass Teile der Verteilung bereits die Bedingung der Guard Map
erfillen und andere nicht. Die daraus resultierende Unsicherheit im Sprungzeitpunkt muss
daher zu einem starken Anstieg der Varianz der Geschwindigkeit flihren, da sich ein Teil der
Verteilung noch nach unten bewegt und der andere Teil bereits nach oben. Mit zunehmendem
Abstand zum Aufprallzeitpunkt wird die Varianz der Geschwindigkeit wieder klein, da nun die
komplette Verteilung die Dynamikgrenze passiert hat und nur noch kleinere Abweichungen
auftreten. Dadurch, dass die Sigmapunkte beim UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten nicht
verworfen werden, kann das erlauterte Verhalten der Varianz durch diese abgebildet werden,
wahrend dies den anderen Filtern nicht moglich ist. Dies zeigt sich auch bei den
Geschwindigkeitsfehlern. Beim UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten ist eine hohe Varianz
der Geschwindigkeit immer dann zu erkennen, wenn ein Aufprall stattfindet und der
Geschwindigkeitsfehler grof3 ist. Beim HUKF-SPG findet ein solches Verhalten der Varianz
nicht statt und beim SKF und UKF ist der Zeitpunkt dieser Anpassung nicht gleichermalen
prazise zum Zeitpunkt des Aufpralls, sondern auch noch darlber hinaus. Die hohen
Geschwindigkeitsfehler zu diesen Zeitpunkten sind darauf zurtickzufiihren, dass der echte Ball
nicht exakt im selben Zeitschritt springt wie die Schatzungen der Filter, wodurch es kurzzeitig
zu sehr grof3en Fehlern kommt.
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Abbildung 20:  Geschwindigkeit UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten (Szenario 1D)
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Abbildung 21:

Geschwindigkeit SKF (Szenario 1D)
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Abbildung 22:  Geschwindigkeit UKF (Szenario 1D)
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Abbildung 23:

Geschwindigkeit HUKF-SPG (Szenario 1D)
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Abbildung 26:  Geschwindigkeitsfehler UKF (Szenario 1D)
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Abbildung 27:  Geschwindigkeitsfehler HUKF-SPG (Szenario 1D)
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6.1.2.3 Konsistenz

In Abbildung 28 bis Abbildung 31 sind die zeitlichen Verlaufe der Konsistenz sowie der
Mahalanobis-Distanzen fir jeden Zeitschritt dargestellt, wobei die Ausreil3er der Mahalanobis-
Distanzen in Bezug auf die Berechnung der Konsistenz wie in Abschnitt 6 beschrieben
korrigiert wurden. Beim Betrachten der Abbildungen fallt auf, dass es bei allen Filtern zu
grol’en Mahalanobis-Distanzen in der Nahe der Aufprallzeitpunkte kommen kann (zu erkennen
sind diese an den Spitzen in den Verlaufen der Mahalanobis-Distanz). Die genauere
Untersuchung dieser Zeitpunkte zeigt, dass die Ausreiler immer dann auftreten, wenn der
tatsachliche Aufprall nicht im selben Zeitschritt liegt wie der geschatzte. Dies ist in Abbildung
32 am Beispiel der Geschwindigkeit des UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten dargestellt.
Anschaulich bedeutet dies am Beispiel des UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten, dass der
echte Ball springt, bevor der erste Sigmapunkt gesprungen ist bzw. erst nachdem alle
Sigmapunkte gesprungen sind. Dies hat zur Folge, dass der groRe Geschwindigkeitsfehler
nicht im Bereich der groRen Geschwindigkeitsvarianz (durch Sigmapunkte, die zu einem Teil
schon gesprungen sind und zu einem anderen Teil noch nicht) auftritt, und somit zu einer
grolen Mahalanobis-Distanz fiihrt. Fir die tbrigen Filter gilt dies analog.
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Abbildung 28:  Konsistenz UKF mit zeitbestédndigen Sigmapunkten (Szenario 1D)
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Abbildung 29:

Konsistenz SKF (Szenario 1D)
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Abbildung 30:  Konsistenz UKF (Szenario 1D)
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Abbildung 31:

Konsistenz HUKF-SPG (Szenario 1D)
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Abbildung 32:  Geschwindigkeit UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten zum Sprungzeitpunkt (Szenario 1D)
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6.2 Szenario 3D

Die Auswertung fur den 3D-Fall erfolgt analog zum 1D-Fall beginnend mit einer quantitativen
Auswertung und einer anschlielenden qualitativen Auswertung. Da diese Arbeit den
Schwerpunkt auf die hybride Dynamik setzt, wird bei der qualitativen Auswertung vorrangig die
z-Komponente der Zustandsschatzung betrachtet, da sich hier die hybriden Eigenschaften
bzw. Unstetigkeiten des Systems abspielen. AuRerdem dient diese Vernachlassigung der x-
und y-Komponenten der Ubersichtlichkeit, sodass ein direkter Vergleich zum 1D-Fall méglich
ist. Aufgrund der Ahnlichkeit zum 1D-Fall fallen in diesem Abschnitt die Erlduterungen gleicher
Effekte kirzer aus, sodass vermehrt auf Abweichungen und Erganzungen eingegangen
werden kann.

Fur die Auswertung wird zunachst der Referenz-Ball mit einem Radius von r = 0,11m auf dem

Boden an der Position (—2,25,7)7 platziert und mit einer Geschwindigkeit von (0 —5 S)T?

initialisiert, sodass dieser sich nach oben und auf die Kameras zubewegt, die sich an den
Positionen (—10,0,2)7 und (10,0,2)T befinden. Die Winkelgeschwindigkeit wird mit

0 o 3000)T§ initialisiert (etwa 8,3% um die z-Achse), sodass sich auch der Magnus-Effekt

auf den Ball auswirkt. Die initialen Schatzungen der Filter werden ebenfalls auf diesen Werten
initialisiert. Die initiale Varianz der Position betragt hierbei (1m)?, die Varianz der

Geschwindigkeit (1 %)2 und die Varianz der Winkelgeschwindigkeit (1 %)2. Die Simulation
erfolgt mit 60 Bildern bzw. Schritten pro Sekunde. Die Dauer eines Zeitschritts betragt somit
%s. Der Wert, ab dem Mahalanobis-Distanzen als AusreilRer betrachtet werden, ist in

Abbildungen mit einer horizontalen roten Linie gekennzeichnet.

6.2.1 Quantitative Auswertung

Um die verschiedenen Filter quantitativ auswerten zu kénnen, wurde die Simulation 50-mal
wiederholt. Aus den aufgezeichneten Daten der Mahalanobis-Distanz sowie den Positions-
und Geschwindigkeitsfehlern wurden der Mittelwert und die Standardabweichung ermittelt. Bei
den Mahalanobis-Distanzen wurden die Ausrei3er wie in Abschnitt 6 beschrieben korrigiert.
Aulerdem wurde die Simulation fir die Auswertung mit verschiedenen Parametern
ausgefuhrt. Dafir wurden verschiedene Werte fir das Rauschen im Dynamik- und Messschritt
sowie verschiedene Intervall fur den Messzeitpunkt verwendet. Es wurden die folgenden
Parametersatze getestet:

e Parametersatz 1:

o

. . e _ i _c_
o Rauschen im Dynamikschritt: o, = 0,055\/5,% = 55\/5
o Rauschen im Messschritt: 0, = 5
o Messungen in jedem Schritt
e Parametersatz 2:
o Rauschen im Dynamikschritt: o, = 0,1 %,% =10
o Rauschen im Messschritt: 0, = 5px
o Messungen in jedem Schritt
e Parametersatz 3:
. . e _ 1 _ ;
o Rauschen im Dynamikschritt: o, = 0,055\/5,% = Ssﬁ

o Rauschen im Messschritt: g, = 10px

47



Master-Thesis Auswertung

o Messungen in jedem Schritt
o Parametersatz 4:
o Rauschen im Dynamikschritt: g, = 0,05

o Rauschen im Messschritt: 0, = 5px
o Messungen in jedem flnften Schritt

Die Initialisierung des Zustands und der Kovarianzmatrix sind fiir alle Parametersatze identisch
und wie oben beschrieben

Die Ergebnisse dieser Tests sind in Tabelle 2 aufgefiihrt. Im Gegensatz zum 1D Fall (vgl.
Abschnitt 6.1.1) ist bei den absoluten Positionsfehlern kein nennenswerter Unterschied
zwischen den verschiedenen Kalman Filter Varianten festzustellen, jedoch liefert der SKF in
allen betrachteten Fallen die besten Ergebnisse.

Die im Vergleich zum 1D Fall guten Werte des UKF konnten auf verschiedene Ursachen
zurtickzufuhren sein. Zum einen weist der Zustand deutlich mehr Dimensionen auf, von denen

m

o, =5—
s\s’ @

svs

aber verhaltnismaflig wenige von den Unstetigkeiten betroffen sind. Anschlich ist dies so zu
verstehen, dass in der x- und y- Komponente der Position keine Unstetigkeiten auftreten und
die Schatzungen durch einen UKF kein Problem sind. Und so fallen ggf. gré3ere Fehler in der
z-Komponente beim Gesamtfehler der Position weniger ins Gewicht. Und zum anderen
werden pro Messschritt zwei Messungen (und folglich auch Korrekturen) der Position
durchgefiihrt, da zwei Kameras vorhanden sind. Auch hierdurch ist ein kleinerer
Positionsfehler zu erwarten.

Auch bei den Geschwindigkeitsfehlern liefert der SKF die besten Werte, wobei der HUKF-SPG
nicht stark hiervon abweicht. Der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten weist
Geschwindigkeitsfehler auf, die um 15% bis 70% groéRer sind als die des SKF. Wie auch im 1D
Fall weist der UKF die schlechtesten Ergebnisse bei den Geschwindigkeitsfehlern auf, die um
38% bis 71% groRer sind als die des SKF.

Bei der Auswertung der Werte fir die Konsistenz fallt analog zum 1D Fall auf, dass der UKF
mit zeitbestandigen Sigmapunkten, der SKF und der UKF die Unsicherheit der Schatzung zu
grof’ schatzen, da die Konsistenz hier kleiner als 9 ist. Der HUKF-SPG hingegen weist Werte
nahe der 9 auf, was darauf schlieRen Iasst, dass dessen Unsicherheit angemessen geschatzt
wird.

Parametersatz Kalman Eilter Konsistenz [1] Positionsfehler [mm] Geschwindigkeitsfehler [mm/s]
Nr. MW STD MW STD MW STD

UKF m. zeitbest. SP 5776 1,488] 24 861 2,223 151,598 20,825
! SKF 6,890 2,717 22,365 2,848 108,365 23,607
Standard UKF 4,765 1,333 23228 2,541 150,734 25,365
HUKF-SPG 8,571 2,339| 23,974 3,143 115,094 24 821
UKF m. zeitbest. SP 5,642 1,145| 26,550 2472 191,793 21,459
) SKF 5,343 1,981 23,028 2,587 112,142 19,054
Standard UKF 4,462 0,907 25,032 2,369 170,069 22 458
HUKF-SPG 5,498 1,295 23723 2,627 118,842 22,705
UKF m. zeitbest. SP 7,056 1,785 42 B57 4,893 202,068 27,354
5 SKF 7,667 3,139| 39,983 5,577 167,639 31,710
Standard UKF 6,005 1,955 46,122 5,616 286,984 35,563
HUKF-SPG 10,480 3,940 43570 8,281 192 597 45 946
UKF m. zeitbest. SP 3,831 0,967 46,228 6,354 198,189 27,165
s SKF 7,468 2,990 42,840 7,003 171,453 36,724
Standard UKF 5,641 1,580 49 522 6,513 283 617 35,330
HUKF-SPG 8,833 2,003| 44 3472 7,265 182 222 45 571

Tabelle 2: Konsistenz, Positions- und Geschwindigkeitsfehler im 3D-Szenario nach 50 Durchgéngen
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6.2.2 Qualitative Auswertung

Fur die qualitative Auswertung werden die Parameter wie in Parametersatz 1 aus Abschnitt
6.2.1 gewahlt und die Ergebnisse fiir einen Durchgang grafisch dargestellt. Hierbei werden die
Verlaufe der Position, der Geschwindigkeit, der Konsistenz sowie des Positions- und des
Geschwindigkeitsfehlers betrachtet. Der Wert, ab dem Mahalanobis-Distanzen als Ausreiler
betrachtet werden, ist in den Abbildungen mit einer horizontalen roten Linie gekennzeichnet.

6.2.2.1 Position

Fir die qualitative Auswertung der Positionsschatzungen der verschiedenen Filtervarianten
wird in Abbildung 33 bis Abbildung 36 jeweils der Schatzwert der Position mit einem +1 o-
Intervall und die Referenzposition des echten Balls grafisch dargestellt. Zusatzlich wird auch
der Wert der Standardabweichung dargestellt. Hierbei werden nur die z-Komponenten der
Positionen betrachtet, da nur diese flir den Aufprall am Boden relevant sind und so ein
Vergleich zum 1D-Fall hergestellt werden. Darauf folgen Abbildung 37 bis Abbildung 40, in
denen der absolute Positionsfehler (Betrag der Differenz des echten Wertes und der
Schatzung) sowie die Standardabweichung der Position dargestellt sind.

Zwischen den Positionsschatzungen der verschiedenen Kalman Filter Varianten ist anhand
der Abbildungen kein nennenswerter Unterschied erkennbar. Auch in den Abbildungen mit den
Positionsfehlern sind qualitativ keine nennenswerten Unterschiede festzustellen.
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Abbildung 33:  Position UKF mit zeitbestédndigen Sigmapunkten (Szenario 3D)
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Abbildung 34:  Position SKF (Szenario 3D)
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Abbildung 35:  Position UKF (Szenario 3D)
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Abbildung 36:

Position HUKF-SPG (Szenario 3D)
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Abbildung 37:  Positionsfehler UKF mit zeitbesténdigen Sigmapunkten (Szenario 3D)
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Abbildung 38:  Positionsfehler SKF (Szenario 3D)
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Abbildung 39:  Positionsfehler UKF (Szenario 3D)
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Abbildung 40:

Positionsfehler HUKF-SPG (Szenario 3D)
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6.2.2.2 Geschwindigkeit

Far die qualitative Auswertung der Geschwindigkeitsschatzungen der verschiedenen
Filtervarianten wird in Abbildung 41 bis Abbildung 44 jeweils der Schatzwert der
Geschwindigkeit mit einem +1 o-Intervall und die Geschwindigkeit des echten Balls grafisch
dargestellt. Zusatzlich wird auch der Wert der Standardabweichung dargestellt. Auch hier wird
analog zur Position nur die z-Komponente betrachtet. Darauf folgen Abbildung 45 bis
Abbildung 48, in denen der absolute Geschwindigkeitsfehler (Betrag der Differenz des echten
Wertes und der Schatzung) sowie die Standardabweichung der Geschwindigkeit dargestellt
sind. FUr den 3D-Fall kdnnen hier grundsatzlich die gleichen qualitativen Beobachtungen wie
fur den 1D-Fall gemacht werden (vgl. Abschnitt 6.1.2.2).
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Abbildung 41:  Geschwindigkeit UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten (Szenario 3D)
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Abbildung 42: Geschwindigkeit SKF (Szenario 3D)
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Abbildung 43:  Geschwindigkeit UKF (Szenario 3D)
Geschwil Z von HUKF-SPG
6 —— Echt
— HUKF-SPG 10
%1 Stdabwe.
Standardabweichung
4
08
2
06
n g
o 2
é E
g 3
£ o F
04
2
02
-4
'l
00
o 25 50 -] 100 125 150 175 200
Zeitschritt

Abbildung 44:

Geschwindigkeit HUKF-SPG (Szenario 3D)
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Abbildung 45:  Geschwindigkeitsfehler UKF mit zeitbesténdigen Sigmapunkten (Szenario 3D)
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Abbildung 46:

Geschwindigkeitsfehler SKF (Szenario 3D)
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Abbildung 47:  Geschwindigkeitsfehler UKF (Szenario 3D)
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Abbildung 48:

Geschwindigkeitsfehler HUKF-SPG (Szenario 3D)
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6.2.2.3 Konsistenz

In Abbildung 49 bis Abbildung 52 sind die zeitlichen Verlaufe der Konsistenz sowie der
Mahalanobis-Distanzen fir jeden Zeitschritt dargestellt, wobei die Ausreil3er der Mahalanobis-
Distanzen in Bezug auf die Berechnung der Konsistenz wie in Abschnitt 6 beschrieben
korrigiert wurden. Hierbei kann wie im 1D-Szeario beobachtet werden, dass nahe der
Zeitpunkte des Aufpralls hohe Mahalanobis-Distanzen auftreten. Dieses Verhalten ist bereits
in Abschnitt 6.1.2.3 erlautert. Dartiber hinaus sind keine qualitativen Unregelmafigkeiten zu
erkennen.
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Konsistenz und Mahalanobisdistanz UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten
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Abbildung 49:  Konsistenz UKF mit zeitbestédndigen Sigmapunkten (Szenario 3D)
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Abbildung 50:  Konsistenz SKF (Szenario 3D)
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Abbildung 51:  Konsistenz UKF (Szenario 3D)
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Abbildung 52:

Konsistenz HUKF-SPG (Szenario 3D)
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6.2.2.4 Konsistenzproblem des HUKF-SPG

Bei weiteren Tests, in denen das Dynamik- und Messrauschen verringert wurde, war zu
beobachten, dass die Mahalanobis-Distanz des HUKF-SPG sporadisch nach einem Aufprall
stark ansteigt, wie es in den Abschnitten 6.1.2.3 und 6.2.2.3 beschrieben wurde, jedoch nach
diesem Anstieg nicht wieder zu geringeren Werten zurickfindet. Der absolute, mittlere
Positions- und Geschwindigkeitsfehler weisen jedoch keine nennenswerten Unterschiede zu
den anderen Filtern auf. Dieses Verhalten ist in Abbildung 53 dargestellt und deutet darauf hin,
dass der HUKF-SPG Kovarianzmatrizen schatzt, die im Verhaltnis zu den Schatzfehlern
deutlich zu niedrig sind. Dies kann insofern problematisch werden, dass der Filter bei grofieren
Abweichungen der Schatzung vom realen Wert keine ausreichend grof3en Korrekturen im
Messschritt vornehmen kann, wodurch eine zuverlassige Schatzung des realen Wertes
unmoglich wird. Der verwendetet Parametersatz lautet wie folgt:

m

e Rauschen im Dynamikschritt: ¢, = 0,015\/5

90 =157
¢ Rauschen im Messschritt: g, = 5
e Messungen in jedem Schritt

Konsistenz und Mahalanobisdistanz HUKF-SPG

o
Zeitschritt

Abbildung 53:  Problem mit Konsistenz bei geringem Prozessrauschen (Szenario 3D)

6.2.2.5 Kiritisches Problem des UKF

Fir bestimmte Parametersatze bzw. Testbedingungen weist der UKF ein Problem auf, bei dem
die Schatzung des Filters bzw. die Sigmapunkte Werte annehmen, die nicht nur unplausibel
weit von dem realen Wert entfernt sind, sondern auch zu numerischen Problemen fiihren.
Dieses Verhalten tritt sporadisch in Momenten auf, in denen ein Aufprall stattfindet, und stellt
ein Ausschlusskriterium fur den Einsatz eines UKF fur hybride, dynamische Systeme dar. In
Abbildung 54 ist dieses Verhalten dargestellt. Es ist zu sehen, dass sich der Mittelwert des
UKF (dunkelblaue Linie) sowie alle Sigmapunkte (hellblaue Linien) beim ersten Aufprall Gber
alle MalRen vom realen Wert entfernen. Aul3erdem ist zu sehen, dass sich der UKF hiervon im
weiteren Verlauf nicht mehr erholt. Der verwendete Parametersatz lautet wie folgt:

m

e Rauschen im Dynamikschritt: ¢, = 0,015\/5T

0w = 1@
¢ Rauschen im Messschritt: g, = 5
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e Messungen in jedem flinften Schritt
e Startgeschwindigkeit: (0,—5,10)?

Abbildung 54 UKF scheitert an Dynamikgrenze (Szenario 3D)
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6.3 Schlussfolgerung

Fir die getesteten Szenarien und Parametersatze liefern der SKF und der HUKF-SPG die
besten quantitativen Ergebnisse. Hierbei ist anzumerken, dass nur Parametersatze
ausgewertet wurden, bei denen alle getesteten Kalman Filter Varianten plausible Werte
lieferten. Der HUKF-SPG schéatzt bei bestimmten Parametersatzen verhaltnismalig sehr
kleine Unsicherheiten, die ggf. zu einem Versagen des Filters fiihren kdonnte. Der in dieser
Arbeit vorgestellte UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten liefert ebenfalls gute quantitative
Ergebnisse und dariber hinaus auch qualitative Ergebnisse, die auf eine gute Eignung dieses
Filters fur hybride, dynamische Systeme hindeuten. So reagiert dieser Filter in den Tests in der
Nahe des Aufprallzeitpunkts mit groBen Varianzen der Geschwindigkeit, womit die
Unsicherheit des exakten Aufprallzeitpunktes und die damit einhergehende Unsicherheit der
Geschwindigkeit reprasentiert wird. Diese Eigenschaft hebt den UKF mit zeitbestandigen
Sigmapunkten sowohl vom SKF als auch vom HUKF-SPG ab.

Der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten bietet gegentiber dem SKF den Vorteil, dass bei
der Modellierung und Implementierung weniger Aufwand nétig ist. Beim SKF missen sowohl
Jacobi-Matrizen der Dynamik- und Messmodelle fiir jeden Modus berechnet werden und fiir
jeden Modustibergang eine entsprechende Saltation-Matrix. Dies flhrt abhdngig von der
Anzahl der Modi sowie der Komplexitat der Modelle zu einem erheblichen Mehraufwand. Dies
entfallt beim Einsatz des UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten.

Der Vorteil des UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten (und des SKF) gegeniber dem HUKF-
SPG ist vor allem zur Laufzeit des Programms zu erkennen. Beim HUKF-SPG muss das
Dynamikmodell auf alle Sigmapunkte exakt so lange angewendet werden, bis deren Mittelwert
die Guardbedingung erfullt. Dies muss fur komplexere Anwendungen numerisch erfolgen und
ist je nach Komplexitdt sehr rechenintensiv. Die Komplexitat dieser Aufgabe steigt mit
zunehmender Komplexitat der verwendeten Modelle und auch mit der Dimensionalitat des
Zustands, da dies zu einer gréReren Anzahl an Sigmapunkten fihrt.

Fir den UKF konnte gezeigt werden, dass dieser fur die Zustandsschatzung hybrider,
dynamischer Systeme ungeeignet ist. Zwar kann auch dieser Filter plausible Werte liefern,
jedoch ist dies stark abhangig von den verwendeten Parametern, der Art und Anzahl der
Unstetigkeiten und vor allem von haufigen und hinreichend prazisen Messungen. Der
entscheidende Punkt, der den UKF fur den Einsatz bei hybriden, dynamischen Systemen
ausschlief3t, ist, dass dieser bei Modusibergangen fehlerhaft werden kann und so zu
gravierend falschen und unplausiblen Zustandsschatzungen sowie kritischen Fehlern im
Programmablauf und zum Absturz des Programms fuhrt.

Der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten erweist sich somit als vielversprechender Ansatz,
der Potential fir weitergehende Untersuchung und ggf. Optimierungsmaoglichkeiten bietet.

6.4 Ausblick

Im Folgenden werden Probleme und Potentiale des UKF mit zeitbestédndigen Sigmapunkten
aufgefuhrt, die im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt werden konnten und weiterer
Untersuchung bedurfen.
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Die hohen Mahalanobis-Distanzen, die beim UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten
(und allen anderen untersuchten Filtern) in der Nahe des Aufprallzeitpunkts auftreten,
deuten auf eine zu geringe Schatzung der Unsicherheit im Verhaltnis zum tatsachlichen
Fehler der Schatzung in diesen Momenten hin (vgl. Abschnitt 6.1.2.3). Die Erwartung
bei der Entwicklung des UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten war jedoch, dass
dieser Effekt nicht mehr auftritt, da die zeitbestdndigen Sigmapunkte diese
Unstetigkeiten bzw. Modusiibergange durch eine entsprechende Kovarianzmatrix
reprasentieren konnen (vgl. Abschnitt 6.1.2.2). Zwar ist dieser Effekt bereits erkennbar,
jedoch nicht ausreichend und zuverlassig. Ein Ansatz zur Lésung dieses Problems
kénnte darin bestehen, dass gewichtete Sigmapunkte eingesetzt werden, bei denen
daflir gesorgt wird, dass diese ggf. einen bestimmten Mindestabstand zum Mittelwert
aufweisen, sodass Unstetigkeiten bzw. Moduslbergange stets in der Kovarianz
abgebildet werden kdnnen. In dem 3D-Szenario ware dies insb. entlang der z-Achse
relevant. Hierbei muss durch die Gewichtung der Sigmapunkte sichergestellt werden,
dass deren Kovarianz nicht von diesem Mindestabstand abhangt bzw. beeinflusst wird
und den Anforderungen des UKF genugt.

Die Kovarianz des UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten nach dem Messschritt ist
kleiner als beim UKF und daher wird jeder Sigmapunkt im Nachhinein wie im
Dynamikschritt so verandert, dass die Kovarianz der Sigmapunkte korrigiert wird, ohne
den Mittelwert zu verandern (vgl. Abschnitt 3.3). Hier stellt sich die Frage, ob es eine
Méoglichkeit gibt, bei der diese nachtragliche Korrektur entfallt und der Messschritt
direkt die korrekte Kovarianz liefert.

Um den UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten auch multi-modalen Ansatzen wie
einem Interacting Multiple Model Ansatz (IMM) verwenden zu kdnnen, muss ein
Verfahren entwickelt werden, das es bei der Zustandsinteraktion (state interaction)
erlaubt, anstelle der gewichteten Summen des Mittelwerts und der Kovarianzen die
gewichteten Summen der Sigmapunkte der verschiedenen Filter so zu bestimmen,
dass die ,ldentitat® jedes Sigmapunkis erhalten bleibt, da sich der UKF mit
zeitbestandigen Sigmapunkten eben hierdurch auszeichnet.

Es ist zu prifen, ob der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten ohne Weiteres auf H-
Mannigfaltigkeiten generalisiert werden kann. Dies wirde die Einsatzmoglichkeiten
dieses Filters weiter ausweiten.

In dieser Arbeit wurde ein hybrides, dynamisches System mit nur einem Modus und
einem ModusUbergang untersucht. Es ist daher zu untersuchen, wie sich der UKF mit
zeitbestandigen Sigmapunkten in Systemen mit mehr als einem Modus verhalt und wie
sich ein ggf. vorkommenden Wechsel der Domane auf die zeitbestandigen
Sigmapunkte auswirkt.

Die Werte fur die Konsistenz des UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten deuten auf
eine Schatzung der Kovarianz, die verhaltnismallig grol ist. Hier ist zu untersuchen,
warum dies der Fall ist und ob dies verbessert werden kann.
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7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein neuartiger Ansatz zur Zustandsschatzung hybrider, dynamischer
Systeme entwickelt und evaluiert. Ausgangspunkt war die Herausforderung, dass klassische
Kalman Filter Varianten wie der UKF nicht flr die Zustandsschatzung hybrider, dynamischer
Systeme geeignet sind.

Nach einer theoretischen Einfiihrung in die Theorie der Kalman Filter, hybrider Systeme und
bestehender hybrider Kalman Filter Varianten (Salted Kalman Filter, Hybrider Unscented
Kalman Filter) wurde der Unscented Kalman Filter mit zeitbestdndigen Sigmapunkten auf
Grundlage des UKF entwickelt. Durch die Beibehaltung der Sigmapunkte Uber die Zeitschritte
hinweg, wird die Zustandsschatzung hybrider, dynamischer Systeme ermoglicht. Zur
Untersuchung des Ansatzes wurden zwei Szenarien simuliert: Ein eindimensionales Szenario,
bei dem ein Ball unter Einfluss der Gravitation fallt, und am Boden mittels eines elastischen
StoRes abspringt und ein dreidimensionales Szenario, bei dem eine realitatsnahe
Ballbewegung mit Luft- und Rollreibung, Magnus-Effekt sowie kamerabasierter Messung
simuliert wird.

Die Auswertung zeigte, dass der entwickelte UKF mit zeitbestdndigen Sigmapunkten in der
Lage ist, den Systemzustand auch bei Moduslibergangen und tber Dynamikgrenzen hinweg
stabil und konsistent zu schatzen. Gegenuber dem Hybriden UKF mit Sigmapunkt-
Generierung und dem Salted Kalman Filter erzielt der UKF mit zeitbestandigen Sigmapunkten
eine vergleichbare Genauigkeit bei einfacherer Implementierung und geringerer Abhangigkeit
des Modellierungs- und Laufzeitaufwands von der Modellkomplexitat.

Somit stellt der Unscented Kalman Filter mit zeitbestédndigen Sigmapunkten einen
vielversprechenden Ansatz zur Zustandsschatzung von hybriden, dynamischen Systemen dar.
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Anhang A: Datentrager

Der Datentrager, der dieser Arbeit beiliegt, enthalt zum einen die digitale Version dieses
Dokuments und zum anderen den vollstandigen Python-Code, der im Rahmen dieser Arbeit
erstellt wurde.

Zusatzlich sind diese Dateien unter folgendem Link abrufbar:
https://nc.uni-bremen.de/index.php/s/xQwSTxKAbXQaiHy
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