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Kapitel 5: Zeitkomplexitat, reloaded




Einleitung

Weitere Themen rund um Zeitkomplexitat:

» Schaltkreiskomplexitat und parallele Berechnungen
(noch mehr Struktur innerhalb von P!)

* P-Harte

* Die Polynomielle Hierarchie: mehr Struktur zwischen P
und PSpace
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Schaltkreiskomplexitat




Motivation

Schaltkreis ist Verschaltung von logischen Gattern, berechnet
Boolsche Funktion f : {0,1}" — {0,1}

Das ist nichts weiter als Entscheidungsverfahren fur Problem L C {0, 1}*,
eingeschrankt auf Eingaben der Lange n

Familie von Schaltkreisen (C;);cn entscheidet also das gesamte L.

Schaltkreise interessant als Berechnungsmodell da:
* sie als abstraktes Modell fir Hardware verstanden werden kdnnen

* man sie verwenden kann, um massiv parallele Berechnungen zu
beschreiben
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Schaltkreise

Definition (Boolscher) Schaltkreis

N-arer Boolscher Schaltkreis C' ist Tupel (V, E,w, x4, ..., x,,0) wWobei
e (V, E) gerichteter azyklischer Graph,
e 11,...,x, €V Eingabeknoten mit Eingangsgrad 0
e 0 € V Ausgabeknoten mit Ausgangsgrad 0
o w:V\{xy,...,z,} — {7, A,V,0,1} Knotenbeschriftung so dass

— w(v) = -~ impliziert Eingangsgrad(v) = 1

— w(v) € {A,V} impliziert Eingangsgrad(v) = 2

— w(v) € {0,1} impliziert Eingangsgrad(v) = 0
Bei gegebener Belegung der Eingabeknoten mit 0,1 kann fir jeden
Knoten ein Wert berechnet werden. C berechnet Boolsche Funktion

fo : {0,1}* — {0,1} wobei fo(b1,...,b,) der Wert des Knotens o
bei Eingabebelegung b4, ..., b, ist
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KomplexitatsmaBe

Die Nicht-Eingabeknoten eines Schaltkreises werden Gates genannt

Sinnvolle KomplexitatsmaBe flr Schaltkreise:

e GrofBe |C| von Schaltkreis C' ist die Anzahl seiner Gates

e Tiefe d(C) von Schaltkreis C' ist die Lange des langsten Pfades in C @

Schaltkreis als Modell fur Hardware:

GroBe beschreibt Anzahl bendtigter Bauelemente

Schaltkreis als Modell fir massiven parallele Berechnungen:
e GroBe beschreibt Anzahl bendtigter Prozessoren

e Tiefe beschreibt Dauer der Berechnung
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Schaltkreise und Boolsche Funktionen

Definition Schaltkreiskomplexitat

Schaltkreiskomplexitat einer Boolschen Funktion f ist min{|C| | fc = f}

Es gibt Boolsche Funktionen mit exponentieller Schaltkreiskomplexitét:

Far alle n > 2 gibt es Boolsche Funktion f : {0,1}™ — {0, 1} mit Schalt-
kreiskomplexitat > 2-.

Interessanterweise kennt man keine "naturliche" Boolsche Funktion,
die mehr als linear viele Gates benétigt!

Das ist noch erstaunlicher, da man zeigen kann, dass fast alle Boolschen
Funktionen exponentielle Schaltkreiskomplexitat haben.
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Schaltkreise und Entscheidungsprobleme

Erkennen von Sprache:

e Wir beschranken uns 0.B.d.A. auf Sprachen L C {0,1}*

e Wir verwenden Familie (C},)pen = (C1,C5,Cs, ... ) wobei C,, Aritat n hat
und Eingaben der Lange n verarbeitet

Definition Erkennen von Sprachen

Familie (C,,).en von Schaltkreisen erkennt Sprache L C {0, 1}* wenn jedes
C,, die charakteristische Funktion F7, , : {0,1}" — {0,1} von LN {0,1}"

berechnet, wobei
1 wennwé€ L
FLm(w) p—

0 wennw¢L

Paritats-Beispiel leicht zu generalisieren zu Schaltkreisfamilie fir
PARITY := {w € {0,1}* | w hat Paritat 1}
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Schaltkreise und Entscheidungsprobleme

Boolsche Funktion:
Ein einziger Schaltkreis, Schaltkreiskomplexitat ist Zahl

Sprache:
Familie von Schaltkreisen, Schaltkreiskomplexitat ist Funktion

(wie Zeit- und Platzkomplexitat von TMs auch)

Definition Schaltkreiskomplexitat von Sprachen

Schaltkreiskomplexitat von L ist Funktion f : N — IN, so dass f(n) die
Schaltkreiskomplexitat von Fr, ,, ist.
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Polynomielle Schaltkreiskomplexitat

Jedes L € P hat polynomielle Schaltkreiskomplexitat.

ldeen:

e Fixiere p-zeitbeschrankte DTM M, nimm o0.B.d.A. an, dass
Eingabealphabet > = {0, 1} ist.

e Fir jede Eingabelange n, konstruiere Schaltkreis C,, so dass:
M akzeptiert w gdw. fo (w) =1

e Stelle Berechnung wieder als (p(n) + 2) x (p(n) + 1)-Matrix dar:

> Tqvao | a1 [ Jan [ L] [ L
> b q,aq | - an, e |

e Kodiere jeden moglichen Feldinhalt (I' U (Q x I')) als binare Zahl
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Uniformitat

Die Umkehrung gilt nicht ohne weiteres.

Es gibt unentscheidbare Probleme mit konstanter Schaltkreiskomplexitat.

Problem: jeder Schaltkreis im Beweis ist sehr einfach, aber das Berechnen
des Schaltkreises ist sehr schwer (bzw. unmaglich)

Definition Uniformitat

Familie (C,).en ist uniform, wenn es LogSpace-Transduktor gibt, der
bei Eingabe n den Schaltkreis C,, ausgibt.

Bei Schaltkreisen als Modell fir parallele Berechnungen ist uniformitat
offenbar eine sehr naturliche Annahme, Paritatsbeispiel ist uniform.

‘Ll_JJl Universitat Bremen




Uniformitat

Uniformitat stellt die gewiinschte Aquivalenz her

Definition CVP

Das Schaltkreisauswertungsproblem (Circuit Value Problem, CVP):
CVP := {(C,w) | C n-arer Schaltkreis, w € {0,1}", fo(w) = 1}

Leicht zu sehen: CVP ist in P (Azyklizitat ausnutzen)

Jedes Problem, das durch eine uniforme Familie von polynomiell
grof3enbeschrankten Schaltkreisen erkennbar ist, ist in P. ®

Interessanter: nicht nur Gr6Be, sondern auch Tiefe betrachten
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NC

Massiv parallele Berechenbarkeit:

* Die Schaltkreistiefe (Berechnungszeit) sollte nur logarithmisch sein

* Es ist akzeptabel, wenn die SchaltkreisgréBe (Anzahl Prozessoren)
polynomiell ist

Definition NC

Problem L ist in NC*, i > 1, wenn es uniforme Familie (C,,).cn gibt so dass
o (Ch)nen erkennt L
e es gibt k£ € N mit |C,,| € O(n*)
e d(C,) € O(log"(n))

Nun ist NC := J,~.o NC'

Schon gesehen: PARITY € NC' € NC
NC steht far Nick’s Class, nach Nicolas Pippenger
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NC

NC wird oft mit “effizient parallelisierbar” identifiziert, wobei aber:

e Bereits bei i = 3 ist log’(n) nur bei sehr grossen Eingaben

signifikant schneller als n (z.B. log’ (10000) > 10900)

Daflr ist die "poly viele Prozessoren” Annahme eher unrealistisch

e Entscheidungsprobleme und Optimierungsprobleme nicht mehr
wechselseitig reduzierbar

Trotzdem ist NC wichtige Komplexitatsklasse!
Beachte: NC' € NC? C --.NC ist unendliche Hierarchie in NC

Echtheit der Inklusionen unbekannt!
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NC

Wir setzen nun NC in Beziehung zu unseren bisherigen Klassen

Schon gezeigt:

NC CP

NC' C LogSpace
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NC

NLogSpace C NC* C NC

|ldee fur Konstruktion von C,,:

e Wir reprasentieren Konfigurationen durch uquv far Arbeitsband
plus Kopfposition auf Eingabeband (aber nicht dessen Inhalt)

e Dann ist Konfigurationsmenge nur von n abhangig, nicht von
genauer Eingabe

e Der Schaltkreis berechnet den transitiven Abschluss von “+,,”
auf dieser Konfigurationsmenge

e Der Basisfall a -, o' hangt dabei von Eingabe ab
(da Eingabeband nicht reprasentiert)
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NC

Ll_JJ Universitat Bremen

NogSpace

LogSpace




Kapitel 5

@ Universitat Bremen

Die Klasse AC




AC

In den bisher betrachteten Schaltkreisen sind alle Gates binar

Definition Generalisierter Schaltkreis

Ein generalisierter Schaltkreis ist ein Schaltkreis, in dem es folgende
Knotenarten gibt:

e Eingabeknoten
e 0- und 1-Knoten mit Eingangsgrad O
e A-und V-Knoten mit Eingangsgrad > 1

e A-und V-Knoten mit Eingangsgrad > 1

(wie A und Vv, jedoch mit negiertem Ergebnis)

Man nennt das auch “unbounded fan-in”

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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AC

Wir kdnnen nun Komplexitatsklassen analog zu NC definieren

Definition AC

Problem L ist in AC’, i > 0, wenn es uniforme Familie von generalisierten
Schaltkreisen (C},),en gibt so dass

e (Ch)nen erkennt L
e esgibt k € N mit |C,,| € O(nF)
e d(C,) € O(log"(n))

Nun ist AC := J;», AC’

Furalle n > 0: NC° C AC* € NC*™!

Ob alle diese Inklusionen echt sind, ist offen.

|Ll_JJ| Universitat Bremen

21




AC

Interessanterweise konnte folgendes negatives Resultat bewiesen werden
(ohne Beweis):

PARITY ¢ AC®

Beachte: AC bezieht sich auf Schaltkreise von konstanter Tiefe
und poly Grof3e (davon gibt es unendlich viele wegen unbounded fan-in)

Daraus folgt offensichtlich:

AC" C NC', also auch AC® C P.

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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P-Harte

Wegen der identifizierten, reichen Struktur innerhalb von P macht
es Sinn, Harte und Vollstandigkeit fir P zu betrachten.

Insbesondere NC vs. P: ist jedes Polynomialzeitproblem effizient
parallelisierbar?

Vermutlich nicht, aber Beweis steht aus!

Polynomialzeit-Reduktionen sind hier nicht sinnvoll, da
far alle L, L' € P mit L’ nicht-trivial: L <, L’

(nicht-trivial: es gibt positive Instanzen und negative Instanzen)

l@l Universitat Bremen
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P-Harte

Definition P-Harte, P-Vollstandigkeit
Problem L ist

e P-hart wenn L' <., L fur alle L' € NP;

e P-vollstandig wenn L P-hart und in P.

Also: wenn Problem L P-vollstandig, dann

1. L nicht mit logarithmischem Platz entscheidbar, auBer wenn LogSpace = P

2. L nicht effizient parallelisierbar (in NC), auBer wenn NC = P

Fdr 2. brauchen wir allerdings noch:

Wenn L € NC und L’ <, L, dann L’ € NC.

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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P-Harte

CVP ist P-vollstandig.

Weitere P-vollstandige Probleme z.B.:
» das Leerheitsproblem fur kontextfreie Grammatiken

» gegeben einen ungerichteten Graph und n = 0, gibt es Teilgraph
(induziert durch Knotenmenge) in dem alle Knoten mindestens
Grad n haben?

Ll_JJ Universitat Bremen 26




Kapitel 5

@ Universitat Bremen

Die polynomielle Hierarchie

27




PH

(N)LogSpace, NC, AC, etc: reiche Struktur innerhalb von P

Die polynomielle Hierarchie liefert Struktur zwischen P und PSpace

Wichtiges Problem fiir Schaltkreisentwurf:

Definition Minimal Circuit (MC)

Schaltkreis C' ist minimal wenn |C’| > |C| fur alle C’" mit fo = fer.
MC ist Menge aller minimalen Schaltkreise.

Was ist die "richtige" Komplexitatsklasse (Vollstandigkeit!) flr dieses
Problem?

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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PH

Orakel: Unterprogramm, dessen Zeitverbrauch wir mit "1" bewerten
Wird als formale Sprache dargestellt

Definition Orakel-TM

Eine Orakel-TM (OTM) MZ© ist eine (deterministische oder nicht-deter-
ministische) TM M ausgestattet mit einem Orakel O C ¥*. OTM hat

e ein zusatzliches Orakelband
e drei spezielle Zustande g7, q,q_.

FUr ¢, und ¢_ sind normale Transitionen definiert. Der Folgezustand
von g- ist ¢, wenn das momentane Wort auf dem Orakelband in O ist
und g_ sonst. Kopfposition und Bandinhalte bleiben dabei unverandert.

Beachte: das Orakel kann sehr komplex sein, sogar unentscheidbar!
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PH

Definition Orakel-Komplexitatsklassen

Sei O C Y* ein Orakel. Dann:

e P9 :={L| L wird von ODTM M? in poly-Zeit entschieden }
e NP? := {L | L wird von ONTM M© in poly-Zeit entschieden }

Sei C Komplexitatsklasse. Dann:

PC .— U PO  NPC .= U NP
oeC oecC

Leicht zu sehen:
e PP =P, NP" = NP;

o PNP — PSAT nd ebenso fiir jedes andere NP-vollstandige Problem

NPNP = NP ist hingegen nicht klar, denn co-NP < PNP < NPNP

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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PH

Wir werden im folgenden auch Komplemente von Orakelklassen
verwenden.

Einige einfache Beobachtungen:
o PC = P ynd NP¢ = NP (vertausche ¢, und ¢_)
e co-NPC bedeutet co-(NP€), denn (co-NP) nicht definiert
e co-(P¢) = PC analog zu P = co-P

e co-NP° vs. NP¢ analog zu co-NP vs. NP

Ll_JJ Universitat Bremen
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PH

Die polynomielle Hierarchie entsteht nun durch wiederholtes Orakel-
anwenden

Definition Polynomielle Hierarchie

o X' =NP, TIY = co-NP, AT =P
o FUr k > 1 sei
ZP
— ¥, = NP
- I, =co-X

_ AP  _ pXP
AP, —P% )

Also schon gezeigt: MC € II5.

Firalle £ > 1 gilt: A} € X7 C A}, und A} CII) C A},

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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\/
/\

1Y = co-NP

\/

Echtheit der Inklusionen ist unbekannt.
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PH

Es gibt auch eine Klasse flur die gesamt polynomielle Hierarchie:

Definition Polynomielle Hierarchie

PH = Uk:21 EZ

Die polynomielle Hierarchie liegt zwischen P und PSpace:

PH C PSPACE

Ll_JJ Universitat Bremen
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PH

Die polynomielle Hierarchie kollabiert wenn PH = X7 fur eine k& > 1

Wenn X)) = ¥} |, dann PH = X7

Also: X} # X, starkere Annahme als X}, # ¥}

und P £ NP schwachste aller dieser Annahmen

Anders formuliert;: PH kollabiert am ehesten weit oben!

Wenn PH = PSPACE, dann kollabiert PH.

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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Charakterisierung PH |

Charakterisierung generalisiert Definition von NP

L € X7 gdw. es Polynom p und L’ € P gibt so dass

L={w|3u; € AVus € AFuz € A...Qui € A: (w,uq,...,ux) € L'}

wobei A = {0, 1}7(*D) und @ der sich durch Alternierung ergebende Quantor.
y

Die Klassen der polynomiellen Hierarchie werden also mittels logischer
Ausdruckbarkeit beschrieben

Frage nach Echtheit der Inklusionen in PH: liefern zusatzliche Quantoren-
alternierungen zusatzliche Ausdrucksstarke?
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Charakterisierung PH

Lemma I

Fir L C ¥* gilt L € X7 gdw. es gibt Polynom p und Relation R C ¥* x I'*
so dass

e (w,b) € Rimpliziert |b| < p(|w])
e Relll | (wobeillj :=P)
e L={w|3b: (w,b) € R}

|dee:
e Induktion Uber &
e Der Fall £ = 1 folgt direkt aus Definition NP

e In ’=" ist der Beweis b eine Berechnung der NTM zusammen mit Be-
weisen fur die "ja”-Antworten des Orakels (induktiv)

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Charakterisierung PH

Korollar |

Fir L C ¥* gilt L € II; gdw. es gibt Polynom p und Relation R C ¥* x I'*
so dass

e (w,b) € Rimpliziert |b| < p(|w])
e Re X} | (wobei X :=P)

o L={w|VbeTI* mit|b <p(wl|): (w,b) € R}

Beweis: Fir L € 3 gibt es R wie in vorigem Lemma, verwende fir L:
R:={(w,b) € &* xI'* | (w,b) ¢ Rund |b| < p(jw|)}

Aus Lemma + Korollar folgt nun das urspringliche Theorem:
Ersetze wiederholt ¥ und II} durch ihre Beweissysteme

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Vollstandigkeit
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Vollstandigkeit

Um Probleme korrekt in die polynomielle Hierarchie "einzuordnen”,
brauchen wir Vollstandigkeitsbegriff

Fdr k& > 1 ist Problem L
e X7 -hart wenn L' <, L fur alle L' € ¥7;

e NP-vollstdndig wenn L sowohl X7 -hart als auch in X7

Fur TI?, A” und PH analog (ausser fir A? — P)

Aber PH hat wahrscheinlich keine vollstandigen Probleme:

Wenn fur PH vollstandige Probleme existieren, kollabiert die Hierarchie l ®
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Vollstandigkeit

QBF liefert uniforme Familie von "typischen" vollstandigen Problemen

FUr V =v4,...,v, schreiben wir 3V als Abklrzung fur Jv; - - - Jv,,
VV als Abkulrzung flr Yo, - - - Vo,

Definition k-QBF |

QBF Q.V; - - Q,, Vo heisst k-QBF wenn
o n==~%

e ()1 =3,Q> =V, Q3 = 3, etc. (Quantoren alternieren)

QBF,, ist die Menge aller glltigen k-QBFs.

Beispiel fur 3-QBF: Jv, JvyVugJvydus.o

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Vollstandigkeit

Fir alle £ > 1 ist QBF,, X7 -vollstéandig. l.

Idee:

e “in ¥7”: benutze logische Charakterisierung

e Harte: benutze logische Charakterisierung und Ubersetzung
von TM in AL-Formel analog zum Beweis von Cook’s Theorem

Beginnt man die Quantorenalternierung mit “v”, so ist £-QBF II; -vollstandig.

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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Vollstandigkeit

In der Logik gibt es verschiedene nattrliche Probleme, die voll-
standig fur Klassen der polynomiellen Hierarchie sind.

Definition MINSAT |

Far zwei WZen 7 und 7" schreiben wir = < «’ gdw.
7' (v) = 1 impliziert 7(v) = 1 fUr alle Variablen V/
m ist minimales Modell von AL-Formel ¢ wenn
o 7 erflllt p
e flr alle 7/, die o erfillen, gilt 7 < «’

MINSAT ist die Menge aller Tripel (¢, v) mit ¢ AL-Formel und v Variable
so daf3 w(v) = 0 in allen minimalen Modellen von .

A

MINSAT ist 115 -vollstandig. I

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Vollstandigkeit

Weiteres naturliches vollstandiges Problem z.B.:

Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken (iber
1-elementigen (Terminal-)Alphabeten ist II5-vollstandig.

E s wirdvermute ©t, lass
]

0

FUr Klassen weit oben in der polynomiellen Hierarchie scheint es
nur sehr wenig "naturliche" vollstandige Probleme zu geben

l@l Universitat Bremen
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Wie viele Klassen gibt es eigentlich?
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Mehr Komplexitatsklassen

Abgesehen von den angegebenen Buchern:

Ll_JJ Universitat Bremen

http://qwiki.stanford.edu/wiki/Complexity_Zoo
http://www.math.ucdavis.edu/~greg/zoology/
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Volistandigkeit far PH
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