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Organisatorisches

Vorlesung: Mo 10:00 - 12:00 MZH 1400

Hauptsachlich Folien,
ausgesuchte Beispiele + Beweise an der Tafel

Skript:

O Verfugbar auf Webseite

QO TeileI + II: VL Theoretische Informatik I

O Teile IIT + IV: VL Theoretische Informatik II
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Ubungsgruppen

Q 7 Gruppen zu unterschiedlichen Terminen,
Eintragen ab 15:00 uber Stud.IP (nur eine Gruppe!)

QO Beginn kommende Woche

O Jede Woche ein Aufgabenblatt auf VL-Homepage, das
in der Ubungsgruppe gemeinsam geldst wird

O Jede zweite Woche werden die Aufgaben abgegeben
und korrigiert (bis Montags 12:00, Postfach Tutor)

O Die Bearbeitung der Aufgaben erfolgt in Gruppen von
2-3 Personen

O In der kommenden Woche muss nichts abgegeben
werden.



Scheine / Prufungen

Prifungsmodalitaten

O

O

O

Insgesamt mussen 50% der Punkte erreicht werden
Note wird Uber alle Blatter gemittelt

Zusatzlich Fachgesprach am Ende des Semesters
(Prifungsleistung, Anderung der Note moglich)

Ubungen gehdéren zum Vorlesungsstoff!



Theoretische Informatik Il

Behandelte Gebiete: Berechenbarkeit und Komplexitat

Kann jede Programmiersprache dasselbe berechnen?

Gibt es Probleme, die gar nicht berechenbar sind /
was sind die Grenzen der Berechenbarkeit?

Sind alle Berechungsprobleme gleich schwer?

Kann man effizient zwei Zahlen addieren?

Kann man effizient Sudokus 10sen?

Was heiB3t “effizient”?



Zusammenhang zu Theoretische Informatik 1

Unser zentrales Berechnungsmodell werden Turingmaschinen sein

Dadurch ergibt sich ein Zusammenhang zu den formalen Sprachen:

e Turingmaschinen stellen sich als “richtiges” Automatenmodell

fiir Typ O-Sprachen heraus

e in modifizierter Form liefern sie Automatenmodell fiir Typ 1-Sprachen

Sprachen vom Typ 0 gehoren also ins Gebiet der Berechenbarkeit

Die in Theolnf I gestellten Fragen (Abschlusseigenschaften, Wortproblem, etc)

haben in der Berechenbarkeit oft eine natiirliche Bedeutung.



Theoretische Informatik 1 — Kurze Wiederholung
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Alphabet: endliche Menge von Symbolen, z.B. ¥ = {a, b, ¢}

Wort iiber Alphabet >:: endliche Folge von Symbolen aus >, z.B.:

w1 = aabcaabbcbaa wy = abba wy = ¢

Formale Sprache iiber Alphabet >.: Menge von Wortern iiber 2, z.B.:
Ly ={a"0" | n > 0} = {e, ab, aabb, aaabbb, ...}
Ly ={a" | nprim } = {aa, aaa, acaaa, aacaaaa, . ..}
Ly =1
L,={e}

Interessante Sprachen sind i.d.R. unendlich.
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Grammatiken sind allgemeines Werkzeug zur Definition von Sprachen
Formal ist Grammatik ein 4-Tupel G = (N, >, P, S)

Zum Beispiel:

S — aSh
S — ¢

Ableitbare Worter: e, ab, aabb, aaabbb, . ..

Erzeugte Sprache also L(G) = {a"b" | n > 0}

Verschiedene Typen von Grammatiken charakterisiert durch die Form von Regeln

Komplexere Typen von Grammatiken konnen komplexere Sprachen erzeugen.



Definition (Chomsky-Hierarchie, Typen von Grammatiken)

Eine Grammatik G = (N, X, P, .S) ist vom...
Typ 0 Jede Grammatik

Typ 1 Kontextsensitive Grammatik:

Regeln w — w mit |u| > |w| (nicht verkiirzend)

Ausnahme: Regel S — ¢ erlaubt

wenn S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt.

Typ 2 Kontextfreie Grammtik:
Regeln A — w mit A Nichtterminal, w beliebig.

Typ 3 Rechtslineare Grammatik:
Regeln A — uB oder A — u mit A Nichtterminal, © Terminalwort




Beispiel 6.3 (Fortsetzung)

G=(N,%,PS)mit N ={S,B},> ={a,b,c} und
P ={S — aSBc, S — abc, cB — Bc, bB — bb}

S Fa abe

nte @ ¢ aaSBcBe ¢ aaa_bc_Bch e aaabB_cﬁc

|tn

I—é aaa@B_ccc |—2G aaabbbeee
Es gilt: L(G) = {a"b"c" | n > 1}

Diese Sprache ist unsere ‘prototypische’ kontextsensitive Sprache.

Wir hatten bereits gezeigt:
sie ist nicht kontextfrei! (Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen)
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Automaten sind weiteres wichtiges Werkzeug zur Definition von Sprachen

Endliche Automaten erkennen genau die reguldren Sprachen (Typ 3)

b a

7z.B.

Kellerautomaten erkennen genau die kontextfreien Sprachen (Typ 2)

(LTI
Lese—A
kopf
endliche Schreiblesekopf
Kontrolle
« nur oberstes Symbol
N y sichtbar
v * Anderung des Inhalts
= NEA nur von oben

+ kann beliebig gro3 werden

\"4
Keller
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Konkreter Kellerautomat A:

(I,/Zo/ZZO
a/Z|77 bjZ/e

" b/ 7 /e }@ e/Zy/e }@

Es gilt L(A) = {a"b" | n > 1} (unsere ‘prototypische’ kontextfreie Sprache):

e fiir jedes gelesene a wird ein Z auf den Keller geschoben,
fiir jedes gelesene b ein £ vom Keller genommen

e ist die Eingabe nicht aus a*0*, so blockiert der Automat

e wenn nach Lesen der Eingabe das Kellerstartsymbol oben auf Keller liegt,
akzeptiert A (per leerem Keller)
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Weitere wichtige Themen: Abschlusseigenschaften

IiNLy | LyUL, I Ly

kontextfrei X ‘/ X ‘/ ‘/
regular ‘/ \/ ‘/ ‘/ ‘/

...und die algorithmische Losbarkeit und Komplexitit wichtiger Probleme:

Wortproblem| Leerheitsprob... Aquivalenzprclb.

Typ 2 Grammatik /

PDA polyzeit polyzeit ??7?
NEA /reg. Ausdruck / linearzeit linearzeit wohl nicht
Typ 3 Grammatik polyzeit

DEA linearzeit linearzeit polyzeit




EinfUhrung Berechenbarkeit




Berechenbarkeit / Entscheidbarkeit

Y

Wir interessieren uns fir
e Entscheidungsprobleme, dargestellt als Mengen PP C >.*
Zum Beispiel das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken:
Menge {code(G) | G kontextfreie Grammatik und L(G) = 0}

wobei code((7) die Kodierung der Grammatik G als Wort ist

/ Stelligkeit
e Funktionen f : N*¥ — N

Zum Beispiel:
e Konstante Nullfunktion f : N — N mit f(z) =0

e Binire Additionsfunktion f : N? — N mit f(x,y) =2 +y



Berechenbarkeit / Entscheidbarkeit

Intuitiv nennen wir

e Entscheidungsproblem P C >* entscheidbar wenn es einen
Algorithmus gibt, der P entscheidet, also:

bei Eingabe w € >.* Ausgabe 1 wenn w € P und Ausgabe 0 sonst

(nach endlicher Zeit!)

e Funktion f : N¥ — N berechenbar wenn es einen Algorithmus gibt,
der f berechnet, also:

bei Eingabe (71, ..., ;) € N* Ausgabe f(x1,...,1,)

(nach endlicher Zeit!)

Wir werden diese Begriffe spater formal definieren (Was ist “Algorithmus™?)



Berechenbarkeit / Entscheidbarkeit

Y

Nachweis der Berechenbarkeit:

Um fiir eine Funktion f intuitiv klarzumachen, dass sie berechenbar ist,
genligt es, einen Algorithmus anzugeben, der f berechnet.

Dies kann z.B. in Form eines Pascal-, Java- oder C-Programms geschehen
oder als abstrakte Beschreibung der Vorgehensweise.

Wir haben in Theorie I einige Berechenbarkeitsbeweise gefiihrt, z.B.

das Wortproblem fiir kontextfreie Sprache L:
e abstrakte Beschreibung: Wandel einer Typ 2 Grammatik in Chomsky-NF

e CYK-Algorithmus in Pseudocode

Genug Information fiir Implementierung in konkreter Programmiersprache!

Wir haben also eher eine intuitiven Begriff von Berechenbarkeit verwendet!



Berechenbarkeit / Entscheidbarkeit

Fundamentale Beobachtung:
Es gibt Funktionen und Entscheidungsprobleme, die wohldefiniert und
vollstindig beschrieben sind, aber trotzdem nicht berechenbar / entscheidbar.

Nicht klar ist z.B. die Berechenbarkeit der Funktion f : N — N mit

1 wenn n als “Teilwort” in der Dezimaldarstellung der Zahl 7 vorkommt

fln) = { 0 sonst

Zum Beispiel f(1415) = 1, da 7 = 3, 1415...

Dieses f ist wohldefiniert und vollstandig beschrieben, aber es ist nicht direkt
klar, wie man einen f berechnenden Algorithmus findet

(es ist nicht ausreichend, nach und nach alle Dezimalstellen von 7 zu erzeugen
und einfach auf das Teilwort n “zu warten”: Endlosschleife wenn f(n) = 0!)



Aber wie beweist man, dass fiir ein Problem kein Algorithmus existiert?

Dazu muss man zunéchst formal (statt intuitiv!) die Frage beantworten:

Was ist ein Algorithmus?

Mogliche Antworten:
e Programmiersprachen: C, Pascal, Java, Lisp, Prolog, Assembler, etc.

e Mathematische Formalismen: Turingmaschine, Registermaschine (RAM),
WHILE Programme, p-berechenbare Funktionen, \-Kalkiil,
Abstract State Machines (ASMs), etc.

Fundamental: alle diese Modelle sind gleich michtig, d.h.: jede Funktion ist
entweder in allen diesen Modellen berechenbar oder in keinem davon



Wir werden in dieser Vorlesung drei Berechnungsmodelle betrachten:

p—

e Turingmaschinen

e WHILE-Programme — gleich méchtig

e ,i-rekursive Funktionen

Church-Turing These:

Die (intuitiv) berechenbaren Funktionen sind genau die mit Turingmaschinen
(und damit auch mit p-rekursiven Funktionen, WHILE-Programmen, Java-

Programmen etc.) berechenbaren Funktionen.

Man spricht hier von einer These und nicht von einem Satz, da es nicht moglich
ist, diese Aussage formal zu beweisen:

der intuitive Berechenbarkeitsbegriff ist ja nicht formal definierbar,
man kann dariiber also keine formalen Beweise fiihren.
Es gibt aber sehr gute Indizien fiir die Richtigkeit der These:
w Vielzahl dquivalenter Berechnungsmodelle.




Teil III: Berechenbarkeit

§11.
§12.
§13.
§14.
§15.
§16.

§17.

Turingmaschinen

Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken
LOOP-Programme und WHILE-Programme
Primitiv-rekursive Funktionen und p-rekursive Funktionen
Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit, Aufzihlbarkeit
Universelle Turingmaschinen und unentscheidbare Probleme

Weitere unentscheidbare Probleme



