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Outline of Lecture 10

‣ Basics of First-order logic
‣ A sketch of Description Logics and the relation 

to First-order logic and Modal Logic
‣ Combining quantifiers with modalities
‣ Counterpart Theory

First-Order Logic (FOL)

‣ FOL is an expressive, general purpose language
‣ With historical roots in
‣ Aristotelian Syllogisms

‣ e.g. conclusions inferred from two (quantificational) premises
‣ Boole’s logic

‣ e.g. the basic algebraic rules governing conjunction, negation, etc. (1854)
‣ Frege’s Begriffsschrift  

‣ a fully formal notation for logic encompassing modern first-order (1879)
‣ Peirce’s logical investigations 

‣ e.g. the distinction between first- and second-order quantifier (1885)
‣ Important historically in axiomatising foundational theories in mathematics



First-Order Logic

‣ The `axiomatic method’: 
‣ completely abstract description of a  domain by specification of what 

objects exist and what their properties are, e.g.:
‣ Abstract Algebra (groups, fields, vector spaces) (e.g. Galois 1832)
‣ Euclid’s Geometry as axiomatised by David Hilbert (1899)
‣ Set Theory, e.g. ZFC (1908-1930) or NBG (1920s-1940s)

‣ also applied in
‣ specification of software
‣ logic programming
‣ axiomatisation of upper/foundational ontologies

FOL: More History

‣ Gödel's completeness theorem, proved by Kurt Gödel in 1929
‣ Undecidability: Alonzo Church and Alan Turing in 1936 and 

1937, respectively, gave a negative answer to the 
Entscheidungsproblem posed by David Hilbert in 1928. 

‣ Expressivity:  By the Löwenheim–Skolem theorem, there is no 
FOL theory that has as its unique model the natural numbers. 

‣ Many-sorted first-order logic is mostly like standard first-order 
logic, but with a set S of sorts and correspondingly sorted 
constant, function, and predicate symbols. 

Many-Sorted First-Order Logic: Syntax

‣ Non-logical symbols (signatures)
‣ a signature ! is a triple <S, F, P> with
‣ S a set of sorts, and S* the set of words over S
‣ for each w ! S*, a subset Fw,s " F of  function symbols
‣ for each w ! S*, a subset Pw " P of predicate symbols
‣ constants of sort s are the nullary functions in F",s

‣ Logical symbols
‣ a set Xs  of variables for each sort s. 
‣ the Boolean operators, conjunction, negation, etc.
‣ the identity symbol = and the quantifiers ‘for all’ # and ‘exists’ $.

‣ Formulae are constructed in the usual way respecting typing

‣ Given a signature ! = <S, F, P>, a !-model M consists of:

‣  

‣  

‣

Many-Sorted First-Order Logic: Semantics

A carrier set Ms �= ∅ for each sort s ∈ S

A function fMw,s : Ms1 × . . .×Msn →Ms for each f ∈ Fw,s,
where w = s1 · · · sn.
In particular, for a constant, this is just an element of Ms.

A relation pMw ⊆ Ms1 × . . .×Msn for each p ∈ Pw, w = s1 · · · sn.

‘Standard’ FOL has simply just one sort (single-sorted).



Natural Language Examples

‣ “Every person who lives in Bremen lives in Germany”
‣ Pick a unary predicate Person
‣ Two constants Bremen and Germany
‣ A binary relation lives-in

‣ Formalise as:
‣ # x . Person (x) % lives-in(x, Bremen) & lives-in(x, Germany) 

‣ Alternative formalisations:
‣ Axiomatise: Cities, Countries, Containment (Parthood)

‣ Limitations: Quantification over predicates, modalities, 
constructions such as ‘terribly small’, ‘walking quickly’, etc.

FOL Example: Mereology in Dolce

‣ Parthood is a partial order, i.e. a reflexive, antisymmetric, 
transitive binary relation

‣ Generic mereology for sort s, and mereology for sorts T, S, PD 
spec GenMereology [sort s] =

GenParthood [sort s]
then

preds PP(x, y : s) ⇔ P(x, y) ∧ ¬ P(y, x);
O(x, y : s) ⇔ ∃ z : s • P(z, x) ∧ P(z, y);
At(x : s) ⇔ ¬ ∃ y : s • PP(y, x);

then
∀ x, y : s

• ¬ P(x, y) ⇒ (∃ z : s • P(z, x) ∧ ¬ O(z, y))
• ∃ z : s • At(z) ∧ P(z, x)

then %implies
∀ x, y, z, z�: s

• (∀ z�: s • At(z�) ⇒ P(z�, x) ⇒ P(z�, y)) ⇒ P(x, y)
• (∀ z : s • O(z, x) ⇔ O(z, y)) ⇒ x = y

end

spec Mereology =
Primitives

then
GenMereology [sort T ]

then
GenMereology [sort S ]

then
GenMereology [sort PD ]

end

Description Logics

‣ DLs focus on the representation of terminological knowledge:
‣ formalise the basic terminology adopted in an application

‣ Terminologies are formalised as a collection of concepts and relations
‣ e.g. ‘Course’, ‘Lecturer’, and ‘gives_course’, ‘attends_lecture’

‣ DL knowledge bases define basic concepts and give relationships 
between them in the form of subsumptions

‣ Atomic symbols:                                                                                                                                          
‣ concept names (unary predicates): 
‣ role names (binary predicates): 

‣ Concept constructors:                                                      Manchester Syntax (HETS)
‣ Top/Bottom                                                          Thing , Nothing
‣ negation                                                                 not C
‣ conjunction                                                            C and D
‣ disjunction                                                             C or D
‣ existential restriction                                            R some C  
‣ value restriction                                                    R only C

‣ Complex concepts: 
‣ For example: Human ⊓ $ Lives-in Bremen ⊑ $ Lives-in Germany

The Description Logic ALC

¬(A � ∃R.(∀S.B � ¬C))

� , ⊥
¬C

C �D

C �D

∃R.C

∀R.C

A, B, C, D, . . .

R, S, T, . . .



‣ A model is a pair <W, I> where W is a set and I an interpretation function
‣ assigning subsets of W to concept names
‣ subsets of W × W to role names 

‣ Concept constructors:                                                      
‣ W, empty set '                                                          
‣ set complement                                                                 
‣ set intersection                                                            
‣ set union                                                             
‣ { v ! W ∣ $ w ! W . v R w % C(w) }                                              
‣ { v ! W ∣ # w ! W . v R w & C(w) }                                                   

Semantics of ALC

� , ⊥
¬C

C �D

C �D

∃R.C

∀R.C

A, B, C, D, . . .

R, S, T, . . .

Example: Pizzas

‣ Here is a small excerpt from the pizza ontology:

‣ It follows that the following is true in all models of this Tbox:
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TBox reasoning
T |= C � D iff T |= unsat(C � ¬D)
T |= unsat(C) iff T |= C � ⊥

Complexity of TBox reasoning for ALC:

• general TBoxes: EXPTIME complete

• empty or acyclic TBoxes: PSPACE complete1.

Acyclic TBoxes contain only definitions A ≡ C, such that concept depen-
dency is acyclic (A depends on all concepts occuring in C).

In contrast closed world semantics would assume, that unspecified facts
are false:

Example 2.2.8.

� VegetarianPizza � Pizza
� MagheritaPizza � Pizza
� TomatoTopping � VegetableTopping
� MozzarellaTopping � CheeseTopping
� VegetarianPizza ≡ ∀ hasTopping (VegetableTopping � CheeseTopping)
� MagheritaPizza � ∃ hasTopping MozarellaTopping �
� ∃ hasTopping TomatoTopping �
� ∀ hasTopping (MozzarellaTopping � TomatoTopping) ✌✆

ABox-Reasoning: for example: Instance checking:

T ,A |= a : C iff T ∪A ∪ { not a : C} inconsistent

Complexity of deciding ABox consistency may be harder than TBox reason-
ing, but it usually is not. For ALC it is PSpace/ExpTime complete.

2.2.2 Extensions of ALC

Definition 2.2.9 (The logic ALCQ). ALCQ extends the sentences of ALC
with three cases:

(Hets) Manchester syntax

C ::= . . .
| ≤ nR.C for R ∈ R R max n C

{x ∈ ∆I |n ≥ |{y ∈ ∆I |(x, y) ∈ RI , y ∈ CI}|}
| ≥ nR.C for R ∈ R R min n C

{x ∈ ∆I |n ≤ |{y ∈ ∆I |(x, y) ∈ RI , y ∈ CI}|}
| = nR.C for R ∈ R R exactly n C

{x ∈ ∆I |n = |{y ∈ ∆I |(x, y) ∈ RI , y ∈ CI}|}

1We know that P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXPTIME and that P ⊂ EXPTIME, so it is
possible that PSPACE ⊂ EXPTIME.

MagheritaPizza� VegetarianPizza

Owl: DL SROIQ

‣ The web ontology language OWL uses the logic SROIQ, adding e.g.:

‣ For more on DLs and OWL, see e.g.:        
‣ http://dl.kr.org/courses.html  
‣ http://semantic-web-book.org/page/ESSLLI_2009

28 CHAPTER 2. LOGICS

(Hets) Manchester syntax Semantics

φ ::= . . .

| R1; . . . ;Rn � R ObjectProperty: R RI
1 ◦ . . . ◦RI

n ⊆ RI

SuperPropertyOf R_1; ... ;R_n

| Dis(R1, R2) ObjectProperty: R_1 Disjoint R_2 RI
1 ∩RI

2 = ∅
| Ref(R) ObjectProperty: R Reflexive ∀x ∈ ∆I .RI(x, x)
| Irr(R) ObjectProperty: R Irreflexive ∀x ∈ ∆I .¬RI(x, x)
| Asy(R) ObjectProperty: R Asymetric ∀x, y ∈ ∆I

R(x, y) → R(y, x)
where R ◦ S = {(x, z)|∃y.(x, y) ∈ R, (y, z) ∈ S}

The new concept ∃R.Self with (∃R.Self)I = {x|x ∈ ∆I , (x, x) ∈ RI} and

the universal role U with UI = ∆I ×∆I
.

Axioms about roles are collected in the RBox.
Complexity of SROIQ: N2ExpTime-complete (nondeterministic runtime
O(2(2n)), det. runtime O(222n

)

2.2.3 Signature morphisms

Definition 2.2.15. Given two DL signatures Σ1 = (C1,R1, I1) and Σ2 =
(C2,R2, I2) a signature morphism σ : Σ1 → Σ2 consists of three functions

• σC : C1 → C2,

• σR : R1 → R2,

• σI : I1 → I2.

Definition 2.2.16. Given a signature morphism σ : Σ1 → Σ2 and a Σ1-

sentence φ, the translation σ(φ) is defined by inductively replacing the sym-

bols
1

in φ along σ.

Definition 2.2.17. Given a signature morphism σ : Σ1 → Σ2 and a Σ2-

model I2, the σ-reduct of I2 along σ I2|σ is the Σ1-model I1 defined by

• ∆I1 = ∆I2

• AI1 = σC(A)I2 , for A ∈ C1

• RI1 = σR(R)I2 , for R ∈ R1

• aI1 = σI(a)I2 , for a ∈ I1

Proposition 2.2.18 (satisfaction condition). Given σ : Σ1 → Σ2, φ1 ∈
Sen(Σ1) and I2 ∈ Mod(Σ2)

I2|σ|= φ1 iff I2 |= σ(φ1)

Proof. Induction over the structure of φ1

1Note that φ and σ(φ) live in the same DL.

Logic Translations

‣ How do we move from one logic to another?
‣ change of syntax
‣ change of semantics

‣ Requirements
‣ preserve the meaning of the original formalisation
‣ models of the original formulas should be ‘obtainable’  from 

the models of the translated formulas 



Example: The Standard Translation

‣ The standard translation T from ALC to FOL maps 
‣ Concepts names A  !  unary predicates PA

‣ Role names R           !  binary predicates PR

‣ Object names a        ! constants ca

‣ and uses the following translation rules for complex concepts:

T x(A) = PA(x)
T x(¬C) = ¬T x(C)

T x(C �D) = T x(C) ∧ T x(D)
T x(C �D) = T x(C) ∨ T x(D)
T x(∃R.C) = ∃y.PR(x, y) ∧ T y(C)
T x(∀R.C) = ∀y.PR(x, y) → T y(C)

‣ Concepts correspond to formulas 
with exactly one free variable.

‣ Ty is just like Tx with x and y 
interchanged

‣ Note that two variables are 
enough for the translation

Modal Logic and DL

‣ Modal (propositional) logic adds sentential operators like 
‘possibly’, or ‘necessarily’, to propositional logic: 

Chapter 4

Outlook

4.1 Modal logic

ALC ∼= multimodal logic K

ALC K
concept C formula ϕ
atomic concept A propositional variable p
C �D ϕ ∧ ψ
C �D ϕ ∨ ψ
¬C ¬ϕ
∃R.C ♦Rϕ
∀R.C �Rϕ
(∆, (CI)C∈C, (RI)R∈R) Kripke model with set of worlds (∆),

accessibility relations (RI) and inter-
pretation of propositional variables CI

�(R)ϕ �ϕ → ϕ . . .
necessarily ϕ �
always ϕ �
ϕ ought to be −
Agent R knows ϕ �
Agent R believes ϕ −
After program R terminates ϕ holds − (�R⊥ ∼= R doesn’t terminate)

4.1.1 Correspondence theory

Proposition 4.1.1. A Kripke frame satisfies �p → p (actually meaning:
∀p.�p → p) iff the accessability relation is reflexive.

Definition 4.1.2 (global satisfaction). Γ |=g iff for all Kripke models M :
(for all worlds w in M , M,w |= Γ) ⇒ (for all worlds w in M , M, w |= ϕ)

79

‣ The correspondence on 
the right gives rise to a 
logic translation.

Heterogeneous Ontologies

‣ In order to systematically link 
ontological modules formulated in 
different formalisms we need to:
‣ fix a logic graph
‣ give logic translations 

(institution co-morphisms)

Modality and 
Quantification

B a s i c  P r o b l e m s
B a r c a n  F o r m u l a e

L a m b d a  A b s t r a c t i o n
C o u n t e r p a r t s



Outline

• Modality, Quantification, and Identity 
(Aristotle, Modal Syllogistic)

• De Re/De Dicto, and Lambda Abstraction 
(Stalnaker, R. Thomason 1968, Fitting 1998)

• Kripke Semantics for QML (Kripke 1963)
• FOL Counterpart Theory as Semantics for QML

(David Lewis 1968)

Combining Modality and Quantifiers

‣ All humans are necessarily mortal. 
‣ The number of planets is necessarily 9.
‣ Necessarily, the number of planets is 9.
‣ The president of the US someday won’t be the president of the US.
‣ The president of the US might not have been Barack Obama.
‣ I could have been quite unlike what I in fact am.

Example: combining modality, quantification, and identity

Semantic complexities: necessary properties, de de, de dicto, 
identity across worlds, persistence over time, 
counterfactuality, dissimilar counterparts, etc.

Modality, Quantification, and Identity

‣ Signatures: (non-logical symbols) propositions; predicates; 
functions, constants, terms.

‣ Grammar: (logical symbols) variables and quantifiers; modalities; 
identity symbol; lambda abstraction; well-formed expressions 
(formulae);  substitution.

‣ Models: possible world; domains of discourse; accessibility 
(counterpart relations) ; object (individual)

‣ Satisfaction: vary the truth conditions for quantifiers; vary 
conditions for identity statements, etc.

Items that can be varied according to universal logic: 
signatures - grammar - models - satisfaction

Modality, Quantification, and Identity: 

QML

Objectual
Domain

Conceptual
Domain

Substantial
Domain

Rigid
Terms

Non-rigid
Terms

Fixed
Domain

World-relative
Domains

Standard
Predicates

Intensional
Predicates

Fixed
Domain

World-relative
Domains

Global
Terms

Local
Terms

Free Logic Classical Logic

Eliminate Terms Truth-value gaps

Nested Domains No Restrictions
on Domains

B1

(Parks)
QS

(Garson)
Q2

(Thomason)
QC

Q3L

(Bowen)
Q3

(Thomason)Q1

(Kripke)

Q1R

Qk

(Kripke)

QPL

(Hughes & 
Cresswell)

QK

(Gabbay)

A combination of 2 (or 3) 
logical theories

Garson’s Forest (1984)

‣ modal predicate logic
‣ quantified modal logic
‣ first-order modal logic
‣ first-order intensional logic, etc.



Possible Objects and Quantification

‣ Existence property: E(x)
‣ Vary the base logic: classical 

or free quantification, etc.
‣ Quantify over what 

entities?

Objects Quantification

‣ Worldbound or not
‣ Constant or Varying
‣ objects/individual   

concepts/traces of objects/
counterparts

E.g.: in free logic:
P (a) � ∃x.P (x)

but

P (a), E(a) � ∃x.P (x)

Define actualist quantifiers from possibilist ones:

∀x.ϕ(x) :=
�

x.(E(x) → ϕ(x))

∃x.ϕ(x) :=
�

x.(E(x) ∧ ϕ(x))

(Simplest) Kripke Semantics for MPL
‣ Standard frames: a set W of possible worlds, an accessibility R 

between worlds
‣ A domain D of (possible individuals), the same for each w  in W
‣ Valuation val(x) assigns (rigidly) values in D to variables x 
‣ Standard quantification theory over D, but interpretations of 

predicates can vary between worlds 
‣ Formulae are constructed in the obvious way combining FOL 

grammar with modalities as new sentence operators

Models are: 
Satisfaction is

M = �W, R, D, val�

�M, v� |= ✷φ(x) iff for all w ∈ W such that vRw : �M, w� |= φ(x)

�M, v� |= ∀x.φ(x) iff for all d ∈ D we have �M(d/x), v� |= φ(x)

De Re and De Dicto

• Basic distinction in modal predicate logic since medieval 
times:
• de re: res = object: 

a property is true of an object necessarily: 
• example: the number 9 is necessarily odd

• de dicto: dicto = statement: 
a proposition is necessarily true: 
• example: necessarily, 2+2 = 4

Semantics vs Syntax

• Modelling insufficiencies can be addressed by both semantic and 
syntactic modifications:

• Syntax examples: lambda abstraction to disambiguate scope of terms 
(next slide);

• Semantic examples: changing truth definition, e.g. interpret objects as 
wordlines (individual concepts) with traces etc.



Lambda Abstraction

3 ERWEITERUNGEN DER KLASSISCHEN KRIPKE–SEMANTIK 10

in der Welt w wahr ist, falls c in w interpretiert wird und φ(c) in allen Welten

gilt, die von w aus erreichbar sind (extensionale Deutung).
14

Andererseits kann

man die Formel auch so verstehen, daß sie wahr ist in w, wenn φ(c) wahr ist

in jeder erreichbaren Welt v, wobei diesmal c in v interpretiert wird (inten-

sionale Deutung). Beide Möglichkeiten entsprechen aber gewissen intendierten

Interpretationen und stimmen lediglich dann überein, wenn wir von starr refe-

rierenden Konstantensymbolen ausgehen.
15

Interessanterweise führt der Versuch, das Konzept der Skolemisierung in

die quantifizierte Modallogik einzubringen, unmittelbar auf die Forderung nach

Zulassung nicht–starr referierender Konstanten. Wollen wir nämlich den Exi-

stenzquantor in ✷(∃x)φ(x) eliminieren, so müssen wir im allgemeinen davon

ausgehen, daß wir in verschiedenen Welten verschiedene Gegenstände wählen

müssen. Die ‘skolemisierte’ Formel ✷φ(c) enthält dann eine nicht–starr referie-

rende Konstante. Zudem scheinen wir, wenn wir die Formeln (∃x)✷φ(x) und

✷(∃x)φ(x) skolemisieren wollen, in beiden Fällen dieselbe Formel, ✷φ(c), zu

erhalten.

Fittings Vorschlag läuft nun im wesentlichen darauf hinaus, die Formel

✷φ(c) auf zweifache Weise — korrespondierend mit den zwei Varianten der Sko-

lemisierung — lesbar zu machen, und zwar mit einer syntaktischen Vorschrift,

welche gewissermaßen den ‘Wirkungsbereich’ eines Terms festlegt. Formal be-

reichert er die Menge der Formeln — ähnlich wie im Lambda–Kalkül — durch

folgende Vorschrift:

• Ist φ eine Formel, x eine Variable und t ein Term, so ist der Ausdruck

(λx.φ)(t) eine Formel.

Den beiden obigen Interpretationen von ✷φ(c) entsprechen nun die syntaktisch

verschiedenen Formeln ✷(λx.φ(x))(c) und (λx.✷φ(x))(c). Die erste Formel in-

terpretiert man so, daß sie besagt, daß c die ‘Eigenschaft’ φ(x) notwendig hat.

Dabei darf c in jeder Welt verschieden interpretiert werden, c ist im Wirkungsbe-

reich der ‘Box’. Die Zweite hingegen behauptet, daß c eine gewisse Eigenschaft,

‘notwendigerweise φ’, hat. Hier geht man davon aus, das die Referenz von c
von Welt zu Welt konstant bleibt. Auf der semantischen Ebene wird dies nun

realisiert, indem man zu den üblichen Klauseln der Erfüllungsbeziehung in der

Standard–Kripke–Semantik die folgende Wahrheitsbedingung hinzufügt:

• Ist M ein Modell, ξ eine Belegung der Variablen, w eine Welt und bezeich-

net a = ξ(t, w) die Interpretation des Terms t in w, so definiert man:
16

�M, ξ� � (λx.φ)(t)[ξ] gdw �M, ξ� � φ[ξ[ax]]

Mit diesem formalen Apparat lassen sich nun verschiedene Probleme auf ele-

gante Weise behandeln. Das Prinzip der Notwendigkeit der Identität

(a = b) ⊃ ✷(a = b)

14
Dies verlangt offenbar die Monotonie–Bedingung.

15
Man betrachte etwa die beiden folgenden Beispielsätze:

”
The President of the United

States someday won’t be the President of the United States.“ und
”
The President of the

United States might not have been Bill Clinton.“.
16

Hierbei steht ξ[ax] für diejenige Belegung, die x mit a belegt und ansonsten mit ξ überein-

stimmt.
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stenzquantor in ✷(∃x)φ(x) eliminieren, so müssen wir im allgemeinen davon

ausgehen, daß wir in verschiedenen Welten verschiedene Gegenstände wählen

müssen. Die ‘skolemisierte’ Formel ✷φ(c) enthält dann eine nicht–starr referie-
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rierenden Konstantensymbolen ausgehen.
15

Interessanterweise führt der Versuch, das Konzept der Skolemisierung in

die quantifizierte Modallogik einzubringen, unmittelbar auf die Forderung nach

Zulassung nicht–starr referierender Konstanten. Wollen wir nämlich den Exi-
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stimmt.

yields

Distinguish:

3 ERWEITERUNGEN DER KLASSISCHEN KRIPKE–SEMANTIK 10

in der Welt w wahr ist, falls c in w interpretiert wird und φ(c) in allen Welten

gilt, die von w aus erreichbar sind (extensionale Deutung).
14

Andererseits kann

man die Formel auch so verstehen, daß sie wahr ist in w, wenn φ(c) wahr ist

in jeder erreichbaren Welt v, wobei diesmal c in v interpretiert wird (inten-
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reichert er die Menge der Formeln — ähnlich wie im Lambda–Kalkül — durch

folgende Vorschrift:

• Ist φ eine Formel, x eine Variable und t ein Term, so ist der Ausdruck

(λx.φ)(t) eine Formel.

Den beiden obigen Interpretationen von ✷φ(c) entsprechen nun die syntaktisch

verschiedenen Formeln ✷(λx.φ(x))(c) und (λx.✷φ(x))(c). Die erste Formel in-

terpretiert man so, daß sie besagt, daß c die ‘Eigenschaft’ φ(x) notwendig hat.

Dabei darf c in jeder Welt verschieden interpretiert werden, c ist im Wirkungsbe-

reich der ‘Box’. Die Zweite hingegen behauptet, daß c eine gewisse Eigenschaft,

‘notwendigerweise φ’, hat. Hier geht man davon aus, das die Referenz von c
von Welt zu Welt konstant bleibt. Auf der semantischen Ebene wird dies nun
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Assymetry between variables 
and constants

Lambda Abstraction

Example: Quine 53, Three Grades of Modal Involvement

Necessarily true: ‘9 greater or equal 7’
Contingently true: ‘number of planets’ is greater or equal 7
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— wie sie die Metaframe–Semantik vorschreibt (vergleiche Kapitel 5) — zu
erbringen, um aufzuklären, inwiefern verallgemeinerte Semantiken diesen ’sta-
tischen‘ Individuenbegriff überschreiten. In der klassischen Semantik ist ein Ge-
genstand eine ’bloße Hülle‘, der in jeder möglichen Welt beliebige Eigenschaften
übergestülpt werden können. Dies war auch einer der Quineschen Einwände
gegen die quantifizierte Modallogik, zu dessen Kritik abschließend noch kurz
Stellung genommen werden soll.

Wie Fitting und Mendelsohn in [Fitting/Mendelsohn 1998] bemerken, beruhen
die Zweifel an der Möglichkeit quantifizierter Modallogik in der Regel auf der
fehlenden Einsicht, wie verschiedene mögliche Lesarten bezüglich der de re und
de dicto Unterscheidung von Notwendigkeit zu realisieren sind. Nach Quines
Auffassung ist es nicht kohärent möglich, Gegenständen — unabhängig davon,
wie wir auf sie referieren — notwendige oder kontingente Eigenschaften zuzu-
weisen. Er sagt in [Quine 1961], S. 148:

Being necessarily or possibly thus and so is in general not a trait
of the object concerned, but depends on the manner of referring to
the object.

In ”Three Grades of Modal Involvement“ [Quine 1953] unterscheidet Quine drei
Lesarten von ”Notwendigkeit“. Auf der ersten — unproblematischen — Ebene
wird ”✷“ als metalinguistisches Prädikat verstanden. Auf der zweiten Stufe ist

”✷“ ein Satzoperator wie die Negation, der auf Formeln ohne freie Variablen
angewandt wird. (Diese Interpretation benutzt man etwa in der Regel in der mo-
dalen Aussagenlogik.) Auf der dritten Stufe schließlich darf ”✷“ auf Formeln mit
freien Variablen angewandt werden — wie etwa in ”✷(x ≥ 7)“ —, und dies ist
das Niveau, das für die Kombination mit Quantoren erforderlich ist. An dieser
Stelle konkretisiert Quine auch einen seiner Einwände gegen die quantifizierte
Modallogik. Der Satz ”9 ≥ 7“ scheint notwendig, wohingegen der Satz ” ’Die An-
zahl der Planeten‘ ≥ 7“ lediglich kontingent zu sein scheint, während wir doch
in beiden Fällen über denselben Gegenstand, die Zahl 9, reden. Folgt man hier-
in Quine, so erscheint das Quantifizieren in intensionale Kontexte unmöglich.
Ohne hier näher ins Detail gehen zu können, sei nur angedeutet, wie solche
Probleme durch eine geeignete de re/de dicto–Unterscheidung aufgelöst werden
können. Kürzen wir den Term ”Die Anzahl der Planeten“ durch ”t“ ab und nut-
zen den oben eingeführten Lambda–Operator, so ergeben sich zwei syntaktisch
unterschiedliche Formalisierungen:

• �λx.✷(x ≥ 7)�(t) bzw.

• ✷�λx.x ≥ 7�(t)

Die erste ist eine de re Formalisierung und besagt, daß die Anzahl der Planeten,
d. i. die Zahl 9, notwendigerweise größer oder gleich 7 ist. Dies nehmen wir als
wahr an. Die zweite hingegen — eine de dicto Formalisierung — behauptet, daß
es notwendig ist, daß die Anzahl der Planeten größer oder gleich 7 ist. Aber die
Welt hätte anders aussehen können; folglich nehmen wir dies als falsch an.

Alternatively: make 9 rigid, 
but ‘number of planets’ non-rigid

The Barcan Formulae

• If everything is necessarily P, then it is necessary that 
everything is P.

By duality this is equivalent to
✸∃ . ( ) → ∃ .✸ ( )

• Validity of BF implies that all objects which exist in every 
possible world (accessible to the actual world) exist in the 
actual world, i.e. that domains cannot grow. This thesis is 
sometimes known as actualism, i.e. that there are no 
merely possible individuals.

The Converse Barcan Formulae

• If it is necessary that everything is P, 
then everything is necessarily P.

By duality this is equivalent to

✷∀ . ( ) → ∀ .✷ ( )

∃ .✸ ( ) → ✸∃ . ( )

BF: nothing comes into existence

CBF: nothing goes out of existence



Existence, Symmetry and Barcan

• In the constant domain Kripke semantics, both BF and 
CBF are valid schemas.

• But we can introduce an ‘existence predicate’ and 
simulate varying domains (and falsify BF/CBF).

• In symmetric frames, BF and CBF are equivalent.
• Need to introduce ‘varying domain semantics’:
• Tutorial next week

Standard CT as Semantics for MPL

6 LEWIS’ COUNTERPART THEORIE 28

6 Lewis’ Counterpart Theorie

In diesem Kapitel möchte ich — ähnlich wie im Kapitel 4 bezüglich der Funktor–

Semantik — eine grobe Skizze der Counterpart Theorie von David Lewis liefern.

Dabei beziehe ich mich auf die ursprüngliche Formulierung in [Lewis 1968].

Diese Skizze soll natürlich nicht der Philosophie von David Lewis gerecht werden

und auch nicht die philosophischen Motivationen dieser Theorie erläutern. Es

soll lediglich darum gehen, einige formale Ähnlichkeiten zu verallgemeinerten

Semantiken deutlich zu machen. Diese beziehen sich vor allem auf den Begriff
des ‘Counterparts’ und die Behandlung der ‘Querweltein–Identität’ zwischen

Gegenständen verschiedener möglicher Welten.

6.1 Eine Skizze der Counterpart–Theorie

Eine der Motivationen der Counterpart–Theorie ist es zu zeigen, daß die forma-

le Behandlung modaler Diskurse keine Einführung modaler Operatoren bzw.

spezieller intensionaler Logiken erfordert, sondern in der üblichen Quantorenlo-

gik mittels geeigneter Postulate durchgeführt werden kann. Dementsprechend

ist die Counterpart–Theorie eine erststufige Theorie, deren Modelle zweisor-

tige Strukturen sind.40 Genauer enthält der Quantifikationsbereich ‘mögliche

Welten’ und alle ‘Gegenstände’, die in irgendeiner möglichen Welt liegen. Die

primitiven Prädikate dieser Theorie sind die folgenden. Dabei ist in Klammern

jeweils die intendierte Lesart angegeben.
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durch die unten angegebenen Postulate erzwungen.

Primitive Predicates

David Lewis 1968:
 Counterpart Theory and Quantified Modal Logic

Standard CT as Semantics for MPL

Postulates

6 LEWIS’ COUNTERPART THEORIE 28

6 Lewis’ Counterpart Theorie
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• W (x) (x ist eine mögliche Welt.)
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P4 ∀x∀y(C(x, y) → ∃zI(y, z))
(”Whatever has a counterpart is in a world“)

P5 ∀x∀y∀z(I(x, y) ∧ I(z, y) ∧C(x, z) → x
.= z)

(”Nothing is a counterpart of anything else in its world“)

P6 ∀x∀y(I(x, y) → C(x, x))
(”Anything in a world is a counterpart of itself“)

P7 ∃x(W (x) ∧ ∀y(I(y, x) ↔ A(y)))
(”Some world contains all and only actual things“)

P8 ∃xA(x)
(”Something is actual“)

Die in P7 erwähnte Welt ist nach P2 und P8 eindeutig bestimmt und wird als
aktuale Welt ‘@’ bezeichnet. Es gilt also

@ := ιx.∀y(I(y, x) ↔ A(y)).

Die Counterpart–Relation ‘C’ wird nun als Ähnlichkeitsrelation zwischen Ge-
genständen in verschiedenen Welten verstanden. Insbesondere geht Lewis davon
aus, daß ein Gegenstand niemals in zwei Welten zugleich liegen kann. In Lewis
eigenen Worten:

I prefer to say that you are in the actual world and no other, but
you have counterparts in several other worlds. Your counterparts
resemble you closely in content and context in important ways. They
resemble you more closely than do the other things in their worlds.
But they are not really you. For each of them is in his own world,
and only you are here in the actual world. Indeed we might say,
speaking casually, that your counterparts are you in other worlds,
that they and you are the same; but this sameness is no more literal
identity than the sameness between you today and you tomorrow.
It would be better to say that your counterpart are men you would
have been, had the world been otherwise. [Lewis 1968], S. 27–28

Lewis argumentiert nun dafür, daß eine Counterpart–Relation im allgemei-
nen weder transitiv noch symmetrisch sein sollte. Darüber hinaus seien
Counterpart–Relationen i. allg. weder funktional noch injektiv. Auch die ‘Sur-
jektivität’ von Counterpart–Relationen sowie das Prinzip, daß zu je zwei Welten
v und w und jedem Gegenstand a ∈ v ein Gegenstand b ∈ w existiert, so daß
C(a,b) gilt, werden zurückgewiesen.

Wir werden sehen, daß all diese Prinzipien — in modifizierter Form —
auch in der in Kapitel 7 entwickelten verallgemeinerten Kripke–Semantik nicht
allgemeingültig sind.

Der Zusammenhang zu üblichen Formulierungen der modalen Prädikatenlo-
gik in Sprachen der Quantorenlogik mit zusätzlichen modalen Operatoren und
Interpretationen in einer Mögliche–Welten–Semantik wird nun mit Hilfe einer
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Übersetzungsvorschrift gewonnen. Wir beschränken uns darauf, den modalen
Fall anzugeben. Für weitere Details sei auf Lewis’ Originalarbeit verwiesen.
Man übersetzt einen Ausdruck der Form (♦φ(α1, . . . ,αn))β (“♦φ(α1, . . . ,αn)
gilt in der möglichen Welt β”) mittels einer rekursiven Definition in die Formel

∃β1∃γ1 . . . ∃γn(W (β1) ∧ I(γ1,β1) ∧ C(γ1,α1) ∧ . . .

. . . ∧ I(γn,β1) ∧ C(γn,αn) ∧ φβ1(γ1, . . . , γn))

der Counterpart–Theorie. Wie man nun leicht überprüfen kann, sind die fol-
genden Formeln keine Theoreme der Counterpart–Theorie.

1. �φ → ��φ (“Becker’s Prinzip”)

2. φ → �♦φ (“Brouwer’s Prinzip”)

3. (x .= y) → �(x .= y) (x verschieden von y)

4. (x � .= y) → �(x � .= y) (x verschieden von y)

5. ∀x�φ(x) → �∀xφ(x) (Barcan Formeln)

6. ∃x�φ(x) → �∃xφ(x)

7. �∃xφ(x) → ∃x�φ(x)

Jedoch ist auch in der Counterpart–Theorie die konverse Barcan–Formel
�∀xφ(x) → ∀x�φ(x) ein Theorem. Ich möchte nun im nächsten Abschnitt
kurz demonstrieren, daß sich die Counterpart–Theorie — zumindest in ihrer
ursprünglichen Formulierung — nicht als Instrument eignet, normale quantifi-
zierte Modallogiken zu behandeln. Dies liegt schlicht daran, daß im allgemeinen
das Prinzip der Box–Distribution �(φ → ψ) → (�φ → �ψ) verletzt wird.

6.2 Probleme der Counterpart–Theorie

Sei φ(x) eine rein quantorenlogische Formel mit der freien Variable x. Wir
betrachten im weiteren die modale Formel

ψ(x) = �(φ(x) ∧ ∀xφ(x)) → �∀xφ(x).

Diese Formel ist offenbar ein Theorem der normalen quantifizierten Logik
QK.41 Hierzu bemerke man, daß (φ(x) ∧ ∀xφ(x)) → ∀xφ(x) eine quantorenlo-
gische Tautologie ist und wende Necessitation (mn) und Box–Distribution (bd)
an. Wir geben nun ein Modell M der Counterpart–Theorie an, in welchem ψ(x)
falsch ist. Hierzu enthalte M genau zwei Welten, w1 und w2. Ferner enthal-
te w1 lediglich den Gegenstand u1 sowie w2 lediglich u2. Soll M ein Modell
der Counterpart–Theorie sein, so müssen zunächst u1 und u2 verschieden sein.
Ferner müssen C(u1, u1) und C(u2, u2) in M gelten. Schließlich sei angenom-
men, daß M � φw1(u1) und M � ¬φw2(u2) gilt. Hierdurch ist unser Modell
hinreichend spezifiziert. Abbildung 3 illustriert diese Situation:

41
Für dieses Beispiel vergleiche auch [Hughes/Cresswell 1996], S. 353–357.
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Ferner müssen C(u1, u1) und C(u2, u2) in M gelten. Schließlich sei angenom-
men, daß M � φw1(u1) und M � ¬φw2(u2) gilt. Hierdurch ist unser Modell
hinreichend spezifiziert. Abbildung 3 illustriert diese Situation:

41
Für dieses Beispiel vergleiche auch [Hughes/Cresswell 1996], S. 353–357.

6 LEWIS’ COUNTERPART THEORIE 30
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Ferner müssen C(u1, u1) und C(u2, u2) in M gelten. Schließlich sei angenom-
men, daß M � φw1(u1) und M � ¬φw2(u2) gilt. Hierdurch ist unser Modell
hinreichend spezifiziert. Abbildung 3 illustriert diese Situation:

41
Für dieses Beispiel vergleiche auch [Hughes/Cresswell 1996], S. 353–357.

true at beta



Standard CT as Semantics for MPL

Non valid principles:

6 LEWIS’ COUNTERPART THEORIE 30
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Übersetzungsvorschrift gewonnen. Wir beschränken uns darauf, den modalen
Fall anzugeben. Für weitere Details sei auf Lewis’ Originalarbeit verwiesen.
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Abbildung 3
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φw1(u1) ¬φw2(u2)

w1 w2

Nun ist die Formel ψ(x) in der Welt w1 falsch. Um dies einzusehen bringe ich
zunächst noch die Übersetzung einer Formel der Form (�χ(x))w (“�χ(x) gilt
in der möglichen Welt w”), wobei ich mich dem Beispiel entsprechend auf eine
freie Variable beschränke. Die Übersetzung in die Counterpart–Theorie lautet:

∀v∀y(W (v) ∧ I(y, v) ∧C(y, x) → χv(y)).

Es gilt nun offenbar

(i) M � (�(φ(x) ∧ ∀xφ(x)))w1 sowie

(ii) M � (♦∃x¬φ(x))w1, d.h.

(iii) M � (¬�∀xφ(x))w1.

Mithin kann ψ(x) kein Theorem der Counterpart–Theorie sein. Dabei sieht
man (i) wie folgt: Belegt man v mit w1, so nutzt man M � φw1(u1). Belegt
man hingegen v mit w2, so gilt M � I(x,w1) ∧ I(y, v) → ¬C(y, x), da u2 kein
Counterpart von u1 ist. Daher gilt M � ∀y(W (v) ∧ I(y, v) ∧ C(y, x) → χv(y)),
da der Antezedens immer falsch ist. (ii) hingegen ergibt sich aus der Annahme,
daß M � ¬φw2(u2) gilt.

Man beachte, daß im letzten Fall keine Bedingungen an die Existenz von
Counterparts gestellt werden, da die Formel ¬�∀xφ(x) keine freien Variablen
enthält. In der Tat ist dies die Quelle des Scheiterns der Box–Distribution. Man
bemerke hierzu, daß durch die doppelte Quantifikation ∀v∀y . . . über Welten und
Gegenstände, Teilformeln einer Formel ψ der Gestalt ♦χ(z̄), je nachdem, welche
freien Variablen z̄ sie enthalten, in verschiedenen möglichen Welten ausgewer-
tet werden. Insbesondere wird also ein Satz der Form �φ in allen möglichen
Welten ausgewertet, ohne daß Einschränkungen in der Form einer Erreichbar-
keitsrelation auf der Menge der möglichen Welten wirksam würden. Wir werden
in Kapitel 7 sehen, daß dieser ‘Defekt’ durch eine geeignete Kombination der
Ideen der Erreichbarkeit möglicher Welten und des Counterpart–Konzepts be-
hoben werden kann.
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Übersetzungsvorschrift gewonnen. Wir beschränken uns darauf, den modalen
Fall anzugeben. Für weitere Details sei auf Lewis’ Originalarbeit verwiesen.
Man übersetzt einen Ausdruck der Form (♦φ(α1, . . . ,αn))β (“♦φ(α1, . . . ,αn)
gilt in der möglichen Welt β”) mittels einer rekursiven Definition in die Formel

∃β1∃γ1 . . . ∃γn(W (β1) ∧ I(γ1,β1) ∧ C(γ1,α1) ∧ . . .

. . . ∧ I(γn,β1) ∧ C(γn,αn) ∧ φβ1(γ1, . . . , γn))

der Counterpart–Theorie. Wie man nun leicht überprüfen kann, sind die fol-
genden Formeln keine Theoreme der Counterpart–Theorie.

1. �φ → ��φ (“Becker’s Prinzip”)

2. φ → �♦φ (“Brouwer’s Prinzip”)

3. (x .= y) → �(x .= y) (x verschieden von y)

4. (x � .= y) → �(x � .= y) (x verschieden von y)

5. ∀x�φ(x) → �∀xφ(x) (Barcan Formeln)

6. ∃x�φ(x) → �∃xφ(x)

7. �∃xφ(x) → ∃x�φ(x)

Jedoch ist auch in der Counterpart–Theorie die konverse Barcan–Formel
�∀xφ(x) → ∀x�φ(x) ein Theorem. Ich möchte nun im nächsten Abschnitt
kurz demonstrieren, daß sich die Counterpart–Theorie — zumindest in ihrer
ursprünglichen Formulierung — nicht als Instrument eignet, normale quantifi-
zierte Modallogiken zu behandeln. Dies liegt schlicht daran, daß im allgemeinen
das Prinzip der Box–Distribution �(φ → ψ) → (�φ → �ψ) verletzt wird.

6.2 Probleme der Counterpart–Theorie

Sei φ(x) eine rein quantorenlogische Formel mit der freien Variable x. Wir
betrachten im weiteren die modale Formel

ψ(x) = �(φ(x) ∧ ∀xφ(x)) → �∀xφ(x).

Diese Formel ist offenbar ein Theorem der normalen quantifizierten Logik
QK.41 Hierzu bemerke man, daß (φ(x) ∧ ∀xφ(x)) → ∀xφ(x) eine quantorenlo-
gische Tautologie ist und wende Necessitation (mn) und Box–Distribution (bd)
an. Wir geben nun ein Modell M der Counterpart–Theorie an, in welchem ψ(x)
falsch ist. Hierzu enthalte M genau zwei Welten, w1 und w2. Ferner enthal-
te w1 lediglich den Gegenstand u1 sowie w2 lediglich u2. Soll M ein Modell
der Counterpart–Theorie sein, so müssen zunächst u1 und u2 verschieden sein.
Ferner müssen C(u1, u1) und C(u2, u2) in M gelten. Schließlich sei angenom-
men, daß M � φw1(u1) und M � ¬φw2(u2) gilt. Hierdurch ist unser Modell
hinreichend spezifiziert. Abbildung 3 illustriert diese Situation:

41
Für dieses Beispiel vergleiche auch [Hughes/Cresswell 1996], S. 353–357.

Simultaneous quantification over worlds and individuals
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Nun ist die Formel ψ(x) in der Welt w1 falsch. Um dies einzusehen bringe ich
zunächst noch die Übersetzung einer Formel der Form (�χ(x))w (“�χ(x) gilt
in der möglichen Welt w”), wobei ich mich dem Beispiel entsprechend auf eine
freie Variable beschränke. Die Übersetzung in die Counterpart–Theorie lautet:

∀v∀y(W (v) ∧ I(y, v) ∧C(y, x) → χv(y)).

Es gilt nun offenbar

(i) M � (�(φ(x) ∧ ∀xφ(x)))w1 sowie

(ii) M � (♦∃x¬φ(x))w1, d.h.

(iii) M � (¬�∀xφ(x))w1.

Mithin kann ψ(x) kein Theorem der Counterpart–Theorie sein. Dabei sieht
man (i) wie folgt: Belegt man v mit w1, so nutzt man M � φw1(u1). Belegt
man hingegen v mit w2, so gilt M � I(x,w1) ∧ I(y, v) → ¬C(y, x), da u2 kein
Counterpart von u1 ist. Daher gilt M � ∀y(W (v) ∧ I(y, v) ∧ C(y, x) → χv(y)),
da der Antezedens immer falsch ist. (ii) hingegen ergibt sich aus der Annahme,
daß M � ¬φw2(u2) gilt.

Man beachte, daß im letzten Fall keine Bedingungen an die Existenz von
Counterparts gestellt werden, da die Formel ¬�∀xφ(x) keine freien Variablen
enthält. In der Tat ist dies die Quelle des Scheiterns der Box–Distribution. Man
bemerke hierzu, daß durch die doppelte Quantifikation ∀v∀y . . . über Welten und
Gegenstände, Teilformeln einer Formel ψ der Gestalt ♦χ(z̄), je nachdem, welche
freien Variablen z̄ sie enthalten, in verschiedenen möglichen Welten ausgewer-
tet werden. Insbesondere wird also ein Satz der Form �φ in allen möglichen
Welten ausgewertet, ohne daß Einschränkungen in der Form einer Erreichbar-
keitsrelation auf der Menge der möglichen Welten wirksam würden. Wir werden
in Kapitel 7 sehen, daß dieser ‘Defekt’ durch eine geeignete Kombination der
Ideen der Erreichbarkeit möglicher Welten und des Counterpart–Konzepts be-
hoben werden kann.
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Nun ist die Formel ψ(x) in der Welt w1 falsch. Um dies einzusehen bringe ich
zunächst noch die Übersetzung einer Formel der Form (�χ(x))w (“�χ(x) gilt
in der möglichen Welt w”), wobei ich mich dem Beispiel entsprechend auf eine
freie Variable beschränke. Die Übersetzung in die Counterpart–Theorie lautet:

∀v∀y(W (v) ∧ I(y, v) ∧C(y, x) → χv(y)).

Es gilt nun offenbar

(i) M � (�(φ(x) ∧ ∀xφ(x)))w1 sowie

(ii) M � (♦∃x¬φ(x))w1, d.h.

(iii) M � (¬�∀xφ(x))w1.

Mithin kann ψ(x) kein Theorem der Counterpart–Theorie sein. Dabei sieht
man (i) wie folgt: Belegt man v mit w1, so nutzt man M � φw1(u1). Belegt
man hingegen v mit w2, so gilt M � I(x,w1) ∧ I(y, v) → ¬C(y, x), da u2 kein
Counterpart von u1 ist. Daher gilt M � ∀y(W (v) ∧ I(y, v) ∧ C(y, x) → χv(y)),
da der Antezedens immer falsch ist. (ii) hingegen ergibt sich aus der Annahme,
daß M � ¬φw2(u2) gilt.

Man beachte, daß im letzten Fall keine Bedingungen an die Existenz von
Counterparts gestellt werden, da die Formel ¬�∀xφ(x) keine freien Variablen
enthält. In der Tat ist dies die Quelle des Scheiterns der Box–Distribution. Man
bemerke hierzu, daß durch die doppelte Quantifikation ∀v∀y . . . über Welten und
Gegenstände, Teilformeln einer Formel ψ der Gestalt ♦χ(z̄), je nachdem, welche
freien Variablen z̄ sie enthalten, in verschiedenen möglichen Welten ausgewer-
tet werden. Insbesondere wird also ein Satz der Form �φ in allen möglichen
Welten ausgewertet, ohne daß Einschränkungen in der Form einer Erreichbar-
keitsrelation auf der Menge der möglichen Welten wirksam würden. Wir werden
in Kapitel 7 sehen, daß dieser ‘Defekt’ durch eine geeignete Kombination der
Ideen der Erreichbarkeit möglicher Welten und des Counterpart–Konzepts be-
hoben werden kann.
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Nun ist die Formel ψ(x) in der Welt w1 falsch. Um dies einzusehen bringe ich
zunächst noch die Übersetzung einer Formel der Form (�χ(x))w (“�χ(x) gilt
in der möglichen Welt w”), wobei ich mich dem Beispiel entsprechend auf eine
freie Variable beschränke. Die Übersetzung in die Counterpart–Theorie lautet:

∀v∀y(W (v) ∧ I(y, v) ∧C(y, x) → χv(y)).

Es gilt nun offenbar

(i) M � (�(φ(x) ∧ ∀xφ(x)))w1 sowie

(ii) M � (♦∃x¬φ(x))w1, d.h.

(iii) M � (¬�∀xφ(x))w1.

Mithin kann ψ(x) kein Theorem der Counterpart–Theorie sein. Dabei sieht
man (i) wie folgt: Belegt man v mit w1, so nutzt man M � φw1(u1). Belegt
man hingegen v mit w2, so gilt M � I(x,w1) ∧ I(y, v) → ¬C(y, x), da u2 kein
Counterpart von u1 ist. Daher gilt M � ∀y(W (v) ∧ I(y, v) ∧ C(y, x) → χv(y)),
da der Antezedens immer falsch ist. (ii) hingegen ergibt sich aus der Annahme,
daß M � ¬φw2(u2) gilt.

Man beachte, daß im letzten Fall keine Bedingungen an die Existenz von
Counterparts gestellt werden, da die Formel ¬�∀xφ(x) keine freien Variablen
enthält. In der Tat ist dies die Quelle des Scheiterns der Box–Distribution. Man
bemerke hierzu, daß durch die doppelte Quantifikation ∀v∀y . . . über Welten und
Gegenstände, Teilformeln einer Formel ψ der Gestalt ♦χ(z̄), je nachdem, welche
freien Variablen z̄ sie enthalten, in verschiedenen möglichen Welten ausgewer-
tet werden. Insbesondere wird also ein Satz der Form �φ in allen möglichen
Welten ausgewertet, ohne daß Einschränkungen in der Form einer Erreichbar-
keitsrelation auf der Menge der möglichen Welten wirksam würden. Wir werden
in Kapitel 7 sehen, daß dieser ‘Defekt’ durch eine geeignete Kombination der
Ideen der Erreichbarkeit möglicher Welten und des Counterpart–Konzepts be-
hoben werden kann.
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Tautology:

Box distribution applied:
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Übersetzungsvorschrift gewonnen. Wir beschränken uns darauf, den modalen
Fall anzugeben. Für weitere Details sei auf Lewis’ Originalarbeit verwiesen.
Man übersetzt einen Ausdruck der Form (♦φ(α1, . . . ,αn))β (“♦φ(α1, . . . ,αn)
gilt in der möglichen Welt β”) mittels einer rekursiven Definition in die Formel

∃β1∃γ1 . . . ∃γn(W (β1) ∧ I(γ1,β1) ∧ C(γ1,α1) ∧ . . .

. . . ∧ I(γn,β1) ∧ C(γn,αn) ∧ φβ1(γ1, . . . , γn))

der Counterpart–Theorie. Wie man nun leicht überprüfen kann, sind die fol-
genden Formeln keine Theoreme der Counterpart–Theorie.

1. �φ → ��φ (“Becker’s Prinzip”)

2. φ → �♦φ (“Brouwer’s Prinzip”)

3. (x .= y) → �(x .= y) (x verschieden von y)

4. (x � .= y) → �(x � .= y) (x verschieden von y)

5. ∀x�φ(x) → �∀xφ(x) (Barcan Formeln)

6. ∃x�φ(x) → �∃xφ(x)

7. �∃xφ(x) → ∃x�φ(x)

Jedoch ist auch in der Counterpart–Theorie die konverse Barcan–Formel
�∀xφ(x) → ∀x�φ(x) ein Theorem. Ich möchte nun im nächsten Abschnitt
kurz demonstrieren, daß sich die Counterpart–Theorie — zumindest in ihrer
ursprünglichen Formulierung — nicht als Instrument eignet, normale quantifi-
zierte Modallogiken zu behandeln. Dies liegt schlicht daran, daß im allgemeinen
das Prinzip der Box–Distribution �(φ → ψ) → (�φ → �ψ) verletzt wird.

6.2 Probleme der Counterpart–Theorie

Sei φ(x) eine rein quantorenlogische Formel mit der freien Variable x. Wir
betrachten im weiteren die modale Formel

ψ(x) = �(φ(x) ∧ ∀xφ(x)) → �∀xφ(x).

Diese Formel ist offenbar ein Theorem der normalen quantifizierten Logik
QK.41 Hierzu bemerke man, daß (φ(x) ∧ ∀xφ(x)) → ∀xφ(x) eine quantorenlo-
gische Tautologie ist und wende Necessitation (mn) und Box–Distribution (bd)
an. Wir geben nun ein Modell M der Counterpart–Theorie an, in welchem ψ(x)
falsch ist. Hierzu enthalte M genau zwei Welten, w1 und w2. Ferner enthal-
te w1 lediglich den Gegenstand u1 sowie w2 lediglich u2. Soll M ein Modell
der Counterpart–Theorie sein, so müssen zunächst u1 und u2 verschieden sein.
Ferner müssen C(u1, u1) und C(u2, u2) in M gelten. Schließlich sei angenom-
men, daß M � φw1(u1) und M � ¬φw2(u2) gilt. Hierdurch ist unser Modell
hinreichend spezifiziert. Abbildung 3 illustriert diese Situation:

41
Für dieses Beispiel vergleiche auch [Hughes/Cresswell 1996], S. 353–357.

Generalised Semantics
26 MARCUS KRACHT AND OLIVER KUTZ

Shehtman/Skvortsov 1993
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Functor Semantics

(General) Counterpart Frames

(General) Coherence Frames
Kracht/Kutz 2001

Kripke Bundle Semantics
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Modal Metaframes

Shirasu 1998

Counterpart Theory
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Figure 1. An overview of various semantics for modal

predicate logics ordered by relative generality.

For instance, an expression of the form [✸ϕ(t1, . . . , tn)]
v

(‘✸ϕ(t1, . . . , tn)

holds in world v’) is recursively translated to

(36) ∃w∃s1 . . .∃sn(W (w) ∧ I(s1, w) ∧ C(s1, t1) ∧ . . .

. . . ∧ I(sn, w) ∧ C(sn, tn) ∧ [ϕ(s1, . . . , sn]
w
)

However, there are several problems related to this translation ap-

proach. First, in its original form, counterpart theory does not validate

all theorems of the smallest quantified modal logic QK since it fails to

generally support the principle of Box distribution

✷(ϕ → ψ) → (✷ϕ → ✷ψ),

which is valid in all normal modal logics, compare [85]. In fact, the simul-

taneous quantification over both worlds and individuals in counterpart

theory obscures the notion of accessibility between worlds and thus leads

to the semantic refutability of certain K-theorems [106].

Further, it has often been argued that the standard modal languages

are not expressive enough. For instance, the natural language sentence

‘There could be something that doesn’t actually exist’

can only be rendered in a language comprising an actuality operator
A as well as an existence predicate E [81, 82], namely as ✸∃x¬AE(x).

22

22This example is related to an ontological objection raised by Plantinga [150] as well
as Konyndyk [92], namely that the standard interpretation of modal language implies
the existence of fictional, non-existent objects, which is at odds with several varieties
of modal actualism. Compare also [31].

General Completeness: 
Balanced Standard Kripke Semantics

• Extend the standard Kripkean semantics for MPL  and constant domains as 
follows:

• Add an equivalence relation E such that:

• v E w implies P(x1,...xn) is interpreted in the same way (world-mirrors).

• if v R v1 and v E w, then there is a w1 such that w R w1 and v1 E w1 
(mirrored worlds upwards indistinguishable).

• interpret identity as equivalence: equivalent objects must be 
indistinguishabe (equivalentiality).
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Table 2. Competing Ontologies

poly-counterpart balanced standard
accessibility relations between individuals relations between worlds
objects worldbound individuals global universe of objects
identity between individuals equivalence between objects
Predication locally globally (but admissible)
Haecceitism No Yes, world-mirrors

So what we need if we want to use standard possible worlds semantics
to characterise a large class of logics via frame completeness are basically
three things: firstly, the distinction between trace and object, secondly a
different understanding of the modal operator as given by .γ , and, thirdly,
the assumption that certain worlds are copies of each other.

Let us make this claim more explicit. Given a standard constant do-
main frame �W,✁, U�, we may add, as before, an equivalence relation
E relating worlds. Furthermore, we technically do not need traces but
can add a family of equivalence relations (µw)w∈W interpreting equality
at each world. Let us call frames of the form F = �W,✁, U, (µw)w∈W ,E�
balanced standard frames. An interpretation I is called admissible if
interpretations agree on worlds related by E and, moreover, they respect
the equivalence relations µw in the sense that �a ∈ I(w)(P ) iff �b ∈ I(w)(P )
whenever aiµwbi for all i. We may think of objects being related by µw as
indiscriminable with respect to world w and basic extensional predicates.
Call a valuation �γ a w-ignorant �x-variant of γ, if �γ(xi)µwγ(xi) for all
xi ∈ �x. The truth definition for balanced standard frames is as usual
except for the equality and modal clauses, which are as follows:

• �F, I, γ, w� � x = y iff γ(x)µwγ(y);
• �F, I, γ, w� � ✸ϕ(�x) iff there is a w-ignorant �x-variant �γ and a world

v ✄ w such that �F, I, �γ, v� � ϕ(�x);
It should be rather clear that there is a bijective correspondence between
balanced coherence frames and balanced interpretations on the one hand
and balanced standard frames and admissible interpretations on the other.
Furthermore, for every �W,✁, U, T, τ,E� there is a �W,✁, U, (µw)w∈W ,E�
such that for all ϕ

�W,✁, U, T, τ,E� � ϕγ iff �W,✁, U, (µw)w∈W ,E� � ϕ.

Hence, the following theorem is an immediate corollary to Theorem 12.

Theorem 13. For every poly-counterpart frame there is a balanced stan-
dard frame having the same logic.

Table 2 gives a comparison of the different ontologies embodied in poly-
counterpart frames versus balanced standard frames. It shows that if we
want to avoid counterpart theory but still strive for a semantics that is of

Cost of Generality:
• Balanced standard frames assume

• a notion of haecceitism, identifying twin worlds

• replace numerical identity by ‘admissible’ equivalence

• equivalential predication

• Compare many-worlds interpretation of Quantum Mechanics

Talk Announcement

• Rotunde, Fr. 15:30
• Prof. Jean-Yves Beziau
• “The Power of the Hexagon”

Literature 

• W.V.O. Quine. Three Grades of Modal Involvement. Proc. of the 11 Int. Congress of Philosophy, North-
Holland, Amsterdam, 1953.

• S. Kripke. Semantical considerations on modal logics, Acta Philosophica Fennica, Modal and Many-
valued Logics, pp 83–94 (1963). 

• David Lewis. Counterpart Theory and Quantified Modal Logic. Journal of Philosophy 65 (1968): 
pp. 113–126.

• R. Stalnaker, R. Thomason. Abstraction in first-order modal logic, Theoria, vol 34, pp 203–207 (1968). 

• M. Fitting and Richard L. Mendelsohn. First-Order Modal Logic. Kluwer, 1998.

• F. Baader, D. Calvanese, D. L. McGuinness, D. Nardi, P. F. Patel-Schneider: The Description Logic 
Handbook: Theory, Implementation, Applications. Cambridge University Press, Cambridge, UK, 2003 

• M. Kracht and O. Kutz.  Logically Possible Worlds and Counterpart Semantics for Modal Logic. 
Handbook of the Philosophy of Science, Elsevier, 2007. 


