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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das Erfiillbarkeitsproblem von Systemen der modalen Aus-
sagenlogik komplexitatstheoretisch untersucht. Um dies vorzubereiten, wird auf die
erforderlichen Aspekte der Theorie modaler Logiken eingegangen und eine Hierar-
chie wichtiger normaler modaler Systeme anhand semantischer Gesichtspunkte auf-
gestellt. Das Hauptaugenmerk der komplexitétstheoretischen Betrachtungen richtet
sich auf normale unimodale Logiken, die fiir die Klasse NP vollstéandig sind. Neben
aus der Literatur bekannten Resultaten wird die NP-Vollstandigkeit der Systeme
D4E, K4B und KA4E gezeigt. AuBlerdem wird ein Uberblick iiber bisher bekannte
PSPACE-Vollstandigkeitsergebnisse gegeben. Vermutet wird die NP-Vollstandigkeit
der Logiken K4.2 und S4.2 sowie die PSPACE-Vollstandigkeit von KE, KB, DE,
DB, B. Eine weitere offene Frage ist die nach einer einheitlichen Reduzierbarkeit
zwischen modalen Systemen, die ineinander enthalten sind.
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Vorwort

Altbekannt und doch brandneu. Modale Logik kennt man in der Philosophie
seit mehr als einem halben Jahrhundert. Sie wird auch ,,Logik der Notwendigkeit und
Moglichkeit* genannt und stellt eine aussagekréiftigere Erweiterung der klassischen
Aussagenlogik dar.

Seit langerer Zeit weifl man die Vorziige, die modale Aussagenlogik zu bieten hat,
auch in der Informatik zu schétzen. Mit ihrer Hilfe kann man iiber das Wissen von
Personen und Personengruppen urteilen, Aussagen {iber die zeitliche Verédnderung
von Dingen treffen oder das Verhalten von Computerprogrammen untersuchen. Da-
durch ist modale Logik ein wertvolles und modernes Hilfsmittel fiir die kiinstliche
Intelligenz und andere Bereiche der theoretischen Informatik.

Modale Logik und Komplexitidtstheorie. So wie die klassische Aussagenlogik
das bekannte Erfiillbarkeitsproblem

SAT = {p : p ist eine erfiillbare aussagenlogische Formel}

besitzt, kann man fiir modale Aussagenlogik ein dhnliches Problem betrachten und
sich nach dessen Entscheidbarkeit und gegebenenfalls auch dessen Komplexitét fra-
gen. Wahrend das klassische Problem SAT bereits hinreichend bekannt ist und kom-
plexitatstheoretisch untersucht wurde, ist das Erfiillbarkeitsproblem der modalen
Aussagenlogik bei Weitem noch nicht erschopfend untersucht. Das liegt moglicherweise
zum einen daran, dass modale Logiken . jiinger” und teilweise weniger bekannt sind
als die klassische Aussagenlogik. Zum anderen gibt es sehr viele verschiedene Sy-
steme und ,, Typen*“ modaler Aussagenlogik, die sich durch ihre syntaktische und
semantische Charakterisierung mehr oder weniger stark unterscheiden und dadurch
verschiedene Herangehensweisen bei der Untersuchung der Komplexitiat des Erfiill-
barkeitsproblems erfordern.

Diese Arbeit hat das Ziel, bisher bekannte Komplexititsresultate fiir eine Reihe
modaler Logiken zusammenzutragen und neue Ergebnisse zu finden.

Dazu wird im ersten Kapitel erkldrt, was man unter modaler Aussagenlogik versteht.
Es wird aulerdem gezeigt, wie diese Logiken syntaktisch und semantisch charakte-
risiert werden und welche Beziehungen zwischen ihnen bestehen. Dariiber hinaus
werden Eigenschaften modaler Logiken aufgefiihrt, die fiir die spéteren Komple-
xitdtsbeweise grundlegend sind. Auflerdem wird eine Hierarchie wichtiger normaler
unimodaler Systeme aufgestellt und begriindet. Die dazu erforderlichen umfangrei-
chen Details werden in den Anhang , ausgelagert®.

Das zweite Kapitel befasst sich mit normalen modalen Systemen, deren Erfiillbar-
keitsprobleme fiir eine der Komplexitédtsklassen NP und PSPACE vollsténdig sind.
Dazu werden bereits bekannte Ergebnisse aus der Literatur zusammengetragen und
eigene Ergebnisse bewiesen. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels zeigt offene Fragen
auf und gibt Anregungen, in welche Richtungen die Untersuchungen dieser Arbeit
fortgefithrt werden kénnen.



10 VORWORT

Einige private Worte. Seit ich im vergangenen Jahr wéhrend eines Auslandsse-
mesters an der University of Cape Town (UCT) eine Vorlesung iiber modale Logiken
gehort habe, bin ich von diesem Gebiet fasziniert. Ich wollte unbedingt meine Di-
plomarbeit {iber ,, Etwas mit modalen Logiken® schreiben, hatte aber zunéchst keine
genaue Idee, wie ich dieses ,Etwas® prézisieren und zu einem geeigneten Thema
einschrinken kénnte. Umso mehr freute ich mich, als Herr Professor Mundhenk mir
vorschlug, mich mit der Komplexitdt modaler Systeme zu beschéftigen.

Ein erstes Literaturstudium zeigte, dass dieses Gebiet bisher bei Weitem noch nicht
erschopfend untersucht ist und es allein schon reizvoll wire, ein wenig Ubersicht
in die bisher gefundenen Ergebnisse zu bringen und vielleicht das eine oder andere
Ergebnis selbst zu finden. Ich hétte zwar gern noch mehr ,Neues“ herausgefunden,
aber das ist vielleicht spater im Rahmen einer Promotion immer noch moglich ...

Ich bedanke mich ganz herzlich bei Herrn Professor Mundhenk, der mich ein halbes
Jahr lang sehr gut beraten, angehort und motiviert hat, bei Frau Dr. Rewitzky
aus dem Department of Mathematics and Applied Mathematics der UCT fiir die
interessante Vorlesung und die anregenden Ubungen dazu, bei den Teilnehmern des
Oberseminars Theoretische Informatik, die mir die Gelegenheit gaben, in einem
Vortrag eine Zwischenbilanz meiner Arbeit zu ziehen, bei Herrn Dipl.-Math. André
Grofe fiir wertvolle Anregungen und natiirlich bei meiner Freundin, Renate Stein,
fiir ein immer offenes Ohr bei Hochs und Tiefs.
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1 Modale Aussagenlogik

Ziel dieses Kapitels ist es, modale Aussagenlogik sowohl syntaktisch als auch se-
mantisch zu erkldren und alle in den folgenden Kapiteln benotigten Eigenschaften
modaler Logiken anzugeben. Der behandelte Stoff ist Grundwissen aus einer Vor-
lesung iiber modale Logik an der University of Cape Town ([6]) oder stammt aus
Fachbiichern ([1], [4]).

1.1 Syntax der modalen Grundsprache

In diesem Abschnitt wird die modale Grundsprache eingefiihrt. Sie erweitert die
klassische Aussagenlogik um zwei zueinander duale modale Operatoren O und <,
denen je nach Anwendung Bedeutungen wie ,notwendigerweise wahr* bzw. ,,mogli-
cherweise wahr® zukommen.

Um Formeln bilden zu kéonnen, werden folgende Bestandteile benotigt:

atomare Formeln: & = {p, ¢, r, ...} (® ist abzéhlbar.)

klassische Operatoren: A, V, =, —, <

modale Operatoren: O, &
e _wahr“, falsch“: T, L

Definition 1.1

(1) Eine Formel ist ein Wort ¢, das aus den genannten Zeichen besteht und eine
der folgenden Gestalten hat:

i T

(i) p, fiir ein beliebiges p € ®,
(iii) =), fiir eine beliebige Formel 1,
(iv) 1 A1y, fiir beliebige Formeln 1, 1,
(v) <, fiir eine beliebige Formel 1.
(2) Dariiber hinaus werden folgende Kurzschreibweisen vereinbart:
p—=Y = e VY Dp = ~0-¢p

g = (= Y)A ([ — )

(3) Die Menge aller Formeln tiber ® wird mit Fma(®) bezeichnet.

(4) Eine Teilformel von ¢ € Fma(®) ist eine Formel, die ein Teilwort von ¢ ist.
Die Menge aller Teilformeln von ¢ heifit Sub(yp).

1.2 Interpretation der modalen Operatoren

Je nach Anwendung einer modalen Logik gibt es verschiedene Moglichkeiten, die mo-
dalen Operatoren O und < zu lesen. Durch die verschiedenen Interpretationsweisen
werden Erweiterungen der modalen Grundsprache bedingt, welche in Abschnitt 1.6
behandelt werden.
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Klassische Interpretation. In der reinen Grundsprache liest man Op bzw. $p
als ,,p ist notwendigerweise wahr® bzw. ¢ ist mdglicherweise wahr“. Mit dieser
Interpretation erhalten Formeln Bedeutungen wie etwa:

O(p — ¢) — (dp — O¢) (Wenn ¢ — 1 notwendig wahr, dann folgt:

Wenn ¢ notwendig wahr, dann ¢ notwendig wahr.)
Op — O (Was notwendig wahr ist, ist moglich.)
o — <p (Was wahr ist, ist moglich.)

Man konnte anhand der genannten Interpretationen und mit menschlicher Intuition
zu dem Schluss kommen, dass alle Instanzen der oben aufgefiihrten Formeln wahr
sein miissen. Dass diese Schlussweise nicht immer gelingt (hier versagt sie z.B. in
den letzten beiden Féllen), zeigt sich mit dem entsprechenden Wissen der folgenden
Abschnitte iiber Semantik modaler Aussagenlogik und deren Axiomatisierungen.

Epistemische Logik — Multimodale Logik. In epistemischer Logik wird die
modale Grundsprache verwendet, um iiber Wissen zu urteilen. Hier wird K¢ an Stel-
le von Oy geschrieben, was man als ,,der Agent weif}, dass ¢ interpretiert. Epistemi-
sche Logik wird zumeist multimodal (also mit n modalen Operatoren K1, ..., K,)
verwendet, um iiber das Wissen verschiedener Agenten und von Gruppen von Agen-
ten etwas aussagen zu konnen.

Temporale Logik. Hier gibt es vier modale Operatoren, die wie folgt interpretiert
werden:

Fo: | ist zu irgendeinem Zeitpunkt in der Zukunft wahr.*

Py : o war zu irgendeinem Zeitpunkt in der Vergangenheit wahr.*
Gy : ,pist zu allen Zeitpunkten in der Zukunft wahr.“
Hy: ,p war zu allen Zeitpunkten in der Vergangenheit wahr.“

Dabei sind F, P (wegen Future, Past) vom Typ ,&“ und G, H (wegen Going to,
Has been) vom Typ ,,0¢. Man kann sich leicht vom Sinn der Dualitdten G = = F—p
und Hp = ~P—y iiberzeugen.

1.3 Semantik unimodaler Aussagenlogik

Wenn man die Semantik modaler Logiken betrachtet, geniigt es nicht, die ,,globale*
Wahrheit einer Formel mittels einer Belegungsfunktion festzulegen. Man benotigt
vielmehr eine Menge von Welten (auch Punkte oder Zusténde genannt), eine binére
Relation zwischen den Welten (,, Welt v siecht Welt w*) und eine Belegungsfunktion.
Dabei entspricht jede Welt w € W einer Interpretation der Aussagenlogik, weist
also mittels der Belegungsfunktion jeder atomaren Aussage p einen Wahrheitswert
w(p) € {0, 1} zu. Der (,lokale”) Wahrheitswert einer zusammengesetzten Formel
in einer beliebigen Welt wird dann &hnlich wie in der klassischen Aussagenlogik
induktiv festgelegt. Dazu benétigt man fiir den Fall, dass die entsprechende Formel
eine O-Formel ist, zusétzlich die gegebene bindre Relation.



1.3 Semantik unimodaler Aussagenlogik 13

Dariiber hinaus kennt die Semantik modaler Logiken ,globale“ Formen der Giil-
tigkeit von Formeln. Formal werden die zugrunde liegenden Strukturen und die
Wahrheit von Formeln wie folgt definiert:

Definition 1.2 Seien W eine nicht leere Menge von Welten und R C W x W eine
binére Relation, die Sichtbarkeitsrelation.

(1) Die Struktur F = (W, R) heilt Kripke-Struktur oder Rahmen.

(2) Eine Funktion V : A — B(W) heilt Belegungsfunktion und weist jeder
atomaren Aussage p € A die Menge aller Welten zu, in denen p wahr ist.

(3) Sind F = (W, R) ein Rahmen und V eine Belegungsfunktion, so heifit eine
Struktur M = (W, R, V) ein Modell. Man sagt dann auch, M basiert auf
F bzw. F liegt M zugrunde.

Definition 1.3 Seien F = (W, R) ein Rahmen und M = (W, R, V) ein auf F
basierendes Modell. Eine Formel ¢ heif3t

(1) wahr in einer Welt w € W (M, w |= ¢) genau dann, wenn einer der folgenden
Fiélle eintritt:
(i) ¢=p und w € V(p), wobei p € P,
(i) o=T,
(iii) @ = und M, w W~ 1,
(iv) =11 ANy und M, w =11 und M, w = s,
(v) =239 und es gibt ein v mit wRv und M, v = 1.
(2) wahr in M (M |= ) genau dann, wenn ¢ in allen Welten w € W wabhr ist.
(3) wahr in F (F |= ¢) genau dann, wenn ¢ in allen auf F basierenden Modellen
wahr ist.

(4) wahr (= ¢) genau dann, wenn ¢ in allen Rahmen wahr ist.

Beispiel. Gegeben seien folgende Strukturen gemé&fs Abbildung 1.1:

f
®={p, q}, T
W:{wl, Ceey U)5},
R = {(wy, wy), ..., (wg, ws)}, p P, q q q q
F = (W R), wq Wo w3 Wy Ws M
Wahlt man nun die Belegungs-
funktion V7 auf F mit P4 Dpq

Mo

w1 w2 w3 Wy Ws

Vilp) = {wy, wa},

Vl(Q) = {w2> AR w5} Abbildung 1.1: Beispiel-Rahmen F und darauf

basierende Modelle M1, Ms.
und betrachtet das Modell
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My = (W, R, V1), so kann man u. a. folgende Aussagen treffen:

My, wy | p, Op, Op, Og, OOq, Oq, Oq, Og, OOq, O¢, O'q, O’ .. .,
My, wy = p, q, O—p, O-p, Og, OOq, OPq, Og, OOq, O%q, O'q, D%, ...,

M17 Ws ): -p, 4, Dq7 |:|an |:|3q7 D4q7 |:|5q7 cee

Damit gilt M; | Og, O0Oq, 03¢, O%, D%, ... Diese Formeln sind aber nicht in
ganz F wahr, wie Modell My = (W, R, V3) belegt. Dort ist ndmlich beispielsweise
Ogq in wy nicht wahr.

Nach lédngerer Betrachtung kann

man Formeln finden, die in ganz W P w,

f wahr sind. Eine solche Formel wi < P w1 < M
ist Op — Op, welche aber wie- ws ws
derum nicht generell wahr ist, wie P

der Rahmen F’ und das darauf

basierende Modell M’ aus Abbil- Abbildung 1.2: Beispiel-Rahmen F’ und darauf

dung 1.2 belegen basierendes Modell M’.

Generell giiltige Formeln sind beispielsweise das Axiom
K O(p—q) — (Op— Oqg)

sowie alle Formeln, die man daraus erhélt, wenn man simultan alle Vorkommen von
p durch eine beliebige Formel 3; und alle Vorkommen von ¢ durch eine Formel (3,
ersetzt. Darauf wird im folgenden Abschnitt néher eingegangen. o

Neben dem Begriff der Wahrheit einer Formel gibt es auch den Begriff der Erfiillbar-
keit, der mit ersterem nicht zu verwechseln ist. Die folgende Definition gilt analog
fiir Rahmen.

Definition 1.4 Seien ¢ eine Formel, M ein Modell, 9 eine Klasse von Modellen.

(1) M erfiillt ¢ (¢ ist in M erfiillbar) genau dann, wenn es eine Welt von M
gibt, in der ¢ wahr ist.

(2) M erfiillt ¢ (¢ ist in M erfiillbar) genau dann, wenn es ein ¢ erfiillendes
Modell in 9 gibt.

Die Erfiillbarkeit und die Wahrheit von Formeln sind in gewisser Weise zueinander
dual: ¢ ist erfiillbar in einem Modell (oder einem Rahmen) genau dann, wenn —¢
in diesem Modell (bzw. Rahmen) nicht wahr ist.

1.4 Axiomatisierungen

Axiome. Axiome legen die grundlegenden Eigenschaften der Anwendung einer
modalen Logik auf syntaktischer Ebene fest. Wichtige Axiome der unimodalen Aus-
sagenlogik sind beispielsweise:
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Taut alle aussagenlogischen Tautologien

K O(p — q) — (Op — dg) Abgeschlossenheit von Wissen unter Implikation
Dual <©p < —O-p Dualitat der Bedeutung der Operatoren

T Op —p Notwendigkeit

4 Op — O0p Positive Selbsteinsicht

5 -0Op — O-0Op Negative Selbsteinsicht

Inferenzregeln. Mit folgenden Regeln kann man aus Axiomen und bereits bewie-
senen Formeln (Theoremen) neue Theoreme erhalten:

MP  Modus Ponens: Aus ¢ — 1 und ¢ beweise ¥
NR Notwendigkeitsregel: Aus ¢ beweise Oy
US uniforme Substitution: Aus ¢ beweise ¢ [81/p1, - .., Bn/Dn]

In der Regel US bezeichnet die Schreibweise ¢ [31/p1, ..., (,/ps] diejenige Formel,
die man erhélt, wenn man in ¢ gleichzeitig alle Vorkommen der atomaren Aussagen
p1, - .., pp durch die (beliebigen) Formeln (3, ..., 3, ersetzt. Diese Inferenzregel
wird nur benotigt um abzusichern, dass fiir ein Axiom auch dessen Ersetzungsinstanz
beweisbar ist. Es ist also auch méglich (und in der Literatur zuweilen iiblich), auf die
uniforme Substitution zu verzichten und an Stelle jedes Axioms ein Axiomenschema
anzugeben, in dem statt der atomaren Aussagen beliebige Formeln vorkommen.
Dieser Zugang ist dquivalent zu dem hier gewihlten. Das bedeutet, dass die Systeme,
die durch beide Zugénge mit gleichen Axiomen(-schemata) gebildet werden, auch
gleich sind.

Systeme. Das klassische modale System K wird durch die Axiome Taut, K und
Dual sowie die Inferenzregeln MP, NR und US charakterisiert. Das heifit, dass zum
Beweis einer K-Formel die Axiome Taut, K und Dual sowie alle drei Inferenzregeln
zur Verfiigung stehen. Formal werden logische Systeme wie folgt definiert:

Definition 1.5
(1) Eine Menge I" von Formeln heifit abgeschlossen beziiglich einer Inferenzregel
IR genau dann, wenn alle Formeln, die man durch Anwendung von IR auf
beliebige Formeln aus I' beweisen kann, wieder in I' sind.

(2) Ein modales System (oder eine modale Logik) A ist eine Menge von
Formeln, die alle aussagenlogischen Tautologien enthilt und abgeschlossen
beziiglich der Inferenzregeln MP und US ist.

Die Elemente von A werden Theoreme genannt. Statt ¢ € A schreibt man
auch 5 .

(3) Ein modales System heifit konsistent genau dann, wenn t/, 1 gilt.

(4) Ein modales System A heifit normal, falls es die Axiome K und Dual enthélt
und abgeschlossen beziiglich NR ist.

(5) Das kleinste normale System heifit K.

Die Betrachtungen dieser Arbeit werden sich auf normale modale Systeme beschrin-
ken. Deshalb wird eine besondere, nur fiir normale Systeme giiltige Schreibweise
eingefiihrt:
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Definition 1.6 A sei ein normales modales System, und F' sei eine Menge von
Formeln (z. B. von Axiomen). Dann bezeichnet A + F' das kleinste normale System,
das A und F enthélt.

Man erhélt also groflere Systeme als K, indem man Formeln, die nicht in K beweis-
bar sind, als Axiome hinzunimmt und dann den Abschluss der neuen Formelmenge
beziiglich der drei Inferenzregeln bildet. Auf diese Weise kann man beispielsweise
die klassischen Systeme T = K + T, S4 =T + 4, S5 = S4 + 5 und noch viele
weitere Logiken bilden.

Korrespondenztheorie. Wie in der klassischen Aussagenlogik und Pradikaten-
logik spiegeln Axiome auch in der modalen Logik gewiinschte Eigenschaften der
Anwendung bestimmter modaler Systeme wider. So stellen beispielsweise die Inter-
pretationen, die den Axiomen K und Dual zugrunde liegen, Eigenschaften dar, die
in den meisten klassischen Anwendungen normaler Systeme gefordert werden (s. a.
Abschnitt 1.2). Die Bedeutungen von T, 4 und 5 werden am deutlichsten, wenn man
die epistemische Betrachtungsweise benutzt: Die Feststellung , Wenn jemand etwas
weifl, dann gilt es“ entspricht T und ist erforderlich, wenn die Anwendung voraus-
setzt, dass der Agent korrektes Wissen hat. Die Interpretationen von 4 und 5 aus
Abschnitt 1.2 konnen dhnlich beleuchtet werden.

Wegen dieser engen Verkniipfung zwischen Axiomen und ihrer (intuitiven) Interpre-
tation ist es nicht verwunderlich, dass auch enge Zusammenhénge zwischen Axiomen
und Eigenschaften von Rahmen bestehen. Die Korrespondenztheorie besagt fiir viele
Paare von Axiomen A und priédikatenlogischen Aussagen P, dass folgende Eigen-
schaft gilt:

A ist in einem Rahmen F = (W, R) genau dann wahr, wenn P fiir R beziiglich W
gilt.

Solche Korrespondenzeigenschaften gelten fiir viele bekannte Axiome, insbesondere
fiir diejenigen, mit denen die in dieser Arbeit verwendeten Systeme definiert sind. Im
Folgenden sind alle diese Axiome und die korrespondierenden Aussagen angegeben.
Dabei werden fiir die Axiome T, 4 und E = 5 Schreibweisen verwendet, die zu denen
auf Seite 15 dquivalent sind.

Fiir Beweise der Korrespondenzresultate sei auf die Literatur ([1], [4]) verwiesen.
Name Axiome und korrespondierende Eigenschaft

K O(p — q) — (Bp — Oq)
R ist beliebige Relation

Dual  Op« —-0O-p
R ist beliebige Relation

T p— p
Vu(uRu)  (Reflexivitét)

4 OOp — Op
VuvoVw((uRv A vRw) = uRw)  (Transitivitét)
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E Op — OOp
VuVoVw((uRv A uRw) = vRw)  (Euklidizitét)

B p — OOp
VuVYv(uRv = vRu)  (Symmetrie)

D Op — $p
Vudv(uRv)  (Totalheit)

T Op—p
Vovw(vRw = v = w).

Triv Op —p
VoVw(vRw < v = w).

Ver -Op
YoVw(—vRw).

Altn DplvD(pl —>p2)\/\/|:]((p1/\/\pn) —>pn+1)
VuVoy .. Vo (wRvy Ao AuRvpq) = 30, <n+1(0 # j Av; = v;))
(Jede Welt hat hochstens n R-Nachfolger.)

2 O(pAOg) — O(pV Oq)
VuVoVw((uRv A uRw A v # w) = Jz(vRr A wRr))

3 OpACG—=O(p A VO(PpAG VO(OpAQ)
VuVoVw((uRv A uRw) = (vRw Vv =w V wRv))

Die zu .2 und .3 korrespondierenden Eigenschaften werden mit Namen versehen,
damit spéter besser auf sie zuriickgegriffen werden kann. Dabei gilt jeder Name
sowohl fiir Relationen als auch fiir alle Rahmen mit solchen Relationen.

Definition 1.7

(1) Eine Relation R heifit zusammenlaufend genau dann, wenn sie folgende
FEigenschaft erfiillt:

/\ <(uRv AuRw Av # w) = \/(URx A wa))

U, vV, W

(2) Eine Relation R hat keine Vorwéirtsverzweigung genau dann, wenn sie
folgende Figenschaft erfiillt:

/\ ((uRv ANuRw) = (vRw Vv =wV wRwv))

U, v, W
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1.5 Modale Systeme

Die fiir diese Arbeit relevanten modalen Systeme sind wie folgt axiomatisiert:

K K4E = K+ 4 +E D4E = K+D+ 4 + E
KB = K+ 4 + B
D4 =K+ D +4
K4 = K+ 4 DE =K+ D +E
KE = K+ E DB =K+ D +B
KB = K+ B S4 =K+ T +4
D =K+ D S5 =K+ T +E
T =K+ T B =K+ T +B
K42 = K+ 4 + .2
T = K+ T K43 = K+ 4 + .3
Triv = K + Triv S42 = K+T+ 4 + 2
Ver = K + Ver KAIlt, = K + Alt, S43 = K+T+ 4 + 3

Um die Komplexitit modaler Systeme zu untersuchen, ist es hilfreich zu wissen, wel-
che der aufgefithrten Systeme mit anderen in Inklusionsbeziehung stehen oder sogar
zusammenfallen. Es muss also fiir jedes Paar Ay, Ay von Logiken gepriift werden, ob
die Beziehung Ay C Ay (bzw. wenn Fj, ¢, dann -y, ¢) gilt oder nicht.

Dieses Kriterium ist auf syntaktischem Weg jedoch nur sehr schwer zu iiberpriifen.
So miisste man fiir Ay C As zeigen, dass sich alle Axiome, die A; definieren, aus
denen fiir Ay mittels der Inferenzregeln beweisen lassen. Solch einen modallogischen
Beweis zu finden, ist mitunter kompliziert. Um jedoch zu zeigen, dass es keinen
modallogischen Beweis fiir alle Axiome von A; aus denen fiir Ay gibt, reichen die
zur Verfiigung stehenden syntaktischen Mittel nicht aus.

Deshalb ist ein semantisches Kriterium erforderlich, um das Gelten oder Nichterfiillt-
sein einer Inklusionsbeziehung zwischen zwei Logiken zu zeigen. Die Grundlage dafiir
bilden die Begriffe der Korrektheit und Vollsténdigkeit logischer Systeme, die eine
Verbindung von Syntax und Semantik schaffen und damit in vieler Hinsicht von
grofler Bedeutung fiir die Theorie modaler Logiken sind.

Definition 1.8 Seien A ein logisches System und § eine Klasse von Rahmen.

(1) Lz bezeichnet die Menge aller Formeln o, fiir die F |= ¢ fiir alle F € § gilt.
(2) A heifit korrekt beziiglich §, falls A C Ly gilt.

(3) A heiBt vollstéindig beziiglich §, falls A D L gilt.

(4) A heifit durch § bestimmt, falls A korrekt und vollstdndig beziiglich § ist.

Alle in dieser Arbeit behandelten Systeme sind bestimmt durch die Klasse aller
Rahmen mit derjenigen Eigenschaft, die mit der Axiomatisierung des entsprechen-
den Systems korrespondiert. So sind beispielsweise K durch die Klasse aller Rahmen,
T durch die Klasse aller reflexiven Rahmen und S5 durch die Klasse aller reflexi-
ven und euklidischen Rahmen und (da jede reflexive und euklidische Relation eine
Aquivalenzrelation ist und umgekehrt) damit durch die Klasse aller Rahmen mit
Aquivalenzrelationen bestimmt.
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Die Beweise fiir die Vollstdandigkeit bediirfen umfangreicher Vorbetrachtungen und
werden im Anhang A ausgefiihrt. Wie man die Korrektheit zeigt, wird im Folgenden
angedeutet:

Sei A = K+ A ein normales System, wobei A ein Axiom (oder eine Konjunktion
von Axiomen) ist, mit welchem eine Eigenschaft P von Rahmen korrespondiert. Die
Klasse aller Rahmen mit P heifle §. Die Korrespondenzeigenschaft bedeutet also

FE=A  genaudann, wenn  F €§

fiir alle Rahmen F gilt. Das heifit insbesondere auch, dass A in allen Rahmen aus
§ wahr ist. Um zu beweisen, dass alle Theoreme von A in allen Rahmen aus §
wahr sind, muss noch gezeigt werden, dass die Inferenzregeln die Wahrheit in einem
beliebigen Rahmen bewahren. Letzteres ist eine allgemein bekannte Eigenschaft und
wird hier nicht bewiesen. Wichtig ist die Folgerung

FEA genau dann, wenn ~ F = A (1.1)
fiir alle Rahmen F.

Mit Hilfe der Korrektheit und Vollsténdigkeit aller betrachteten Systeme lésst sich
nun ein leichter zu iiberpriifendes Kriterium dafiir angeben, welche Inklusionsbezie-
hungen bestehen und welche nicht:

Lemma 1.9 Seien A, Ay Axiome (bzw. Konjunktionen von mehreren Axiomen),
P, bzw. P, die korrespondierenden FEigenschaften von Rahmen sowie §; und §o
die Klassen aller Rahmen, die die Figenschaft P, bzw. P, haben. Ferner seien die
normalen modalen Systeme Ay = K+ A; und Ay = K + A, durch die Klassen §
bzw. §2 von Rahmen bestimmt. Dann gilt:

Ay €Ay,  genau dann, wenn ~ Fo C Fy

Beweis.

»=“ Wenn A; C Ay, dann gilt fiir alle Rahmen F: wenn F |= Ay, dann F = A;.
Wegen (1.1) folgt daraus: wenn F = Ay, dann F = A;. Auf Grund der
Korrespondenzeigenschaften folgt daraus: wenn F € §», dann F € §;, also

2 C §1.

<= Aus §o C §; folgt Ly, C Lz,, und da beide Systeme durch §; bzw. §s
bestimmt sind, folgt daraus wiederum A; C As.

O

Dieses Kriterium erlaubt nun eine rein semantische Priifung, ob ein modales System
ein anderes enthélt oder nicht. So kann man beispielsweise die Bezichung S4 C S5
beweisen, indem man zeigt, dass alle Rahmen mit Aquivalenzrelation auch reflexiv
und transitiv sind, aber dass es reflexive, transitive Rahmen gibt, deren Relation kei-
ne Aquivalenzrelation ist. Das Vergleichen von Logiken wird also auf das Vergleichen
von Klassen von Relationen zuriickgefiihrt.
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Im Anhang B werden alle notigen Vergleiche zwischen den fiir diese Arbeit relevanten
normalen modalen Systemen vorgenommen. Abbildung 1.3 gibt alle Beziehungen
zwischen diesen Systemen wieder. Dabei fiihrt genau dann ein Pfeil von A; nach A,,
wenn Ay C A, gilt.

Abbildung 1.3: Hierarchie normaler modaler Logiken.

1.6 Erweiterungen der modalen Grundsprache

Multimodale Logik. Besonders in der epistemischen Logik — also dann, wenn
man modale Logik zur Wissensrepriasentation anwendet — entsteht hiufig das Be-
diirfnis nach mehreren Modalitédten, um beispielsweise iiber das Wissen mehrerer
Agenten urteilen zu kénnen. Eine einfache Erweiterung der (uni-)modalen Grund-
sprache macht das moglich: Anstelle der Operatoren O und < werden n Operatoren
Oy, ..., O, bzw. &, ..., <, verwendet. Oftmals schreibt man statt O, auch K;p
und liest das als: ,, Agent ¢ weif}, dass ¢.“

Die Semantik multimodaler Logik unterscheidet sich von derjenigen der unimo-
dalen dadurch, dass ein Rahmen nicht mehr eine Relation, sondern eine Menge
R ={Ry, ..., R,} von n Relationen enthélt. Dabei entspricht jedes R; dem moda-
len Operator K, d.h. eine Formel K;p ist wahr in einer Welt w genau dann, wenn
fiir alle v gilt: Wenn wR;v, dann ist ¢ in v wahr.

Multimodale Logik kennt noch mehr Erweiterungen: Betrachtet man eine Menge
G C {1, ..., n} (die man als ,,Gruppe“ von Agenten auffassen kann), so kann man
einen weiteren Operator Eg fiir das Wissen aller Agenten aus G einfithren. Egy
ist dann eine Kurzschreibweise fiir die Konjunktion A, . K;p. Will man iiber das
»Allgemeinwissen® der Gruppe G urteilen (also ,jeder weifl ¢, und jeder weifl das,
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und jeder weifl wiederum das usw.“), so kann man den Operator Cg verwenden,
der mit der Schreibweise Cg¢ die (unendliche!) Konjunktion Eqp A EqEqp A ...
zusammenfasst. Fiir Wissen, das in der Gruppe G verteilt ist, gibt es den Operator
Dg.

Systeme mit n modalen K-Operatoren werden so axiomatisiert, dass jedes Axiom in
n verschiedenen , K;-Versionen“ auftritt. Solche Systeme werden mit dem Index n
am Ende oder in der Mitte des Namens versehen. Treten zusétzliche Operatoren etwa
der Sorten E, C' oder D auf, dann wird entweder der Name des Systems zusétzlich
gekennzeichnet oder diese Tatsache explizit vermerkt.

Temporale Logik. Wenn man modale Logik verwendet um zu beriicksichtigen,
dass Aussagen zu unterschiedlichen Zeitpunkten verschiedene Wahrheitswerte haben
konnen, dann bedient man sich der modalen Operatoren F', P und GG, H an Stelle
von <& bzw. O, wie in Abschnitt 1.2 erwdhnt. Diese Erweiterung kennzeichnet man
mit einem ¢ im Namen des entsprechenden modalen Systems.

Auch hier ist zu beachten, dass jedes Axiom, das ein temporales System charakte-
risiert, in einer F-G- und einer P-F-Variante auftritt. Will man von bestimmten
Axiomen nur eine der beiden Varianten zulassen (z. B. beim Axiom .3), dann kenn-
zeichnet man die entsprechende Stelle im Namen mit dem Index [ (fir F' und G)

oder r (fiir P und F).

Auf semantischer Ebene bezeichnet man die Welten, in denen Formeln ausgewertet
werden, als (Zeit-)Punkte. Die Relation, in der Zeitpunkte zueinander stehen, wird
mit < bezeichnet, und der Sachverhalt s < t wird interpretiert als ,,Zeitpunkt s ist
frither als Zeitpunkt ¢¢.

Je nachdem, welche Eigenschaften der ,natiirlichen“ Zeit man fiir eine Anwendung
voraussetzt, gibt es die vielfédltigsten Moglichkeiten, temporale Systeme zu charakte-
risieren. Eine typische temporale Logik ist K¢4.3, die fiir Anwendungen geeignet ist,
in denen die , frither als“-Relation der Zeit transitiv und ohne Vorwértsverzweigung
ist. Wichtig ist in diesem Zusammenhang die Feststellung, dass sich bestimmte Ei-
genschaften wie Irreflexivitat, Asymmetrie und Antisymmetrie nicht axiomatisieren
lassen. Der Beweis dieser Tatsache benutzt Techniken, auf die in dieser Arbeit nicht
niher eingegangen werden kann.

Auch die temporale Sprache kennt noch mehr Erweiterungen, wie den ,,next time*-
Operator fiir diskrete Zeit oder die ,since“-/, until“-Operatoren. Darauf wird hier
ebenfalls nicht weiter eingegangen.



22 1 MODALE AUSSAGENLOGIK

1.7 Mehr iiber Rahmen und Modelle

Um die Komplexitit modaler Logiken untersuchen zu koénnen, sind einige Begriffe
und Eigenschaften erforderlich, die sich auf Rahmen und Modelle beziehen.

Definition 1.10 Sei R eine bindre Relation iiber W, und seien v, w € W sowie
n > 1. Dann heifit v von w aus in n Schritten sichtbar (kurz: wR"v) genau
dann, wenn Folgendes gilt:

(1) wRo, fallsn =1,
(2) Es existieren uq, ..., U,_1 mit wRuy, uyRug, ..., uy_oRU,_1, u,_1Rv, falls
n > 1.

Definition 1.11 Sei A ein modales System.

(1) Ein Rahmen F heift A-Rahmen (oder Rahmen fiir A) genau dann, wenn
F E A gilt, d.h. F = p fiir alle ¢ € A.

(2) Ein Modell M heiit A-Modell (oder Modell fiir A) genau dann, wenn es auf
einem A-Rahmen basiert.

Definition 1.12 Seien F = (W, R) ein Rahmen und M = (W, R, V') ein Modell.

(1) Ein Rahmen F' = (W', R') ist ein Teilrahmen von F genau dann, wenn
W' CW und R = R0 (W' x W) gelten.

(2) Ein Modell M' = (W', R, V) ist ein Teilmodell von M genau dann, wenn
es auf einem Teilrahmen von F basiert.

(3) Fiir eine Teilmenge W' von W bezeichnet das auf W' eingeschrinkte Mo-
dell M|y dasjenige Teilmodell von M, dessen Menge von Welten W' ist.

In vielen Anwendungen modaler Logiken méchte man von zwei Modellen oder Rah-
men feststellen, ob sie dhnliche Struktur haben oder ob sie sich hinsichtlich der
Menge aller Formeln, die in ihnen wahr sind, gleichen. Dafiir sind spezielle Ar-
ten von Teilmodellen und -rahmen sowie bestimmte Arten von Morphismen sehr
niitzlich. Da diese Begriffe und die dadurch implizierten Eigenschaften auch fiir
manche der spéateren Komplexitatsbetrachtungen wichtig sind, werden sie im Fol-
genden eingefiihrt. Die nur fiir Modelle angegebenen Definitionen lassen sich analog
auch auf Rahmen {ibertragen.

Definition 1.13 Seien M = (W, R, V') ein Modell und W' C W.

(1) Ein Teilmodell M' = (W', R, V') von M heiBt erzeugtes Teilmodell von
M genau dann, wenn fiir alle w € W' und alle v € W gilt: Wenn wRv, dann
ve W'

(2) Das kleinste erzeugte Teilmodell von M, dessen Menge von Welten W' enthiilt,
heifit das von W' erzeugte Teilmodell von M.

(3) Ein von einer einelementigen Menge erzeugtes Teilmodell heilt punktgene-
riertes Teilmodell.
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Sind M = (W, R, V) ein Modell, M' = (W', R', V) ein erzeugtes Teilmodell von
M und F bzw. F' die zugrunde liegenden Rahmen, so gilt fiir jede Formel ¢ und
jede Welt w € W'

M, wkE ¢  genau dann, wenn M’ w = o.

Diese Aussage ist allgemein bekannt und ldsst sich per Induktion iiber den Aufbau
von ¢ beweisen. Sie impliziert auch die Feststellungen

Wenn MEp, dann M E¢  und
Wenn  F E o, dann  F E .

Der Ubergang zu einem erzeugten Teilmodell bewahrt also die Giiltigkeit modaler
Formeln. Daraus folgt auch, dass alle axiomatisierbaren semantischen Eigenschaften
des urspriinglichen Modells (wie z. B. Transitivitéit, Reflexivitit u. v. a.) ebenfalls fiir
das erzeugte Teilmodell gelten.

Die folgenden drei Begriffe bezeichnen Abbildungen zwischen Modellen, die deren
Struktur bewahren:

Definition 1.14 Seien M; = (Wi, Ry, V1) und My = (Wy, Rs, Vi) zwei Modelle
und f : Wy — Wy eine Abbildung.

(1) f heit Homomorphismus von M; nach My genau dann, wenn folgende
FEigenschaften erfiillt sind:

(i) Fiir alle v, w € Wy gilt: Wenn vRyw, dann f(v)Ryf(w),
(ii) Fiir alle p € ® und alle w € W gilt: Wenn w € Vi(p), dann f(w) € Va(p).

(2) f heift Isomorphismus von M; nach My genau dann, wenn f bijektiv ist
und folgende FEigenschaften erfiillt sind:

(i) Fiir alle v, w € W1 gilt: vRyw genau dann, wenn f(v)Rsf(w),
(ii) Fiir alle p € ® und alle w € Wy gilt: w € Vi(p) genau dann, wenn
f(w) € Va(p).

(3) f heiBt beschrénkter Morphismus von M; nach My genau dann, wenn
folgende FEigenschaften erfiillt sind:

(i) Fiir alle v, w € Wy gilt: Wenn vRyw, dann f(v)Ryf(w),
(ii) Fiir alle p € ® und alle w € Wy gilt: w € Vi(p) genau dann, wenn
f(w) € Va(p).
(iii) Fiir alle vy € W1 und wy € Wy mit f(vy)Rows existiert ein wy € W mit
viRywy und f(wq) = ws.

Homomorphismen bewahren einen grofien Teil der Struktur von Modellen, aber nicht
notwendigerweise die Wahrheit modaler Formeln.

Zueinander isomorphe Modelle besitzen die gleiche Struktur und die gleichen Theo-
rien. Ist f ein Isomorphismus von M; nach Ms, so gelten folgende Aussagen:
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(1) Fiir alle ¢ € Fma(®) und alle w € Wy gilt: My, w = & M, f(w) = ¢.
(2) Fiir alle p € Fma(®) gilt: M; E¢ & My E=p.

Beschrinkte Morphismen bewahren einen grofien Teil der Struktur von Modellen und
die Wahrheit modaler Formeln. Ist f : M; — M,y ein beschrankter Morphismus
(wobei die Modelle M; und My auf den Rahmen F; bzw. F, basieren), so gilt
Aussage (1) von den beiden obigen. Fiir surjektive beschrankte Morphismen f :
My — M, ist bekannt, dass die Aussagen

Wenn M | o, dann My Ep und
Wenn  F; E o, dann  F E .

gelten. Hieraus folgt wieder, dass alle axiomatisierbaren semantischen Eigenschaften
von M ebenfalls fiir My gelten.

1.8 Eigenschaften modaler Logiken

Modelleigenschaften. Fiir viele logische Systeme ergibt sich aus dem Beweis fiir
die Vollstéandigkeit quasi als ,,Nebenprodukt® eine weitere wichtige Eigenschaft, die
fiir Betrachtungen des Erfiillbarkeitsproblems von grofier Bedeutung ist: die endliche
Modelleigenschaft (englisch: finite model property). Eine Verschirfung ist die kleine
Modelleigenschaft (polysize model property), die vor allem fiir die in Abschnitt 2.1
bewiesenen NP-Resultate wichtig ist.

Definition 1.15 Seien A ein logisches System und 9 eine Klasse von Modellen.

(1) A hat die endliche Modelleigenschaft beziiglich 9t genau dann, wenn
M |= A gilt und jede erfiillbare Formel von einem Modell aus MM erfiillt wird,
das endlich viele Welten besitzt.

(2) A hat die endliche Modelleigenschaft genau dann, wenn es die endliche
Modelleigenschaft beziiglich irgendeiner Klasse von Modellen besitzt.

(3) A hat die kleine Modelleigenschaft beziiglich 9 genau dann, wenn
M = A gilt und ein Polynom f existiert, so dass jede erfiillbare Formel ¢
von einem Modell aus 9 erfiillt wird, das hochstens f(|¢|) Welten besitzt.

Die endliche Rahmeneigenschaft mit und ohne Bezug auf eine Klasse von Rahmen
ist analog definiert. Ohne Bezug auf eine Klasse von Rahmen ist die endliche Rah-
meneigenschaft dquivalent zur endlichen Modelleigenschaft.

Fiir die meisten der in dieser Arbeit auftretenden modalen Systeme ist die endliche
Modelleigenschaft beziiglich derjenigen Klasse von Modellen, die der Axiomatisie-
rung entsprechen, bekannt. Auf die Techniken, die man fiir das Beweisen dieser
Eigenschaften benétigt, kann hier nicht weiter eingegangen werden.

Eigenschaften spezieller Systeme. Fiir die spiteren Kapitel ist die endliche
Modelleigenschaft von K;4.3 beziiglich der Klasse aller Modelle mit transitiven und
trichotomen Relationen von besonderer Bedeutung. Dabei sind die Trichotomie und
weitere Begriffe fiir diese Art von Relationen wie folgt definiert:
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Definition 1.16

(1) Eine Relation R heift trichotom genau dann, wenn fiir alle z, y gilt:
TRy Vx=y V yRz.
(2) Eine transitive, trichotome Relation heift schwache Totalordnung.

(3) Ist R eine schwache Totalordnung iiber der Menge W, so heifit eine Welt w € W
maximal (bzw. minimal) beziiglich einer Teilmenge V von W genau dann,
wenn fiir allev € V' gilt: vRw (bzw. wRv).

Des Weiteren soll hier auf einige wichtige Eigenschaften von S4.3 und aller Syste-
me, die diese Logik enthalten, eingegangen werden. Diese Eigenschaften sind in [1,
Abschn. 4.9] aufgestellt und bewiesen.

Sei A ein beliebiges modales System, das S4.3 enthilt. Die Logik S4.3 ist durch
die Axiome 4, T und .3 charakterisiert. Nach den Betrachtungen in Abschnitt 1.4
heifit das, dass jedes S4.3-Modell (und damit auch jedes A-Modell) transitiv, reflexiv
und ohne Vorwirtsverzweigung ist. Daraus folgt wiederum, dass jedes punktgene-
rierte Teilmodell eines A-Modells diese drei Eigenschaften hat und iiberdies noch
zusammenhéngend ist. Letztere Eigenschaft ist wie folgt definiert:

Definition 1.17

(1) Eine Relation R heifit zusammenhéngend genau dann, wenn fiir alle x, y
gilt: xRy V yRx.

(2) Ein Rahmen, der punktgeneriert, transitiv und zusammenhéngend ist, heif3t
spezieller S4.3-Rahmen.

Dabei ist Punkt (2) durch den Sachverhalt gerechtfertigt, dass die Eigenschaft, zu-
sammenhéngend zu sein, die Reflexivitédt und das Fehlen von Vorwértsverzweigungen
impliziert.

Jedes System A, das S4.3 enthélt, hat nach dem Satz von BULL ([1, Th. 4.96]) die
endliche Rahmeneigenschaft. Auflerdem gelten folgende Resultate:

Satz 1.18 ([1, Th. 4.101]) Jede normale modale Logik, die S4.3 enthélt, wird von
einer endlichen Menge von Axiomen generiert.

Satz 1.19 ([1, Th. 4.103)) Fiir jede normale modale Logik A mit S4.3 C A gibt es
eine endliche Menge Nt endlicher spezieller S4.3-Rahmen mit folgender Eigenschaft:

Fiir jeden endlichen Rahmen F gilt F |= A genau dann, wenn F ein spezieller S4.3-
Rahmen ist und kein surjektiver beschréinkter Morphismus von F auf einen Rahmen
in N existiert.






27

2 Komplexitit
Fiir ein System A und eine Formel ¢ betrachte man die folgenden Fragestellungen:

(1) Ist ¢ in A beweisbar?
(2) Ist ¢ in allen A-Modellen wahr?
(3) Gibt es ein A-Modell, das ¢ erfiillt?

Bei jedem dieser Probleme (und noch weiteren) interessiert man sich zunéchst dafiir,
ob es entscheidbar ist. Kann man das bejahen, so wird dadurch die Frage nach der
Komplexitat dieser Entscheidung in Abhéngigkeit von der Lange der Formel ¢ auf-
geworfen. Um diese Fragestellungen untersuchen zu konnen, miissen die genannten
Probleme zunéchst genau definiert werden:

Definition 2.1

(1) Das Beweisbarkeitsproblem der modalen Logik A ist die Menge

A-PROVABLE = {¢ : b5 ¢}.

(2) Das Giiltigkeitsproblem der modalen Logik A ist die Menge

A-VALID = {yp : p ist in allen A-Modellen wahr}.

(3) Das Erfiillbarkeitsproblem der modalen Logik A ist die Menge

A-SAT = {¢ : ¢ wird von einem A-Modell erfiillt}.

Einige wenige semantische Uberlegungen zeigen, dass die beiden letzteren Probleme
zueinander dual sind: Eine Formel ¢ ist genau dann in allen A-Modellen wahr, wenn
es kein A-Modell gibt, dass - erfiillt. Deshalb geniigt es, die Komplexitét eines der
beiden Probleme zu untersuchen.

In diesem Kapitel wird das Erfiillbarkeitsproblem modaler Systeme betrachtet. Wie
E. GRADEL in 2] feststellt, ist dieses Problem fiir das grundlegende uni- wie multi-
modale System K, entscheidbar und bleibt dies auch, wenn man bestimmte Erwei-
terungen zur modalen Grundsprache hinzunimmt. Dies bezeichnet er als ,,robuste®
Entscheidbarkeitseigenschaft modaler Logiken. Eine detaillierte Untersuchung ein-
zelner Systeme beziiglich der Entscheidbarkeit ihres Erfiillbarkeitsproblems nehmen
P. BLACKBURN, M. DE RIJKE und Y. VENEMA in [1, Abschn. 6.2-6.4] vor.

Die folgenden Untersuchungen werden sich mit der Komplexitit des modalen Er-
fiillbarkeitsproblems beschéftigen. Begriffe wie Hérte, Vollstandigkeit, Zugehorigkeit
zu einer Komplexititsklasse oder auch die Komplexitit selbst, die sich auf das
Erfiillbarkeitsproblem einer modalen Logik beziehen, werden synonym auf die Lo-
gik angewendet. Fiir die Hérte beziiglich einer Komplexitatsklasse wird dabei die
m-Reduzierung zugrunde gelegt:
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Definition 2.2 Seien A, B Mengen und C ein Mengensystem.

(1) A heifit auf B in polynomialer Zeit many-one-reduzierbar genau dann,
wenn es eine in polynomialer Zeit berechenbare Funktion f gibt mit

N(@eA < f(x)eB).

T

Dann schreibt man auch A <P B.
(2) A heiit C-hart genau dann, wenn fiir alle X € C gilt: X <I A.
(3) A heiit C-vollstéindig genau dann, wenn A in C liegt und C-hart ist.

Die Abschnitte dieses Kapitels beschéftigen sich mit der Frage, welche normalen
modalen Systeme fiir die Komplexitiatsklassen NP und PSPACE vollstandig sind.
Dabei werden vor allem unimodale Systeme untersucht. Wenn in Einzelfdllen ein
allgemeineres Ergebnis (etwa fiir ein temporales oder multimodales System) vorliegt,
wird ausnahmsweise dieses angegeben.

Wenngleich PSPACE die wohl groite Bedeutung fiir modale Erfiillbarkeitsprobleme
hat, richtet sich das Hauptaugenmerk hier auf NP. Fiir diese Klasse werden im ersten
Abschnitt Resultate aus der Literatur zusammengetragen und eigene Ergebnisse
bewiesen. Der zweite Abschnitt gibt einen Uberblick iiber PSPACE-vollstindige
Systeme. Im letzten Abschnitt werden nach einer Zusammenfassung weiterfiithrende
und offene Fragestellungen behandelt.

2.1 NP-vollstindige Systeme

Jede modale Logik A kann als eine Erweiterung der klassischen Aussagenlogik auf-
gefasst werden. Deshalb ist das Erfiillbarkeitsproblem fiir A mindestens so schwer
wie SAT, also NP-hart. Diese Aussage, die in dhnlicher Formulierung in [1, S. 374]
getroffen wird, soll hier genau bewiesen werden:

Lemma 2.3 Jede modale Logik hat ein NP-hartes Erfiillbarkeitsproblem.

Beweis. Sei A ein modales System. Es wird gezeigt, dass
SAT <P A-SAT

gilt, wobei die reduzierende Funktion die identische Funktion ist. Diese ist polyno-
mial berechenbar, und es muss gezeigt werden, dass die Aquivalenz

p € SAT & ¢ e A-SAT

fiir alle aussagenlogischen Formeln ¢ gilt:

»,=": Wenn eine aussagenlogische Formel ¢ eine erfiillende Belegung 3 hat, dann
wihle man einen beliebigen nicht leeren A-Rahmen F = (W, R), eine (moda-
le) Belegungsfunktion V' und eine Welt w € W derart, dass fiir alle atomaren
Aussagen p gilt: w € V(p) < [B(p) = 1. Dann ist ¢, als modale Formel auf-
gefasst, im Modell (W, R, V) erfiillbar, ndmlich in w.
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,<=“ Ist eine aussagenlogische Formel ¢ in der Welt w eines Modells M =
(W, R, V) erfiillt, dann wird ¢ von der aussagenlogischen Belegung 3 erfiillt,

fir die f(p) =1 © w € V(p) fiir alle p € P gilt.
0J

Es bleibt zu kldaren, welche normalen modalen Systeme in NP liegen. Gesucht sind in
diesem Kapitel also nichtdeterministische Algorithmen, die das Erfiillbarkeitsprob-
lem fiir bestimmte Logiken in polynomialer Zeit entscheiden. Eine wichtige Rolle
spielt dabei die kleine Modelleigenschaft, die in Abschnitt 1.8 eingefithrt wurde.
Die Verwendung dieser Eigenschaft fiir den Beweis, dass eine modale Logik in NP
liegt, geht zuriick auf P. BLACKBURN, M. DE RIJKE und Y. VENEMA. Aus [1,
Abschn. 6.6] stammen die folgenden beiden Lemmata mit hinreichenden Kriterien
fiir die Zugehorigkeit eines modalen Systems zu NP.

Lemma 2.4 ([1, Lemma 6.35]) Sei A eine konsistente modale Logik mit der kleinen
Modelleigenschaft beziiglich einer Klasse 9t von Modellen. Wenn das Problem M &
M in beziiglich | M| polynomialer Zeit entscheidbar ist, dann hat A ein NP-vollstin-
diges Erfiillbarkeitsproblem.

Anmerkung. Fiir ein Modell M = (W, R, V') werden hier folgende Schreibweisen
verwendet: |[M| = |W|und [|[M|| = |W|+|R|. M| wird im Folgenden auch als Gréfle
von M bezeichnet.

Beweis. Wie schon festgestellt, geniigt es, einen NP-Algorithmus anzugeben, der
fiir eine Formel ¢ entscheidet, ob diese in 9 erfiillbar ist. Wegen der kleinen Mo-
delleigenschaft von A gibt es also ein Polynom f, so dass fiir jede in 9 erfiillbare
Formel ¢ ein Modell M € 90 existiert, das hochstens f(]p|) Welten besitzt und
@ erfiillt. Dieses Polynom ist dem Algorithmus bekannt, der zum Entscheiden der
Erfiillbarkeit einer Formel ¢ die folgenden Schritte durchfiihrt:

(1) Wihle nichtdeterministisch ein Modell M, das hichstens Grofie f(|p|) hat;
(2) Priife, ob M ¢ erfiillt — falls nicht: verwirf;
(3) Priife, ob M in 9 liegt — falls ja: akzeptiere, falls nein: verwirf.

Dass alle diese Schritte in polynomialer Zeit durchzufiihren sind, wird durch folgende
Uberlegungen sichergestellt:

(1) Um ein solches Modell zu wihlen, sind folgende Teilschritte erforderlich:

(i) Wahlen < f(|p|). W = {1, ..., n} bildet die Menge der Welten von M.
Dazu muss lediglich die Bindrdarstellung von n geraten werden, was
beziiglich |p| logarithmische Zeit benotigt.

(i) Fiir je zwei Welten wy, wy € W rate, ob wy Rwsy. Das sind n? Einzelschrit-
te.

(iii) Fir jedes w € W und jede atomare Aussage p, die in ¢ vorkommt, rate,
ob w € V(p). Das sind hochstens || - f(|p|) Einzelschritte.
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(2) Mit |M| ist auch ||M]| polynomial in |g|. Seien weiterhin alle Teilformeln

von o in aufsteigender Lénge mit vy, ..., ¢ durchnummeriert. Daraus folgt
k < e| und ¢, = ¢. AuBerdem gilt fiir alle j < k: Wenn 1, Teilformel von v,
dann ¢ < j.

Nun kann man fiir jedes m < k induktiv zeigen, dass man in O(m - || M||) fir
Jj=1,...,m jede Welt w in M mit ¢; bzw. —1); markieren kann, abhingig
davon, ob %; in w wahr ist oder nicht. Fiir den einzigen interessanten Fall
Ymy1 = Oy, j < m+ 1, wird w genau dann mit <t markiert, falls es ein
v mit wRv gibt, das mit ¢; markiert ist. Dieser Schritt ist in Zeit O(||M]])
ausfiihrbar.

Nun wird ¢ von M genau dann erfiillt, wenn es eine Welt w gibt, die mit ¢
markiert ist. Die gesamte Uberpriifung, ob M ¢ erfiillt, ist somit in beziiglich
|| polynomialer Zeit durchfiihrbar.

(3) Dieser Schritt benétigt nach Voraussetzung polynomiale Zeit. -

Fiir die wichtige Forderung, dass die Zugehorigkeit zu 99 in polynomialer Zeit ent-
scheidbar ist, geben P. BLACKBURN, M. DE RIJKE und Y. VENEMA noch ein leichter
zu iiberpriifendes hinreichendes Kriterium an:

Lemma 2.5 ([1, Lemma 6.36]) Wenn § eine Klasse von Rahmen ist, die man durch
eine préidikatenlogische Aussage' o definieren kann, dann ist das Problem F € § in
beziiglich der Grofle von F polynomialer Zeit entscheidbar.

Beweis. Per Induktion iiber die Struktur von « wird gezeigt, dass die Uberprii-
fung, ob o im Rahmen F = (W, R) gilt, in beziiglich der Grofle von F polynomialer
Zeit durchfithrbar ist. Dabei gelte W = {wy, ..., w,}.

Induktionsanfang.
1. Fall: « = (t; = t3). Dann kénnen die Terme ¢; und ty nur Welten wq, wy € W
sein, und w; = wsy ist in linearer Zeit entscheidbar.
2. Fall: o =t Rt;. Analog zum 1. Fall.

Induktionsschritt.

1. Fall: « = =3. Dann wird a genau dann von F erfiillt, wenn F nicht g erfiillt.
Nach Induktionsvoraussetzung ist das in polynomialer Zeit entscheidbar.

2. Fall: « = 31 A\ (2. Analog zum 1. Fall.

3. Fall: o = A\, . Dann darf § hochstens eine freie Variable enthalten, ndmlich z.
Damit die Formel sinnvoll fiir die Charakterisierung von § ist, muss a dquivalent
zur Formel A .y, B sein, welche man wiederum &quivalent zu o = 51 A... A 3,
umformen kann. Dabei wird jedes 3;, 1 < ¢ < n, durch Substitution von z mit
w; gebildet. Die 3; haben dann keine freien Variablen, und somit folgt aus der
Induktionsvoraussetzung, dass die Uberpriifung, ob o in F gilt, in polynomialer

Zeit durchfithrbar ist. -

LGemeint ist hier eine pradikatenlogische Formel mit Gleichheit und ohne freie Variablen.
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Diese beiden Lemmata sind wichtige Hilfsmittel, um die Zugehorigkeit modaler Sy-
steme zu NP zu zeigen. Der anspruchsvollste Schritt dabei ist der Nachweis der
kleinen Modelleigenschaft einer Logik. Zwei mogliche Techniken dafiir werden in
den folgenden Teilabschnitten behandelt.

2.1.1 Einfache Auswahlverfahren

In diesem Abschnitt werden einfache Auswahlverfahren angegeben, mit deren Hilfe
man fiir die Logiken K,Alt;, S5, D4E, K4B, K4E, T., Triv und Ver aus einem
erfiillenden Modell ein (ebenfalls erfiillendes) Modell polynomialer Grofie konstruie-
ren kann.

Satz 2.6 ([1, Th. 6.37]) K,Alty hat ein NP-vollstindiges Erfiillbarkeitsproblem.

Beweis. Um die kleine Modelleigenschaft zu zeigen, wird eine Auswahlfunktion
angegeben, die fiir eine gegebene Formel ¢ ein erfiillendes Modell M = (W, R, V)
auf ein Teilmodell einschréankt, das ¢ ebenfalls erfiillt und beziiglich |p| nur polyno-
mial viele Welten hat.

Eine solche Auswahlfunktion s : Sub(p) x W — P(W) wird induktiv iiber den
Aufbau von ¢ wie folgt definiert:

s(p, w) = {w}, fiir p € @,
(_'wa ) - S(’QD, )7 (21)
s(1 A ba, w) = s(th1, w) U s(, w),
s(Oih, w) = {wiu |J (v, v).

viwR;v

Intuitiv kann man diese Funktion s so verstehen, dass s(p, w) nur diejenigen Welten
auswahlt, die zum Wahrheitswert von ¢ in w iiberhaupt beitragen.

Anhand der Definition (2.1) ist ersichtlich, dass s(p, w) auch w enthalten muss.
Geht man nun zu M |, ) tber, so gilt fiir alle Formeln ¢, alle Modelle M und
alle Welten w von M:

M, wE genau dann, wenn M g,w), W = . (2.2)

Diese Aussage ist hier préziser wiedergegeben als in [1]. Der zugehorige Beweis
per Induktion iiber den Formelaufbau ist keineswegs so trivial, dass er wie eben-
da iibergangen werden konnte:

Induktionsanfang.
1. Fall: p = p fiirp € ®. (2.2) gilt: M, w) erbt die Belegungsfunktion von M.
2. Fall: ¢ = T. (2.2) gilt, da T immer wahr ist.

Induktionsschritt.
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1. Fall: o = —). Dann gilt

MuwEye & M, wlE
& Mlsw,w), wE 1Y (Induktionsvoraussetzung = IV)
& Mg, wE e (das(e, w)=s(y, w)).

2. Fall: o =11 A 1by. Dann gilt

MwEe & M, wEY und M, w E
& Ml w), wEY und Mg, w), w E 1P (IV)
& (Mls,w)ls@rw, w1 and (Msg,w)lsws,w), w = 1
(da s(ihi, w) C s(p, w))
= Mrs(%w), w ’: Qﬁl und M[S(%w), w ’: ¢2 (IV)
<~ M[S(%w), w ): Q.

3. Fall: ¢ = ). Dann gilt

MwEye & Esex.veW:wRwv und M, v
& Esex.ves(p,w):wRy und M, v =1
(nach Konstruktion von s)
& Esex.ves(p,w):wRy und Mgy ), vEY (IV)
& Esex.ves(pw):wRv und (Mg w)lsw,v), vV E Y
(da fiir v mit wR;v: s(v¥, v) C s(p, w))
& Esex.ves(pw):wRy und My w,vEY (IV)
& M), w E @
Dass MJ(,,w) wieder ein K,Alt;-Modell ist, ist sofort ersichtlich. Fiir jedes K,Alt;-
Modell M hat M [, ) tatsdchlich polynomiale GroBe beziiglich |¢|, denn nach
Konstruktion von s gilt sogar |s(¢, w)| < |¢| + 1. Das induktive Argument hierfiir

liegt auf der Hand und benutzt die Eigenschaft, dass jede Relation R; in K,Alt;-
Modellen eine partielle Funktion ist.

Da aulerdem die Klasse aller K,Alt;-Rahmen mittels der pradikatenlogischen Aus-
sage
/\ /\ (uRv NuRw) = v =w)
ie{l,...,n} uV,wWEW
definierbar ist, folgt wegen Lemma 2.5, dass das Problem ,Ist M ein K,Alt;-
Modell?“ in polynomialer Zeit entscheidbar ist.

Nach Lemma 2.4 hat somit K,Alt; ein NP-vollstandiges Erfiillbarkeitsproblem. [

P. BLACKBURN, M. DE RIJKE und Y. VENEMA erwéhnen in [1] auch, dass man
das NP-Resultat fiir 85 auf dhnliche Weise erhélt, fiihren jedoch keine Details dazu
aus. Das gleiche Resultat mit Beweis findet man bei R. E. LADNER in [5] sowie bei
J.Y. HALPERN und Y. MOSES in [3]. Im Folgenden wird eine an die hier verwendete
Notation angepasste Variante des Beweises aus [3] vorgestellt.
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Satz 2.7 ([5, Th. 6.2], [3, Prop. 6.2]) S5 hat ein NP-vollstindiges Erfiillbarkeits-
problem.

Beweis. Um die kleine Modelleigenschaft von S5 zu zeigen, wird die gleiche Idee
wie im vorhergehenden Beweis zugrunde gelegt: Betrachtet man eine Formel ¢ mit
m Vorkommen modaler Operatoren, so kann man mittels eines relativ einfachen
Auswahlverfahrens aus jedem erfiillenden S5-Modell ein erfiillendes S5-Teilmodell
mit hochstens m + 1 Welten bilden.

Sei also eine solche Formel ¢ in einer Welt w eines S5-Modells erfiillt. Dann kann
man zum von {w} erzeugten Teilmodell ibergehen, das ebenfalls ¢ in w erfiillt und
ein S$5-Modell ist (s. dazu die Bemerkungen nach Def. 1.13). Dieses Teilmodell sei
mit M = (W, R, V') bezeichnet.

Wenn W = {w}, dann hat M trivialerweise hochstens m + 1 Welten.

Enthélt W aufler w noch andere Welten, dann sind alle diese Welten von w aus in
endlich vielen Schritten sichtbar. Da R eine Aquivalenzrelation ist (jede reflexive,
euklidische Relation ist transitiv und symmetrisch, s.a. Anhang B.1), bedeutet das,
dass in M jede Welt mit jeder in Relation steht. Daraus folgt insbesondere, dass
eine Formel 1) genau dann in w wahr ist, wenn sie in allen Welten aus W wahr ist.
Nun sei die Menge aller Teilformeln der Form <& von ¢, die in w wahr sind, mit
F bezeichnet. Fiir jedes &t € F sel eine Welt w,, mit M, wy, = 1 gewdhlt. Dann
bilde man W' = {w}U{wy : Oy € F} und M’ = M[y. M’ hat nach Konstruktion
hochstens m + 1 Welten und ist wieder ein S5-Modell.

Im Folgenden wird gezeigt, dass fiir alle Welten w’ € W’ und alle Teilformeln v von
¢ die Beziehung

M, w' E1  genau dann, wenn M’ w' E (2.3)

gilt. Daraus folgt wegen w € W’ und M, w | ¢ die gewiinschte Eigenschaft
M’ w = . Der Nachweis der Bezichung (2.3) geschieht per Induktion iiber den
Aufbau von 1:

Induktionsanfang.
1. Fall: o = p fiir p € ®. (2.3) gilt, da M’ die Belegungsfunktion von M erbt.
2. Fall: ¢ = T. (2.3) gilt, da T immer wahr ist.

Induktionsschritt.
1. Fall: ¢v = —J. Dann gilt

MuwE-Y & M wEI
& M W HEY (nach Induktionsvoraussetzung)
s M u' E 0.

2. Fall: v» = 91 N 5. Beweis analog zum vorhergehenden Fall. )
3. Fall: ¢ = &4, Sei w' € W', Die Giiltigkeit beider Richtungen der Aquivalenz
(2.3) ist durch folgende Uberlegungen ersichtlich:
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»,= Wenn M, w' = O, dann gilt wegen der oben angefiihrten Eigenschaften
eines S5-Modells auch M, w | <. Folglich ist die Formel ¢ ein Ele-
ment von F, und nach Konstruktion von W’ existiert ein wy € W' mit
M, wy | . Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann auch M’ wy = o
und somit M, v’ = O0.

,<=“ Wenn M’ w' = OO0, dann existiert ein v € W’ mit M’, v' = 9. Nach In-
duktionsvoraussetzung gilt dann auch M, v' = ¢, und somit gilt M, v’ =
.

Auflerdem ist das Problem ,Ist der Rahmen, auf dem M basiert, ein S5-Rahmen?“
nach Lemma 2.5 in polynomialer Zeit entscheidbar, da die fiir die Definition ei-
ner Aquivalenzrelation erforderlichen Eigenschaften selbstverstdndlich durch eine

pradikatenlogische Aussage charakterisierbar sind (s.a. Abschnitt 1.4). Somit folgt
die NP-Vollstéandigkeit von S5 nach Lemma 2.4. 0

Mit wenigen zusétzlichen Uberlegungen lisst sich der Beweis fiir die NP-Vollstin-
digkeit von S5 auf die Systeme D4E und K4B iibertragen, da deren Semantik der
von S5 sehr dhnlich ist. Mit weiteren Uberlegungen kommt man sogar zu einem
NP-Resultat fiir K4E.

Die folgenden drei Sétze haben die NP-Vollstindigkeit dieser drei Systeme zum
Inhalt, wobei der erste schon von J.Y. HALPERN und Y. MOSES in [3] formuliert,
aber nicht bewiesen wurde.

Satz 2.8 ([3, Prop. 6.4]) D4AE hat ein NP-vollstindiges Erfiillbarkeitsproblem.

Beweis. Es geniigt, die kleine Modelleigenschaft von D4E zu zeigen. Da die Klasse
aller D4E-Rahmen durch eine priadikatenlogische Aussage definierbar ist, folgt die
NP-Vollstéandigkeit nach den Lemmata 2.4 und 2.5.

Sind eine Formel ¢ und ein D4E-Modell, das ¢ in einer Welt w erfiillt, gegeben, dann
kann man wieder zum von {w} erzeugten Teilmodell iibergehen, das ebenfalls ¢ in w
erfiillt und ein D4E-Modell ist (s. dazu auch die Bemerkungen nach Def. 1.13). Dieses
Teilmodell sei mit M = (W, R, V) bezeichnet. m sei die Anzahl der Vorkommen
modaler Operatoren in .

Wenn W = {w}, dann hat M trivialerweise hochstens m + 1 Welten.

Enthélt W aufler w noch andere Welten, dann sind alle diese Welten von w aus in
endlich vielen Schritten und wegen der Transitivitdt von R sogar in einem Schritt
sichtbar. Wegen der Euklidizitédt folgt daraus, dass alle diese Welten untereinander
und mit sich selbst in Relation stehen. Nun tritt genau einer der folgenden beiden
Fille ein:

1. Fall: wRw. Da jede Welt v # w von w aus sichtbar ist, folgt wegen der Eukli-
dizitdt auch v Rw. Damit steht in M jede Welt mit jeder in Relation, und M ist
ein S5-Modell, das ¢ erfiillt. Nach dem Beweis von Satz 2.7 existiert dann ein ¢
erfiillendes S5-Modell, das hochstens m + 1 Welten hat. Dieses Modell ist auch ein
DA4E-Modell.
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2. Fall: Nicht wRw. In diesem Fall ist M zwar kein S5-Modell, aber da alle Welten
aufer w untereinander und mit sich selbst in Relation stehen, kann man das Aus-
wahlverfahren aus dem Beweis von Satz 2.7 dennoch auf das Modell M anwenden.
Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Welten wy, nun aus W\{w} gewéahlt
werden. Das konstruierte Teilmodell M [y, das hochstens m + 1 Welten hat, ist
dann auch wieder ein Modell fiir D4E und erfiillt ¢ in w. O

Satz 2.9 KA4E hat ein NP-vollstidndiges Erfiillbarkeitsproblem.

Beweis. Wie im vorangehenden Beweis geniigt es, die kleine Modelleigenschaft
von K4E zu zeigen. Ausgehend von einer Formel ¢ mit m Vorkommen modaler
Operatoren und einem K4E-Modell, das ¢ in w erfiillt, kann man wieder zum von
{w} erzeugten Teilmodell M = (W, R, V') iibergehen. Wegen der Eigenschaften
erzeugter Teilmodelle ist M ebenfalls ein K4E-Modell, das ¢ in w erfiillt.

Wenn W = {w}, dann hat M trivialerweise hochstens m + 1 Welten.

Enthalt W aufler w noch andere Welten, dann sind alle anderen Welten von w aus
in endlich vielen Schritten und wegen der Transitivitdt von R sogar in einem Schritt
sichtbar. Wegen der Euklidizitdt stehen dann alle diese Welten untereinander und
mit sich selbst in Relation. M ist dann ein D4E-Modell, und nach dem Beweis des
vorangehenden Satzes existiert ein ¢ erfiillendes D4E-Modell mit héchstens m + 1
Welten. Dieses Modell ist auch ein K4E-Modell. 0J

Satz 2.10 K4B hat ein NP-vollstindiges Erfiillbarkeitsproblem.

Beweis. Es geniigt wieder, die kleine Modelleigenschaft von K4B zu zeigen. Ausge-
hend von einer Formel ¢ mit m Vorkommen modaler Operatoren und einem K4B-
Modell, das ¢ in w erfiillt, kann man wieder zum von {w} erzeugten Teilmodell
M = (W, R, V) iibergehen, das ebenfalls ein K4B-Modell ist und ¢ in w erfiillt.

Wenn W = {w}, dann hat M trivialerweise hochstens m + 1 Welten.

Enthélt W aufler w noch andere Welten, dann sind alle diese Welten von w aus in
endlich vielen Schritten und wegen der Transitivitdt von R sogar in einem Schritt
sichtbar. Wegen der Symmetrie ist dann w auch von allen diesen Welten aus sichtbar,
und wegen der Transitivitéit folgt daraus nun, dass alle Welten aus W mit sich selbst
und untereinander in Relation stehen. M ist dann ein S5-Modell, und nach dem
Beweis von Satz 2.7 existiert ein ¢ erfiillendes S5-Modell mit hichstens m+1 Welten.
Dieses Modell ist auch ein K4B-Modell. OJ

Das folgende Resultat stellt die wohl einfachste Anwendung der kleinen Modellei-
genschaft dar:

Satz 2.11 Die Logiken T, Triv und Ver sowie ihre multimodalen Entsprechungen
haben NP-vollstéindige Erfiillbarkeitsprobleme.
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Beweis. Sei A eines der genannten Systeme.

A besitzt die kleine Modelleigenschaft, denn wenn es fiir eine Formel ¢ ein A-Modell
gibt, das ¢ in einer Welt w erfiillt, dann kann man zum von {w} erzeugten Teilmodell
tibergehen, das ebenfalls ¢ in w erfiillt und ein A-Modell ist. (Falls A multimodal ist,
muss man dazu Definition 1.13 fiir multimodale Semantik verallgemeinern.) Ein sol-
ches punktgeneriertes Teilmodell besteht jedoch fiir jedes der betrachteten Systeme
aus genau einer Welt.

Da auBerdem die Klasse von A-Rahmen mittels einer priadikatenlogischen Aussage
definierbar ist, folgt die NP-Vollstéindigkeit von A nach den Lemmata 2.4 und 2.5.
O

2.1.2 Auswahlverfahren mit Hilfe endlicher Modelle

In [1] findet sich auch das NP-Resultat fiir die temporale Logik K4.3, die in Ab-
schnitt 1.8 einer genaueren Betrachtung unterzogen wurde. Der Beweis des folgenden
Satzes benutzt die endliche Modelleigenschaft von Ki4.3 beziiglich der Klasse aller
Modelle mit schwachen Totalordnungen, um aus einem erfiillenden Modell ein sol-
ches polynomialer Grofle zu konstruieren.

Satz 2.12 ([1, Th. 6.38]) K4.3 hat ein NP-vollstéindiges Erfiillbarkeitsproblem.

Beweis. Um die kleine Modelleigenschaft von Ki4.3 zu zeigen, betrachte man wie-
der eine Formel ¢, in der m verschiedene Modalitéiten auftreten und die in einem
beliebigen Modell dieser Logik erfiillbar ist. Wegen der endlichen Modelleigenschaft
von K4.3 existiert ein endliches Modell M = (T, <, V') mit einer schwachen To-
talordnung, so dass fiir ein t € T gilt: M, t = ¢. Aus M wird nun wie folgt durch
Auswahl von Punkten ein Modell polynomialer Grofie gebildet:

Seien Fq, ..., FiY, und Py, ..., Pv; alle Teilformeln von ¢, die die Form F
bzw. PY haben und in M erfiillt sind. Dann wéhle man fiir jede Formel F'i); einen
Zeitpunkt u; € T derart, dass M, u; = ¥; und u; ein maximaler Punkt in der <-
Ordnung mit dieser Eigenschaft ist. Analog wéhlt man fiir jedes P9, ein v; € T', so
dass M, v; =9, und v; minimal beziiglich dieser Eigenschaft ist.

Schrankt man nun das Modell M mit der Menge T" = {¢t, uy, ..., ug, v1, ..., v}
auf das Teilmodell M’ = M7 ein, so kann man feststellen, dass dieses wieder eine
schwache Totalordnung und zudem nur héchstens m + 1 Zeitpunkte besitzt. Die
noch ausstehende Forderung M’ t = ¢ erhélt man mit der Aussage, dass fiir alle
Teilformeln ¢ € Sub(y) und alle Zeitpunkte ¢t € T’

M, tE=1  genau dann, wenn M’ t =1 (2.4)
gilt, was sich wie folgt durch Induktion iiber die Struktur von ¢ zeigen lasst:

Induktionsanfang.
1. Fall: v = p fiirp € ®. (2.4) gilt, da M’ die Belegungsfunktion von M erbt.
2. Fall: ¢ = T. (2.4) gilt, da T immer wahr ist.
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Induktionsschritt.
1. Fall: ¢v = —). Dann gilt

Mt & M tED
& Mt (nach Induktionsvoraussetzung)
& M tE 0.

2. Fall: ¢ = 91 A 9. Beweis analog zum vorhergehenden Fall. )
3. Fall: p = F). Seit € T'. Die Giiltigkeit beider Richtungen der Aquivalenz
(2.4) ist durch folgende Uberlegungen ersichtlich:

= Wenn M, t = F'¥, dann ist ¥ eines der anfangs eingefiihrten ;. Folglich
gilt M, u; = 0 sowie t < wu;, da u; gerade ein maximaler Zeitpunkt
beziiglich der Eigenschaft M, u; = ¥ ist. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt dann auch M’ u; =9, also M', t = F9.

,<=“ Wenn M, t = F, dann existiert ein v € 7" mit ¢t < v und M’, u = 9.
Nach Induktionsvoraussetzung folgt M, u |= 19, also M, t = F'9.

4. Fall: v = Pv. Beweis analog zum vorhergehenden Fall.

Hiermit und aufgrund der Tatsache, dass sich auch die Klasse aller Rahmen mit

schwachen Totalordnungen durch eine pradikatenlogische Aussage charakterisieren
lasst, folgt nach den Lemmata 2.4 und 2.5 die NP-Vollstandigkeit von K4.3. U

Das nun folgende Resultat aus [1] ist das wohl umfassendste: Alle normalen modalen
Logiken, die S4.3 enthalten, haben ein NP-vollstandiges Erfiillbarkeitsproblem.

Um dieses Resultat zu beweisen, muss auf die im Abschnitt 1.8 behandelten Eigen-
schaften von Logiken, die S4.3 enthalten, zuriickgegriffen werden. Bevor die kleine
Modelleigenschaft solcher Systeme gezeigt werden kann, ist das folgende Lemma
erforderlich:

Lemma 2.13 ([1, Lemma 6.39]) Seien F, = (Wy, Ry) und Fo = (Wa, Ry) zwei
endliche S4.3-Rahmen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es existiert ein surjektiver beschréankter Morphismus von F; nach F;.

(2) Es existiert ein Teilrahmen F| von Fi, der eine maximale Welt von F, enthélt
und zu Fy isomorph ist.

Beweis. Seien f ein surjektiver beschrinkter Morphismus von F; nach F, und
x eine maximale Welt aus Fj. (Eine solche maximale Welt existiert immer, da F;
transitiv, endlich und punktgeneriert ist.) Weiterhin sei W] C W) gebildet aus x
und je genau einer maximalen Welt aus jedem vollen Urbild f~!({w}) von Welten
w aus Wy mit w # f(x).

Mit Hilfe der so gebildeten Menge W/ wird F; auf F := Fi[y eingeschrénkt. Nun
ist noch zu zeigen, dass Fj isomorph zu F; ist. Setzt man dazu f’ := f|w;, so bleibt
zu zeigen, dass [’ der gesuchte Isomorphismus ist.
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Die Abbildung f’ ist bijektiv, da die Menge W; so konstruiert wurde, dass sie fiir
jedes w € W, genau eine Welt aus dessen Urbildmenge enthélt. Fiir die Isomorphis-
museigenschaft von f’, nadmlich

N\ (R & f'(v1)Raf'(wn)),

v, w1 EW]

folgt Richtung ,,=“ daraus, dass f ein beschriankter Morphismus ist.

Richtung ,,<=* ergibt sich wie folgt: Wenn fiir beliebige vy, w; € W] die Beziehung
f'(v1)Raf'(wy) gilt, dann auch f(vy)Raf(wy). Da f ein beschrankter Morphismus
ist, muss es ein u; € W geben mit v1 Ryuy und f(uy) = f(w;). Aus letzterem folgt
aber, dass sowohl u; als auch w; in der Urbildmenge von f(w;) liegt. Da w; nach
Konstruktion maximal in f~'({f(w1)}) ist, gilt u; Ryw; und wegen der Transitivitéit
von R1 auch Ullel-

Fir ,,(2) = (1) seien W{ C W; und x € W/ ein maximaler Punkt von Fj. Sei
weiterhin Fj := Fi[y; und f’ ein Isomorphismus von JFj nach F. Gesucht ist nun

ein surjektiver beschréankter Morphismus von F; nach F5. Dazu sei eine Abbildung
f Wy — W/ wie folgt definiert:

wy, falls w, € W7,
Fw) ::{ 1 €W,

w) : wj minimal in W] bzgl. wy Rywj, sonst.

Dass dadurch tatséchlich eine (totale) Abbildung definiert wird, ist leicht einzusehen:
Fiir den ,kritischen® Fall wy ¢ W/ gilt mit Sicherheit wy Rz, und x ist aus W{. Also
gibt es auch ein w} € W], das minimal beziiglich der Eigenschaft w; Rjw] ist.

Zeigt man nun, dass f ein surjektiver beschriankter Morphismus von F; nach Fj ist,
so erhélt man mit der Verkettung von f und f’ den gewiinschten Morphismus von
F1 nach Fy. Surjektiv ist f nach Definition, und ein beschréinkter Morphismus ist f
wegen folgender Uberlegungen:

(1) Seien vy, wy € Wi mit vy Ryw;. Falls wy ¢ W], so gilt wy Ry f(w;) nach Defi-
nition von f. Fir wy; € W/ folgt diese Beziehung aus der Reflexivitit von R;.
Da R; transitiv ist, folgt vy Ry f(wy).

Ist nun v; aus W7, so gilt wegen der Reflexivitat f(v;)R;v;, und damit folgt
f(vr) Ry f (wy).

Fir v, ¢ W/ ist f(v;) nach Definition das minimale Element in W/ mit
v Ry f(vy). Also muss auch hier f(vy)R;f(w;) gelten.

(2) Seien vy € Wi und wy € W} mit f(vy)Rywy. Da vy Ry f(vy) (s. oben), gilt wegen
der Transitivitdt v; Ryws. Nach Konstruktion von f ist nun ws die gesuchte
Welt mit ’Ulleg und f(w2> = W2.

O

Nun sind alle nétigen Vorbereitungen getroffen um zu zeigen, dass jede normale
modale Logik, die S4.3 iibersteigt, die kleine Modelleigenschaft besitzt:
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Lemma 2.14 ([1, Lemma 6.40]) Sei A eine normale modale Logik mit S4.3 C A.
Dann gilt: Jede Formel p, die in einem Rahmen fiir A erfiillbar ist, ist in einem
Rahmen fiir A erfiillbar, der hichstens m + 2 Welten besitzt. Dabei bezeichnet m
die Anzahl des Auftretens modaler Operatoren in ¢.

Beweis. Sei ¢ eine in einem Rahmen fiir A erfiillbare Formel mit m Vorkommen
modaler Operatoren. Nach dem Satz von BULL (siehe Abschnitt 1.8) hat A die
endliche Rahmeneigenschaft. Es existiert also ein endliches Modell, das auf einem
A-Rahmen basiert und ¢ in einer Welt wy erfiillt.

Man gehe nun von diesem Modell zu M = (W, R, V'), dem von wy erzeugten Teilm-
odell, iiber. Auch dieses Modell erfiillt ¢ in wy und basiert auf einem A-Rahmen, da
aufgrund der Feststellungen nach Definition 1.13 der Ubergang zu erzeugten Teilm-
odellen und -rahmen modale Giiltigkeit bewahrt.

Ausgehend von diesem Modell M wihle man nun wie folgt Welten aus:

e Seien Oy, ..., OYy alle O-Teilformeln von ¢, die in wy wahr sind. Fiir jedes
1 =1, ..., k sel w; eine Welt, die maximal beziiglich der Eigenschaft, ¢; zu
erfiillen, ist.

® w1 sei eine maximale Welt des M zugrunde liegenden Rahmens.

Nun sei M’ := M[{w, ..., wp.1}- M’ hat nach Konstruktion héchstens m + 2 Welten
und basiert wieder auf einem A-Rahmen: Sind F und F’ die M bzw. M’ zugrunde
liegenden Rahmen, dann ist F’ ein Teilrahmen von F mit einem maximalen Punkt.
Damit gibt es nach Lemma 2.13 einen surjektiven beschrénkten Morphismus von
F nach F'. Da solche Morphismen modale Giiltigkeit bewahren (s.a. Bemerkungen
nach Definition 1.14) und F ein A-Rahmen ist, ist F’ auch einer.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ in M’ an der Stelle wy wahr ist. Dies folgt aus der
Aussage

/\ /\ (M, w; = & M, w =), (2.5)

PYeSub(y) =0, ..., k+1

die mittels vollstdndiger Induktion iiber die Struktur von ¢ bewiesen wird:

Induktionsanfang.
1. Fall: ¢p = p fiir p € ®. (2.5) gilt, da M’ die Belegungsfunktion von M erbt.
2. Fall: ¢ = T. (2.5) gilt, da T immer wahr ist.

Induktionsschritt.
1. Fall: ¢v = —J. Dann gilt

Mt & M tED
& M tEY (nach Induktionsvoraussetzung)
& M tE 0.

2. Fall: v» = 91 N ¥5. Beweis analog zum vorhergehenden Fall.
3. Fall: p = &0, Sei i € {0, ..., k+ 1} Die Giiltigkeit beider Richtungen der
Aquivalenz in (2.5) ist durch folgende Uberlegungen ersichtlich:
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»,= Es gelte M, w; = O9. Da R transitiv ist und M von wy erzeugt wird, gilt

woRw; und somit M, wy = U (auch wegen der Transitivitit). Folglich
ist ¥ eines der ;.
Die Voraussetzung M, w; = O; bedeutet auch, dass es eine Welt x gibt
mit w;Rx und M, x = ;. Da w, eine maximale Welt ist beziiglich der
Eigenschaft, 1; zu erfiillen, gilt xRw; und somit auch w;Rw;. Da nach
Induktionsvoraussetzung M', w; = 1;, folgt M', w; = O0.

,<=“ Es gelte M, w; = O0. Das heifit, es gibt ein j € {0, ..., k + 1} mit
w;Rw; und M’, w; = 9. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann auch

M, w; =9, also M, w; = O0. 0

Satz 2.15 (Satz von Hemaspaandra) ([1, Th. 6.41])

Jede normale modale Logik A, die S4.3 enthélt, hat ein NP-vollstidndiges Erfiillbar-
keitsproblem.

Beweis. Wegen Lemma 2.14 hat A die kleine Modelleigenschaft beziiglich der
Klasse aller A-Rahmen. Nach Lemma 2.4 geniigt es zu zeigen, dass die Zugehorigkeit
zur Klasse von A-Rahmen in polynomialer Zeit entscheidbar ist. Das geschieht mit
Hilfe von Satz 1.19 wie folgt:

Um zu priifen, ob ein gegebener Rahmen F ein A-Rahmen ist, muss man demnach
zuerst priifen, ob F ein spezieller S4.3-Rahmen im Sinne der Definition 1.17 ist.
Das ist nach Lemma 2.5 in polynomialer Zeit moglich, da die Klasse der speziellen
S4.3-Rahmen mittels einer priadikatenlogischen Aussage definierbar ist.

Danach muss gepriift werden, ob es einen surjektiven beschrinkten Morphismus
auf einen Rahmen aus 9 gibt. Da O fiir A eine feste endliche Menge ist, geniigt
es zu zeigen, dass man fiir jeden einzelnen (festen) Rahmen A in polynomialer
Zeit priifen kann, ob es einen beschrinkten Morphismus von F auf A gibt. Diese
Priifung ist nach Lemma 2.13 &quivalent zur Priifung, ob es eine Menge V' von
Welten in F gibt, die eine maximale Welt enthilt und fiir die |y isomorph zu N
ist. Dafiir braucht man aber nur hochstens | F|V! verschiedene injektive Abbildungen
f: F»— N zu iiberpriifen. Da N fest ist, sind das polynomial viele. Da jede einzelne
Uberpriifung hochstens O(|F|) Zeit benétigt, ist also auch der gesamte zweite Schritt
in polynomialer Zeit durchfiihrbar. U

2.2 PSPACE-vollstindige Systeme

PSPACE ist die Komplexitiatsklasse mit der wohl grofiten Bedeutung fiir modale
Logiken. Viele wichtige modale Erfiillbarkeitsprobleme liegen in PSPACE, und viele
bekannte modale Logiken haben PSPACE-harte Erfiillbarkeitsprobleme. Unter der
Voraussetzung, dass PSPACE-harte Mengen nicht in NP liegen, sind Erfiillbarkeits-
probleme modaler Logik damit schwieriger als das der klassischen Aussagenlogik.

Da das Hauptaugenmerk dieser Arbeit auf die Klasse NP gerichtet ist, werden die
aus der Literatur ([1, Abschn. 6.7], [3], [5]) zusammengetragenen PSPACE-Resultate
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ohne Beweise angefiihrt. Der einzige Sachverhalt, auf den detailliert eingegangen
wird, ist der folgende:

Satz 2.16 ([1, Th. 6.42]) K hat nicht die kleine Modelleigenschaft.

Beweis. Zum Beweis wird fiir jedes m € N eine erfiillbare Formel oK mit folgenden
Eigenschaften konstruiert:

(1) |¢X | ist polynomial in m,

(2) Wenn ¢X in einer Welt wy eines Modells M wahr ist, dann hat M ein Teil-
modell, das wy enthélt und isomorph zum vollstdndigen bindren Baum der
Tiefe m ist.

Damit ist die GrioBe des kleinsten erfiillenden Modells von ¢ exponentiell in |oK | .

Um ¢X zu konstruieren, werden die atomaren Aussagen qi, ..., ¢, und pi, ..., Pm
verwendet. Die ¢; kennzeichnen die Tiefe im Baum, also den Abstand zu wy im
erfiilllenden Modell. Die p; sind dafiir zustéindig, dass es auf der k-ten Ebene 2F
Welten gibt, die sich hinsichtlich der Belegungsfunktion paarweise unterscheiden.

Des Weiteren werden folgende Kurzschreibweisen vereinbart:
, falls i =
. Ol — %' alls 1 = 0,
OO, sonst,

OOy = pAOYA...ADO%, jeweils fiir beliebige Formeln ).

® Dz = D(m)(qlﬁ ("Qo/\---/\_'%'—1/\_'Qi+1/\---/\_'Qm)), ’LIO, e, e
Hiermit wird sichergestellt, dass in jeder Welt genau eines der ¢; wahr ist.
e B = ¢ — (O(¢it1 Apiv1) NO(Gir A pit1)),  i=0,...,m—1

Diese Formeln erzwingen eine Verzweigung in jeder Welt der i-ten Ebene zu
zweil Welten der (i + 1)-ten Ebene, die sich hinsichtlich der Belegungsfunktion
unterscheiden.

e S; = (pi— Opi) A (=ps — O-py), 1=0,...,m—1
Die S; bewirken, dass die ,, Wahrheitswerte® der p; auf die nidchste Ebene wei-

tergeleitet werden. Dadurch und durch die B; wird erreicht, dass auf der (i+1)-
ten Ebene doppelt so viele verschiedene Welten nétig sind wie auf der i-ten

Ebene.
Die Formel ¥ setzt sich nun wie folgt aus den angefiihrten Bestandteilen zusammen:
o = q A

AN Dy AN ... ND, A
A By A OBy A 0?By A @3By A ... A O™ !B, 1 A
A OS; A O%S) A DS A L. ADO™ES A
A O*Sy A O%Sy Ao A O™, A
A DS A .. A O™ NS, A

A Dm_lsm—l
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Die erste Zeile bewirkt, dass in der Welt, in der ¢X erfiillt wird, Ebene 0 festge-
legt wird. Die zweite Zeile stellt sicher, dass jede Ebene mit genau einer Nummer
versehen wird. Durch die dritte und die letzten Zeilen werden, einfach ausgedriickt,
Verzweigungen in jeder Ebene erzeugt beziehungsweise von Ebene zu Ebene weiter-
gegeben.

Am einfachsten ist dieses komplizierte Gebilde wahrscheinlich zu verstehen, wenn

man beispielsweise X ausfithrt und ein erfiillendes Modell dazu konstruiert (s. dazu
Abb. 2.1):

oy = qo A
A (g0 — (g1 A=g2)) A O(go — (g1 A=g)) A T3 (g — (mg1 A —ga)) A
A (@1 — (70 A=g2)) A Olqr — (g0 A=g2)) A O*(qr — (=go A —g2)) A
A (g2 — (=g A=qr)) A O(ge — (mgo A—qr)) A T ga — (mgo A —qr)) A
AN (go — (Ol Apr) AO(qr A=pr))) A
A O(qr — (Og2 Ap2) AO(g2 A =p2))) A
A O((pr — Op1) A (=p1 — O-p1))
wo
Ebene 0: qo, —q1, —¢2
D1 P1 Ebene 1: —qo, q1, ~q2
mt Y e d o, BheweZowoa e

Abbildung 2.1: Beispiel-Modell fiir (X .

Man sieht nun leicht, dass @K immer erfiillbar ist und dass jedes erfiillende Modell
ein Teilmodell hat, das isomorph zum vollstdndigen bindren Baum der Tiefe m ist.
Folglich hat jedes ¢X erfiillende Modell mindestens 2™ Welten. Da die Linge von
oK aufgrund der angegebenen Konstruktionsvorschrift in O(m?) liegt, ist die Grofle
des kleinsten erfiillenden Modells exponentiell in |oX |. O

R.E. LADNER beweist in [5], dass die Erfiillbarkeitsprobleme der Systeme K, T
und S4 PSPACE-vollstandig sind. Der zugehorige Satz [5, Th. 5.1] ist zwar fiir das
Beweisbarkeitsproblem formuliert, aber wie der Autor auch selbst angibt, fiihrt er
den Beweis eigentlich fiir das Erfiillbarkeitsproblem. Die Aussage fiir das Beweis-
barkeitsproblem folgt unter der Voraussetzung der Korrektheit und Vollstédndigkeit
der betrachteten Systeme und wegen der Beziechung PSPACE = coPSPACE.

P. BLACKBURN, M. DE RIJKE und Y. VENEMA verallgemeinern das Ergebnis von
LADNER wie folgt:

Satz 2.17 (Satz von Ladner) ([1, Th. 6.50])

Jede normale modale Logik A mit K C A C S4 hat ein PSPACE-vollstéindiges
Erfiillbarkeitsproblem.

Zum Beweis der Zugehorigkeit zu PSPACE wird dort ein Algorithmus namens ,, Wit-
ness‘ angegeben. Die PSPACE-Hérte wird mittels einer Polynomialzeitreduktion auf
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das bekannte Problem QBF gezeigt, welches PSPACE-hart ist und wie folgt definiert
ist:

Die Menge QBF besteht aus priadikatenlogischen Ausdriicken der Form

wobei a(py, ..., p,) eine aussagenlogische Formel und Qéll) 7(022) e 7(;,:) ein Wort aus

alternierenden Quantoren ist. Die Zugehorigkeit solcher Ausdriicke zu QBF wird
induktiv erklért:

e \/,, a(p1) € QBF genau dann, wenn « erfiillbar ist.

e A\, a(p1) € QBF genau dann, wenn « eine Tautologie ist.

e\, QI(,? . QI(,Z)a(pl, .., Pn) € QBF genau dann, wenn einer der Ausdriicke
](022) o ](D’Z)oz(J_, P2, -, Pp) und Qg) o ;Z)oz(T, D2, - -, Dn) in QBF liegt.

. /\p1 QI%) . QI(,Z)a(pl, .., Pn) € QBF genau dann, wenn jeder der Ausdriicke

1(722) ce I()Z)O[(J_7 b2, -, pn) und QI(322) ce I(JZLL)OK(W: P2, - pn) in QBF hegt

Laut [1] lassen sich die angegebenen PSPACE-Algorithmen auf die temporalen und
multimodalen Entsprechungen der Systeme K, T, K4 und S4 iibertragen. Folglich
liegen diese Systeme ebenfalls in PSPACE. Da ihre Erfiillbarkeitsprobleme aber die
unimodalen als Spezialfall enthalten, folgt die PSPACE-Vollstédndigkeit aller dieser
Logiken.

Die PSPACE-Vollstiandigkeit der multimodalen Systeme K,,, T, und S4, wird eben-
falls von J.Y. HALPERN und Y. MOSES in [3] gezeigt. Dort wird sogar bewiesen, dass
die (streng) multimodalen Systeme S5, und D4E, (n > 2) PSPACE-vollstindige
Erfiillbarkeitsprobleme besitzen.

2.3 Ausblicke

Zusammenfassung. In den vorangehenden beiden Abschnitten wurden Komple-
xitatsresultate fiir die folgenden Systeme zusammengetragen:

e NP-vollstindig sind
K:4.3, K4E, K4B, D4E, A D S4.3, K, Alt;, T, Triv, Ver,
e PSPACE-vollstandig sind
K,...,S4 K, T, K4, S4,. K, T,, K4,, S4,, D4AE,,, S5, (m > 2).

Markiert man nun in der im Anhang B aufgestellten Hierarchie modaler Systeme die
bereits untersuchten, so erhélt man die in Abbildung 2.2 wiedergegebene Ubersicht.

Dabei wurden die Systeme KAIlt,, n > 2, ebenfalls als PSPACE-vollstandig markiert,
da eine Folgerung aus dem Satz von LADNER, die in einer Entwurfsfassung von [1,
Kap. 6] auftritt, dieses Resultat vermuten ldsst. Diese Folgerung erscheint aber nicht
in der Druckversion von [1], weshalb diesem Ergebnis kritisch begegnet werden sollte.
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./?
DB

oe

KB)

KE

O NP-Vollstandigkeit
. PSPACE-Vollstandigkeit

Abbildung 2.2: Hierarchie modaler Logiken mit Komplexitétsresultaten.

Offene Fragen. Wenn man die in dieser Arbeit vorgenommenen Betrachtungen
weiterfithren mochte, dann ist es zunéchst von Interesse herauszufinden, welche
Komplexitdt die in Abbildung 2.2 noch nicht gefirbten Systeme haben.

So ist es durchaus moglich, dass die Logiken K4.2 und S4.2 noch NP-vollstindig
sind. Wenn dies der Fall ist, dann ist zu vermuten, dass ein entsprechender Beweis
nicht ohne die endliche Modelleigenschaft dieser Systeme auskommt. Es besteht
sogar die Hoffnung, dass der Beweis fiir die NP-Vollstédndigkeit von K4.3 aus Ab-
schnitt 2.1.2 in dhnlicher Form auf die Logik K4.2 iibertragbar ist, da eine gewisse
Ahnlichkeit zwischen den semantischen Eigenschaften besteht, die mit den Axiomen
.2 und .3 korrespondieren.

Um dieser Idee nachgehen zu kénnen, muss aber zunéchst die endliche Modelleigen-
schaft von K4.2 (und ggf. auch von S4.2) gezeigt werden. Dies erfordert eine tiefere
Einarbeitung in die Theorie der endlichen Modelle. Um die endliche Modelleigen-
schaft von bestimmten Systemen zu zeigen, gibt es zwei grundlegende Anséitze: Zum
einen kann man die Idee der kanonischen Modelle weiter verfolgen, deren Grund-
lagen im Anhang A vorgestellt werden. Dies ist jedoch noch keine Garantie fiir
das Gelingen eines Beweises, denn fiir jedes System ist ein ganz bestimmter kon-
struktiver Beweisschritt notig, der nicht unbedingt immer gefunden werden kann.
Der zweite Ansatz besteht darin, aus einem erfiillenden Modell mittels so genann-
ter Filtrationen ein endliches erfiillendes Modell zu konstruieren. Jede dieser beiden
Herangehensweisen allein wére schon ausgiebig genug fiir eine Diplomarbeit!

Des Weiteren besteht die Vermutung, dass die noch ausstehenden Systeme KB, KE,
DB, DE, B (sowie KAIlt,, n > 2) PSPACE-vollstandig sind. Um dies zu untersuchen,
ist eine genaue Einarbeitung in die Theorie, die dem Satz von LADNER zugrunde
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liegt, erforderlich. Wahrscheinlich ist es nicht allzu schwierig, den im Abschnitt 2.2
erwiahnten Algorithmus , Witness“ auf diese Systeme (und woméglich auf alle nor-
malen modalen Systeme) zu iibertragen, um deren Zugehorigkeit zu PSPACE zu
zeigen. Ob jedoch ein Beweis fiir die PSPACE-Hérte dieser Systeme leicht zu finden
ist, ist nach dem Stand dieser Arbeit nicht zu beurteilen.

Weiterfiihrende Fragen. Es ist ebenfalls von Interesse, wie sich weitere normale
Systeme, die in dieser Arbeit nicht betrachtet werden, in die aufgestellte Hierarchie
einordnen und beziiglich ihrer Komplexitédt verhalten. Besonders interessant sind
dabei Fragestellungen wie die folgenden:

o Welche weiteren normalen Systeme sind NP-vollstéandig?
e Gibt es fiir Klassen der Polynomialzeithierarchie vollstandige Systeme?

Auflerdem ldasst Abbildung 2.2 vermuten, dass ein Zusammenhang zwischen dem
Platz eines Systems in der Hierarchie und dessen Komplexitiat besteht: Es fallt auf,
dass das Erfiillbarkeitsproblem der ,hoheren“ Logiken (also derjenigen, die mehr
Theoreme und damit weniger erfiillbare Formeln enthalten — letzteres unter der
Voraussetzung der Korrektheit und Vollsténdigkeit) leichter zu entscheiden ist als
das der ,niedrigeren®“. Diese Auffilligkeit gibt Anlass zur Vermutung, dass es fiir
zwei Systeme A; und Ay mit A; C A, einen direkten Zusammenhang zwischen
deren Komplexitit, beispielsweise Ao-SAT <P A;-SAT, gibt.

Leider blieben Versuche, im Rahmen dieser Arbeit eine solche Beziehung zu bewei-
sen, erfolglos. Ein Ansatz und die Griinde fiir sein Scheitern seien hier umrissen:

Fiir die normalen Systeme A; und As sei angenommen, dass es ein Axiom A gibt mit Ao = Ay + A.
Auflerdem gelte 4 € A;, und beide Systeme seien korrekt und vollstdndig beziiglich der ihrer
Axiomatisierung entsprechenden Klassen von Rahmen.

Die Idee ist nun, fiir eine m-Reduzierung von A2-SAT auf A;-SAT die Funktion f : Fma(®) —
Fma(®) mit f(¢) = ¢ A A A OA zu verwenden. Wihrend die Richtung ,=* der zu zeigenden
Aquivalenz ¢ € Ay-SAT < f(p) € A1-SAT einfach nachzupriifen ist, scheitert die Richtung ,,<* an
einer entscheidenden Stelle: Wenn f(¢) in einem A;-Modell erfiillt ist, so kann man zu demjenigen
Teilmodell M dieses Modells iibergehen, das durch die f(p) erfiillende Welt wy erzeugt wird.
Neben der Tatsache, dass dieses Modell ebenfalls eines fiir Ay ist und f(¢) in wy erfiillt, kann man
feststellen, dass M dann auch ¢, A und OA in wy erfiillt. Da M aber punktgeneriert und wegen
4 transitiv ist, ist damit A in allen Welten von M wahr. Daraus kann man aber nicht schlieflen,
dass M ein Ao-Modell ist (was den Beweis vollenden wiirde), denn dazu miisste A in dem Rahmen
F wahr sein, auf dem M basiert. Dass aber M = A nicht F = A impliziert, kann man fiir viele
Axiome A anhand einfacher Gegenbeispiele erkennen.

Sollte es trotzdem moglich sein, unter bestimmten Anforderungen an A; und A,
eine solche Reduzierbarkeit zu beweisen, so wiirde dies in manchen Fiéllen eine
Ubertragbarkeit bereits gewonnener Resultate auf andere Systeme sichern. So kénn-
te man etwa aus dem Satz 2.12 iiber die NP-Vollstindigkeit von K4.3 sofort auf
die NP-Vollstindigkeit aller dariiberliegenden normalen Systeme schlieflen. Auch
der Algorithmus ,, Witness“, der zum Beweis der Zugehorigkeit von K zu PSPACE
dient, braucht nicht fiir andere normale Systeme modifiziert zu werden, da deren
Zugehorigkeit zu PSPACE dann aus der Reduzierbarkeitseigenschaft folgen wiirde.
Es ist also durchaus erstrebenswert, eine Reduzierbarkeit zwischen zwei in Inklusion
stehenden Systemen zu zeigen, die man (moglichst ohne weitere Anforderungen) aus
den Axiomen erhilt, durch die sich die beiden Systeme unterscheiden.
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Erweiterung des Blickfeldes. Diese Arbeit beschrinkt sich — abgesehen von
wenigen Ausnahmen — auf normale unimodale Systeme. Es ist aber auch interes-
sant, die Komplexitiat nichtnormaler Logiken sowie temporaler oder multimodaler
Systeme zu untersuchen.

Auf dem Gebiet der nichtnormalen Logiken sind bisher kaum Komplexititsresultate
bekannt, wahrend fiir die beiden zuletzt genannten Klassen schon viele Ergebnisse
vorliegen. Diese sind aber bei Weitem noch nicht erschépfend, denn gerade temporale
und multimodale Logik besitzen ein breites Spektrum an Erweiterungsmoglichkeiten
der Grundsprache (wie Operatoren fiir ,, Allgemeinwissen®, , verteiltes Wissen®, , sin-
ce“, ,until*,  next time* und viele weitere), deren Hinzunahme die Komplexitit eines
Systems mehr oder weniger stark verdndert. Dariiber hinaus kann man zu noch aus-
sagekriftigeren Erweiterungen multimodaler Logik wie beispielsweise dynamischer
Logik iibergehen und damit in Komplexitétsklassen wie EXPTIME vordringen.
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Anhang A
Vollstiandigkeit modaler Systeme

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass jedes der in dieser Arbeit verwendeten modalen
Systeme vollstandig beziiglich der Klasse von Rahmen ist, die im Sinne der Korre-
spondenztheorie seinen Axiomen entspricht. Die Theorie, die benttigt wird, um die
Vollsténdigkeit zu zeigen, ist allgemein bekannt ([1, Kap. 4], [4, Kap. 6], [6]) und
wird im ersten Abschnitt wiedergegeben.

Im zweiten Abschnitt werden alle Systeme auf die Vollstdndigkeit hin untersucht.
Dafiir findet sich in der Literatur kaum eine zusammenhéngende Darstellung, da
die Vollstandigkeit zumeist nur fiir einige klassische Systeme (K, T, S4, S5) gezeigt
wird.

A.1 Kanonische Modelle und Vollstédndigkeit von K

Nach Definition 1.8 ist ein modales System A genau dann vollsténdig beziiglich einer
Klasse § von Rahmen, wenn jede Formel, die in allen Rahmen aus § wahr ist, ein
Theorem von A ist. Dies ist dquivalent zur Aussage: ,,Fiir jede Formel ¢, die kein
Theorem von A ist, gibt es einen Rahmen aus §, in dem ¢ nicht wahr ist.“ Das heifit,
es gibt ein Modell, das auf einem Rahmen aus § basiert und in dem — in einer
Welt wahr ist. Um ein solches Modell zu finden, bedient man sich der kanonischen
Modelle, die aus maximalen konsistenten Mengen von Formeln gebildet werden.

Definition A.1 Seien I' eine Menge von Formeln und A ein modales System.

(1) T' heiit A-inkonsistent genau dann, wenn es Formeln @1, ..., ¢, € I' gibt,
aus denen man einen Widerspruch der Form 5 —(p1 A ... A ¢,) beweisen
kann.

Anderenfalls heifit I’ A-konsistent.

(2) T heift maximal A-konsistent genau dann, wenn I' A-konsistent und jede
Formelmenge, in der I' echt enthalten ist, A-inkonsistent ist.
Eine maximale A-konsistente Menge sei als A-MKM bezeichnet.

Es folgen einige wichtige Eigenschaften von MKM.

Lemma A.2 ([1, Prop. 4.16]) Seien A ein normales modales System, I' eine A-MKM
sowie @, 1 beliebige Formeln. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Es ist genau eine der Formeln ¢, - in T'.

(2) p V1 €T genau dann, wenn ¢ € I" oder i) € T.
(3) ¢ AN € T genau dann, wenn ¢ € I' und ¢ € T.
(4) Wenn ¢ € T" und ¢ — ¢ € T', dann ¢ € T.

(5) ACT.
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Beweis.

(1)

(3)
(4)

()

Angenommen, ¢ und - seien beide in I'. Da aber die Formel =(¢ A —¢) aus
einer aussagenlogische Tautologie beweisbar ist, ergibt sich ein Widerspruch
zur Voraussetzung, dass [' A-konsistent ist. Folglich ist héchstens eine der
Formeln ¢, = in I'.

Angenommen, keine der Formeln ¢ und = sei in I'. Dann ist jede der Mengen
I'U {e} und I" U {—¢} A-inkonsistent. Folglich existieren 1y, ..., ¥, und
Uma1s - -, Yp aus I' mit

I_A_'(wl/\“'/\'lvbm/\(p) und }_A_'(wm-i-l/\"'/\'lvbn/\_'gp)a

also
Fa (U1 Ao A y) — 2 und FA (Wmi1 Ao Ay) — .
Mit Hilfe geeigneter aussagenlogischer Tautologien folgt daraus

Fa (U1 Ao AY) — und Fa (U1 Ao AY) — o,

und daraus kann man b (Y1 A...AY,) — pA-p schliefen. Da die rechte Seite
dieser Implikation eine falsche Aussage ist, muss auch Fx = (11 A. . .At),) gelten,
was einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass ' A-konsistent ist, darstellt.

Folglich ist genau eine der Formeln ¢, —¢ in I'.

Zunéchst sei angenommen, ¢ V ¢ € I', aber weder ¢ noch ¢ sei in I'. Dann
wéren wegen Punkt (1) sowohl —¢ als auch —¢) in I'. Wegen der aussagenlogi-
schen Tautologie =((p V q) A =p A —q) gilt aber 5 =((p V) A mp A 1), was
im Widerspruch dazu steht, dass I' A-konsistent ist.

Sei nun angenommen, eine der Formeln ¢, ¥ sei in ' (0. B.d. A. sei das ),
aber ¢ V¢ ¢ I'. Dann wére wieder wegen (1) =(p V 9) in I', und das wiirde
wegen der aussagenlogischen Tautologie ~(pA—=(pV q)) die A-Inkonsistenz von
I' bedeuten.

Hier argumentiert man analog zum vorhergehenden Punkt, wobei man die
Dualitédt der Operatoren V und A benutzt.

Angenommen, ¢ und ¢ — 1 seien in I'; aber nicht 1. Dann wéire =) in I', was
wegen der aussagenlogischen Tautologie =(pA(p — ¢) A—q) die A-Inkonsistenz
von I' bedeutete.

Da jede Formel ¢ € A beweisbar ist, ist jede Menge, die —¢ enthilt, A-
inkonsistent. Folglich enthélt keine A-konsistente Menge solch ein =, und

jede A-MKM muss deshalb alle ¢ € A enthalten. -

Das folgende Lemma besagt, dass jede konsistente Menge zu einer MKM erweitert
werden kann.

Lemma A.3 (Lemma von Lindenbaum) ([1, Lemma 4.17))
Fiir jede A-konsistente Menge I' existiert eine A-MKM A mit I' C A.
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Beweis. Sei g, ©1, @2, ... eine Nummerierung der Formeln aus Fma(®). Dann sei
A als Vereinigung einer aufsteigenden Kette von A-konsistenten Mengen definiert:

A0 = F>
AL A, U{p,}, falls diese Menge A-konsistent ist
AU {—pn}, sonst

A:UAH.

n>0

Per Induktion iiber n kann man nun zeigen, dass alle A, A-konsistent sind: Der
Induktionsanfang folgt aus der Voraussetzung, dass I' A-konsistent ist. Fiir den In-
duktionsschritt nehme man an, dass A,, ;1 A-inkonsistent sei. Nach Konstruktion von
A, 11 bedeutet dies, dass sowohl A, U{p,} als auch A,,U{—¢p, } A-inkonsistent sind.
Wie in Punkt (1) des vorangehenden Beweises folgt daraus aber die A-Inkonsistenz
von A,,.

Aus der A-Konsistenz aller A,, folgt nun auch die A-Konsistenz von A. Denn wére
A A-inkonsistent, dann existierten Formeln vq, ..., ¢, aus A, aus denen man einen
Widerspruch ableiten konnte. Nach Konstruktion gédbe es dann aber ein A,,, in dem
alle diese Formeln ligen, und das ist wegen der A-Konsistenz der A,, nicht moglich.

Um zu zeigen, dass A auch maximal A-konsistent ist, mache man sich klar, dass nach
Konstruktion der A, fiir jede Formel ¢ entweder ¢ oder —¢ in A ist. Betrachtet
man nun eine beliebige Menge A’, in der A echt enthalten ist, so gibt es eine Formel
v € A'\NA. Wegen p ¢ Aist ~p € A, alsoist A’ wegen ¢, ¢ € A’ A-inkonsistent. [J]

Die MKM bilden nun die Welten des zu konstruierenden kanonischen Modells.

Definition A.4 Sei A eine normale modale Logik. Das kanonische Modell M* =
(WA, RA, V) ist definiert durch:

o WA ={A: A ist A-MKM}.

e 'RMA genau dann, wenn fiir alle ¢ gilt: Wenn ¢ € A, dann Op €T,
R? heifit die kanonische Relation.

o VAp) ={A e Wh:pe A} fiir allep € ®.
VA heiBt die kanonische Belegungsfunktion.

Nach dieser Definition gilt fiir alle atomaren Aussagen p und alle Welten A des
kanonischen Modells die Beziehung

MY A EDp genau dann, wenn p e A.

Mit Hilfe des Wahrheitslemmas wird es spater moglich sein, diese Beziehung fiir alle
Formeln zu beweisen.

Nun zeichnet sich ab, dass M” eine Art ,universelles Modell“ fiir A ist: Da W*
aus allen A-MKM besteht, ist jede A-konsistente Menge in einer Welt A von M?*
enthalten und — aufgrund des Wahrheitslemmas — auch in A wahr.

Die folgenden Aussagen fiithren schrittweise zum Wahrheitslemma.
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Lemma A.5 ([1, Lemma 4.19]) Fiir jedes normale modale System A und alle
A-MKM T, A gilt TR*A genau dann, wenn alle Formeln o die Implikation

Opel=peA

erfiillen.

Beweis.

,=%: Gelte TR*A. Um die Kontraposition der Implikation zu zeigen, sei ¢ & A
angenommen. Dann muss nach Lemma A.2 = in A sein. Wegen I'R*A folgt
daraus ¢ € I'. Wegen der Konsistenz von I kann == nicht in I' liegen,
also Op £ T

,<= Gelte Op € I' = ¢ € A fiir alle Formeln ¢. Um I'R*A zu zeigen, wird die
Kontraposition der Implikation p € A = Op € T gezeigt.

Sei also Oy nicht in I'. Nach Lemma A.2 liegt das Axiom Dual und damit
auch die Implikation —O-p — <@ in I'. Wiederum nach Lemma A.2 folgt
nun ~0-¢ & I') also muss O—¢ in I" sein. Nach Voraussetzung folgt —¢ € A,

also ¢ € A.
O

Lemma A.6 (Existenzlemma) ([1, Lemma 4.20])

Fiir jede normale modale Logik A, jede Welt T' € W und jede Formel ¢ gilt:
Wenn Op € T, dann existiert eine Welt A € WA mit TR*A und ¢ € A.

Beweis. Seien A ein normales System, I' € W und ¢ eine Formel mit Gy € T.
Dann wird A wie folgt konstruiert:

Sei Ay = {¢} U{¢ : Oy € I'}. Zunidchst wird angenommen, dass diese Menge A-
inkonsistent ist. Dann gibt es Formeln v, ..., 1y, aus Ag mit Fp = (1 AL .. Athy,).
Ist nun ¢ nicht unter den 4, ..., ¥, so kann man wegen Taut folgern, dass auch
Fa —|(Q/11 AN Yy A (p) gilt.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man also davon ausgehen, dass es For-
meln ¢y, ..., 1, aus Ay gibt mit -5 (Y1 A ... A,) — —p. Dann ist aber auch die
Implikation O(¢); A ... A1,) — O-¢ in A beweisbar, und zwar mittels der Regel
NR, des Axioms K und der Regel MP. Nun ist aber die Formel (Oyy A ... AO,) —
O(¢y A ... A1,) ein Theorem jeder normalen modalen Logik (sie ist ebenfalls aus K
ableitbar). Folglich ist auch die Implikation (0 A. . .AOw,) — O-p in A beweisbar.
Da aber die Formeln Oy, ..., O, aus der A-MKM I sind, folgt nach Lemma A.2,
dass auch deren Konjunktion und damit O—¢p in I' ist. Folglich ist =0O-¢ & I, also
mit Dual Cp ¢ T', was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Da Ag also A-konsistent ist, existiert nach dem Lemma von LINDENBAUM eine A-
MKM, die Ay enthélt. Sei A eine solche A-MKM. Nach Konstruktion ist sofort
¢ € A, und es gilt fiir alle Formeln ¢: wenn Oy € I', dann ¢ € Ay, also auch
Y € A. Folglich gilt T R*A nach Lemma A.5. OJ
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Lemma A.7 (Wahrheitslemma) ([1, Lemma 4.21])
Fiir jede normale modale Logik A, jede Welt T' € W und jede Formel ¢ gilt:

MY T Eo genau dann, wenn pel.

Beweis. Per Induktion iiber den Aufbau von . Der Induktionsanfang folgt direkt
aus der Definition der kanonischen Belegungsfunktion. Die Félle ¢ = —) und ¢ =
U1 A by lassen sich ganz einfach mit Hilfe von Lemma A.2 behandeln. Der Fall
p = Oy wird wie folgt bewiesen:

L= MA T |= O bedeutet, dass es ein A € WA mit TRMA und M*, A | o
gibt. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann auch ¢ € A, und wegen I'R*A
folgt Oy €T,

,<=“ Wenn ¢ € T', dann gibt es wegen des Existenzlemmas ein A € W4 mit
I'R*A und ¥ € A. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann auch M*, A =
¥, also MM, T = O 0

Mit Hilfe der Theorie {iber kanonische Modelle ldsst sich nun die Vollsténdigkeit von
K zeigen:

Satz A.8 K ist vollstédndig beziiglich der Klasse aller Rahmen.

Beweis. Um zu beweisen, dass jede Formel, die in jedem Rahmen wahr ist, auch
ein Theorem von K ist, wird gezeigt: wenn g ¢, dann = ¢.

Gelte also t/k ¢. Dann ist {—p} K-konsistent, und es existiert nach dem Lemma von
LINDENBAUM eine K-MKM I' mit —¢ € I'. Wegen des Wahrheitslemmas gilt dann
auch MK, T’ |= —p, also £ ¢. O

A.2 Anwendung auf andere Systeme

Selbstverstéandlich folgt aus der Vollsténdigkeit von K nach Satz A.8 auch die Voll-
standigkeit aller anderen normalen modalen Logiken beziiglich der Klasse aller Rah-
men. Doch um zu zeigen, dass ein System ,,iiber K durch eine gewisse Klasse von
Rahmen bestimmt ist, muss die Vollstdandigkeit beziiglich einer Klasse von Rahmen
gezeigt werden, beziiglich derer diese Logik korrekt ist. Da im Abschnitt 1.5 bereits
die Korrektheit aller fiir diese Arbeit relevanten Systeme beziiglich gewisser Klassen
von Rahmen gezeigt wurde, muss fiir die Vollstéandigkeit nur noch bewiesen werden,
dass das kanonische Modell fiir die entsprechende Logik wieder in der zugehorigen
Klasse von Rahmen liegt.

Satz A.9 Gegeben sei eine normale modale Logik A = K+ A; + ...+ A,,, wobei
Ay, ..., A, Axiome aus {T, D, 4, B, E, .2, .3, Alt,, T, Triv, Ver} sind. Ferner sei P
die Konjunktion aller Eigenschaften von Rahmen, die im Sinne der Korrespondenz-
theorie den Axiomen Ay, ..., A, entsprechen.

Dann ist A vollstiandig beziiglich der Klasse aller Rahmen mit P.
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Beweis. Fiir die Vollstindigkeit aller dieser Systeme muss gezeigt werden: Wenn
eine Logik A das Axiom A; enthélt, dann hat der Rahmen, auf dem das kanonische
Modell fiir A basiert, diejenige Eigenschaft, die mit A; korrespondiert. Daraus folgt,
dass fiir A = K+ A; +...+ A, das kanonische Modell gerade die im Satz eingefiihrte
Eigenschaft P hat, und der Beweis fiir die Vollstandigkeit von A beziiglich der Klasse
aller Rahmen mit P verlduft wie der Beweis von Satz A.S8.

Es ist also fiir alle Axiome A und deren korrespondierende Eigenschaft P4 zu zeigen,
dass fiir jede Logik A, die A enthilt, das kanonische Modell auf einem Rahmen
mit P, basiert. Diese Uberpriifung wird im Folgenden exemplarisch fiir die Axiome
B, E, Alt; und T. vorgenommen. Fiir die iibrigen Axiome ist analog zu verfahren,
wenngleich der Schwierigkeitsgrad der anzustellenden Uberlegungen unterschiedlich
ist.

B Sei A ein normales System mit B. Dann ist fiir jedes ¢ die Formel ¢ — OO
ein Theorem von A und damit auch in jeder A-MKM enthalten. Folglich ist
jede Formel ¢ — =O—=Cp in jeder Welt des kanonischen Modells fiir A
enthalten.

Um zu zeigen, dass dieses kanonische Modell auf einem symmetrischen Rah-
men basiert, nehme man fiir beliebige I'y, I's € W an, dass 'y R Ty gilt.
Um 'y RAT zu zeigen, sei ¢ € I'; angenommen. Wegen der Vorbetrachtun-
gen folgt daraus ~O—-<Cp € I Wére nun o nicht in I'y, so wire =<y in
I'y. Das bedeutet aber wegen I'; RAT,, dass ©—<Op € Iy gelten wiirde, was
im Widerspruch zu ~0-0¢ € Iy steht. Folglich ist Gp € .

Da damit fiir beliebige Formeln ¢ die Beziehung ,, wenn ¢ € I'y, dann $p €
I'y“ gezeigt wurde, folgt Ty RAT';. Folglich basiert das kanonische Modell fiir
A auf einem symmetrischen Rahmen.

E Sei A ein normales System mit E. Dann ist fiir jedes ¢ die Formel G —
OO ein Theorem von A und damit auch in jeder A-MKM enthalten. Folg-
lich ist jede Formel & — —~O—=Op in jeder Welt des kanonischen Modells
fiir A enthalten.

Um zu zeigen, dass dieses kanonische Modell auf einem euklidischen Rah-
men basiert, nehme man fiir beliebige I'y, I'y, I's € WA an, dass I'; RM,
und Ty R Ty gilt. Um Iy RT3 zu zeigen, sei ¢ € I's angenommen. Wegen
'y RATy folgt daraus Oy € 'y, was wiederum wegen der Vorbetrachtungen
00w € Iy impliziert. Wéare nun O nicht in I'y, so wire =g in Ty,
Das bedeutet aber wegen I'y Ry, dass ©—~Cp € Ty gelten wiirde, was im
Widerspruch zu =00 € Iy steht. Folglich ist G € Is.

Da damit fiir beliebige Formeln ¢ die Beziehung ,,wenn ¢ € I's, dann $p €
I'y“ gezeigt wurde, folgt I'y RAT's. Folglich basiert das kanonische Modell fiir
A auf einem euklidischen Rahmen.

Alty Sei A ein normales System mit Alt;. Dann ist fiir jedes ¢ die Formel O—¢p V
O(—p — ¢) (oder aquivalent =Ogp V O (—gp A —p)) ein Theorem von A
und damit auch in jeder A-MKM enthalten. Folglich ist jede Formel &y —
—O () in jeder Welt des kanonischen Modells fiir A enthalten.
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Um zu zeigen, dass in diesem kanonischen Modell jede Welt héchstens einen
RA-Nachfolger hat, nehme man fiir beliebige I'y, I's, I's € W an, dass
' R’y und 'y R gilt. Um I'y = I'y zu zeigen, sei ¢ € 'y angenommen.
Wegen I'y RAT, folgt daraus O € I'y, was wiederum wegen der Vorbetrach-
tungen ~<O(—p) € I'y impliziert. Wegen I't RAT's folgt daraus —¢ & I's, also
Y € Fg.

Da somit fiir beliebige Formeln ¢ die Beziehung ,,wenn ¢ € I's, dann ¢ € I'3“
und analog dazu auch die Umkehrung gilt, folgt I'y = I'3. Folglich hat im
kanonischen Modell fiir A jede Welt hochstens einen R*-Nachfolger.

Sei A ein normales System mit T.. Dann ist fiir jedes ¢ die Formel Gp — ¢
ein Theorem von A und damit auch in jeder A-MKM enthalten. Folglich ist
jede solche Formel in jeder Welt des kanonischen Modells fiir A enthalten.

Um zu zeigen, dass in diesem kanonischen Modell jede Welt héchstens mit
sich selbst in Relation steht, nehme man fiir beliebige I'y, I's € W an, dass
[ R, gilt. Um I'y = 'y zu zeigen, sei zunichst ¢ € I'y angenommen.
Wegen I'y RAT', folgt daraus O € I'y, was wiederum wegen der Vorbetrach-
tungen ¢ € I'y impliziert. Nimmt man hingegen an, dass ¢ ¢ 'y gilt, so
folgt daraus = € I'y, also O—p € I'; (wegen ' R*T'y) und somit —p € I'y
(wegen der Vorbetrachtungen). Das impliziert ¢ ¢ I';.

Da somit fiir beliebige Formeln ¢ die Beziehung ., € I'; genau dann, wenn
p € 'y gilt, folgt 'y = I's. Folglich steht im kanonischen Modell fiir A jede
Welt hoéchstens mit sich selbst in Relation.
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Anhang B

Beziehungen zwischen modalen Systemen

Dieses Kapitel erkldrt alle in der Arbeit verwendeten modalen Systeme und die
zwischen ihnen herrschenden Inklusionsbeziehungen. Dabei wird das Kriterium aus
Lemma 1.9 benutzt, mit dessen Hilfe es moglich ist, Inklusionen und Nicht-Inklusio-
nen auf semantischem Weg zu zeigen. Die Grundlage hierfiir bilden die in den Ab-
schnitten 1.5 und A.2 bewiesenen Resultate fiir die Korrektheit und Vollstandigkeit
der einzelnen Systeme beziiglich der Klasse aller Rahmen mit den Eigenschaften,
die mit der jeweiligen Axiomatisierung korrespondieren.

B.1 Normale Systeme mit T, D, 4, B, E

Es ist zu erwarten, dass sich durch beliebige Kombinationen dieser fiinf Axiome
bis zu 2° = 32 verschiedene normale Systeme (K eingeschlossen) bilden lassen. Da
jedoch in jedem normalen System D mit Hilfe von T beweisbar ist (und entsprechend
auf semantischer Ebene jede reflexive Relation total ist), konnen aus den genannten
Axiomen nur héchstens 3 - 23 = 24 Logiken gebildet werden:

kein zuséatz- 2 Axiome 3 Axiome

liches Axiom KAE = K+ 4 +E DAE = K+D+4+E

K KB = K+ 4 +B DB = K+D+4+B
KBE = K+ B+ E DBE = K+D+B+E

1 Axiom D4 = K+D+4 S = K+ T+ 4+E

K4 = K+ 4 DE = K+D+E S4B = K+T+4+B

KE = K+ E DB = K+D-+B SBE = K+ T+B+E

KB = K+ B S4 =K+T+4 K4BE = K+ 4 +B+E

D = K+D S5 =K+ T+E

T =K+ T B = K+ T+B 4 Axiome

DIBE = D+4+B+E
S4BE = T+4+B+E

Im Folgenden wird gezeigt, dass die in geneigter Schrift hervorgehobenen Syste-
me mit den {ibrigen zusammenfallen und dass genau die Inklusionsbeziehungen aus
Abbildung B.1 gelten.

Zusammenfallende Systeme.

(1) Jede symmetrische, euklidische Relation ist transitiv:

Sei R symmetrisch und euklidisch, und seien u, v, w beliebig mit uRv, v Rw.
Dann folgt vRu wegen der Symmetrie von R. Aus vRu und vRw folgt nun
wegen der BEuklidizitdt von R, dass uRw gilt. Damit ist R transitiv.

Deshalb gelten die Beziehungen KBE O K4BE, DBE O D4BE und SBE O
S4BE. Da die umgekehrten Inklusionen wegen der Axiomatisierungen gelten,
fallt jedes dieser drei Paare von Systemen zusammen.
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(2) Jede transitive, symmetrische Relation ist euklidisch: Sei R transitiv und sym-
metrisch, und seien u, v, w beliebig mit uRv, uRw. Dann folgt v Ru wegen der
Symmetrie von R. Aus vRu und uRw folgt nun wegen der Transitivitdt von
R, dass v Rw gilt. Damit ist R euklidisch.

Deshalb gelten die Bezichungen K4B O K4BE, D4B O D4BE und S4B O
S4BE. Da die umgekehrten Inklusionen wegen der Axiomatisierungen gelten,
fallen unter Beriicksichtigung von (1) die folgenden Systeme zusammen: KBE
und K4BE mit K4B, DBE und D4BE mit D4B, SBE und S$4BE mit S$4B.

(3) Jede reflexive, euklidische Relation ist symmetrisch: Sei R reflexiv und eukli-
disch, und seien u, v beliebig mit uRv. Dann folgt uRu, da R reflexiv ist. Aus
uwRv und uRu folgt nun wegen der Euklidizitdt von R, dass vRu gilt. Damit
ist R symmetrisch.

Deshalb gelten die Beziehungen S5 O SBE und S4E O S4BE. Da die umge-
kehrten Inklusionen wegen der Axiomatisierungen gelten, fallen unter Bertick-
sichtigung der vorangehenden Punkte die Systeme S4E, SBE (und alle damit
zusammenfallenden Logiken) mit S5 zusammen.

(4) Jede transitive, symmetrische, totale Relation ist reflexiv und euklidisch: Sei R
transitiv, symmetrisch und total. Dann ist R wegen (2) auch euklidisch. Sei nun
w beliebig. Da R total ist, existiert ein v mit wRv. Wegen der Symmetrie von
R folgt v Rw, und aus diesen beiden Beziehungen folgt wegen der Transitivitéat
wRw. Damit ist R reflexiv.

Deshalb gilt D4B O S5. Auflerdem ist jede reflexive, euklidische Relation total
und wegen (3) und (1) auch symmetrisch und transitiv.

Deshalb féllt D4B mit S5 zusammen, und man erhélt die allgemein bekannte
Eigenschaft von S5, dass dieses System durch Aquivalenzrelationen charakte-
risiert ist.

Inklusionen. Selbstverstandlich wird hier und im nachsten Absatz die Transiti-
vitéit der Inklusionsbeziehung genutzt, auch wenn darauf nicht immer explizit ver-
wiesen wird.

(1) Wegen der Axiomatisierungen der einzelnen Systeme gelten die folgenden In-

klusionen:

K C K4, KE, KB,D D CD4, DE DB, T D4 C DA4E, S4
K4 C KA4E, K4B, D4 T CS4.B DE C D4E
KE C K4E, DE K4E C D4E DB CB

KB C K4B, DB

(2) Wegen der Ausfithrungen in den Punkten (2), (3) und (4) gelten auch die
folgenden Inklusionen:

KE, KAE C K4B, T, K4B, S4, B, DAE C S5

Diese Inklusionsbeziehungen rechtfertigen das Aufstellen einer Hierarchie, wie sie in
Abbildung B.1 wiedergegeben ist. Dabei bedeutet ein Pfeil von System A; zu System
Ay, dass A C A, gilt.
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Abbildung B.1: Hierarchie modaler Logiken zwischen K und S5.

Keine Inklusionen. Nun bleibt noch zu kldren, dass fiir alle Systeme Ay, As, fiir
die in Abbildung B.1 kein Pfeil von A; zu A fithrt, die Beziehung A Q Ay gilt. Im
Folgenden werden alle diese Nicht-Inklusionen systematisch gezeigt.

(1)

(6)

Da es reflexive, symmetrische, nicht-transitive Relationen gibt (z.B. R =
{(u, u), (u, v), (v, u), (v, v), (v, w), (w, v), (w, w)} tber W = {u, v, w}),
gilt B 2 K4. Daraus folgt, dass keine der Logiken B, T, DB, D, KB, K
eines der Systeme K4, D4, K4E, D4E, K4B, S4, S5 enthilt.

Da es reflexive, symmetrische, nicht-euklidische Relationen gibt (z.B. R =
{(u, u), (u, v), (u, w), (v, u), (v, v), (w, uw), (w, w)} iber W = {u, v, w}),
gilt B 2 KE. Daraus folgt, dass keine der Logiken B, T, DB, D, KB, K
eines der Systeme KE, DE enthélt.

Da es reflexive, transitive Relationen gibt, die nicht euklidisch sind (z.B. R =
{(u, u), (u, v), (u, w), (v, v), (w, w)} iber W = {u, v, w}), gilt S4 2 KE.
Daraus folgt, dass keine der Logiken S4, D4, K4 eines der Systeme KE, DE,
K4E, D4E, K4B, S5 enthilt.

Da es reflexive, transitive Relationen gibt, die nicht symmetrisch sind (z. B.
R = {(u, u), (u, v), (v, v)} iiber W = {u, v}), gilt S4 2 KB. Daraus folgt,
dass keine der Logiken S4, T, D, D4, K4, K eines der Systeme KB, DB, B
enthélt.

Da es totale, transitive, euklidische Relationen gibt, die nicht reflexiv sind
(z.B. R = {(u, v), (v, v)} iiber W = {u, v}), gilt DAE 2 T. Daraus folgt,
dass keine der Logiken D4E, DE, D, KE, D4, K4E, K4, K eines der Systeme
T, B, S4, S5 enthilt.

Da es totale, transitive, euklidische Relationen gibt, die nicht symmetrisch sind
(z.B. R = {(u, v), (v, v)} iiber W = {u, v}), gilt DAE 2 KB. Daraus folgt,
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dass keine der Logiken D4E, DE, KE, K4E eines der Systeme KB, DB, K4B
enthélt.

(7) Da es transitive, symmetrische Relationen gibt, die nicht total sind (z. B. die
leere Relation iiber einer beliebigen Menge von Welten), gilt K4B 2 D. Daraus
folgt, dass keine der Logiken K4B, K4E, KE, K4, KB, K ecines der Systeme
D, D4, DE, D4E, DB, B, T, S4, S5 enthiilt.

(8) Da es totale, symmetrische Relationen gibt, die nicht reflexiv sind (z.B. R =
{(u, v), (v, u)} tiber W = {u, v}), gilt DB 2 T, woraus auch DB 2 B folgt.

(9) Da es totale, euklidische Relationen gibt, die nicht transitiv sind (z.B. R =
{(u, v), (v, v), (v, w), (w, v), (w, w)} iber W = {u, v, w}), gilt DE 2 K4,
Daraus folgt, dass keine der Logiken DE, KE eines der Systeme K4, K4E, D4,
DA4E enthalt.

Damit sind alle Nicht-Inklusionen gezeigt (einige davon mehrfach). Abbildung B.1
gibt somit die Beziehungen zwischen den 15 Systemen exakt wieder.

B.2 Normale Systeme mit .2, .3

Hier werden folgende Systeme zueinander und zu den bisher betrachteten in Bezie-
hung gesetzt:

K42 = K+4+ .2 S42 = K+ T+4+ .2

K43 = K+4+ 3 S43 = K+ T+4+ 3

Wie sich im Folgenden zeigen wird, fallen von diesen Systemen keine zwei zusam-

men. Es féllt auch keine dieser Logiken mit einem der bisher untersuchten Systeme
zusammen.

Inklusionen.

(1) Aufgrund der Axiomatisierungen gelten folgende Inklusionsbeziehungen:
K4 C K4.2, K43 K42 C S42
S4 C S4.2 543 K43 C S43

(2) Jede euklidische Relation hat keine Vorwértsverzweigung:

Sei R euklidisch, und seien u, v, w beliebig mit uwRv und uRw. Dann folgt
wegen der Euklidizitdt von R, dass vRw gilt. Folglich gilt auch die schwéchere
Bedingung vRw V v = w V wRv. Damit hat R keine Vorwirtsverzweigung.

Somit gilt K4.3 C K4E sowie S4.3 C S5.

(3) Jede transitive, reflexive Relation ohne Vorwirtsverzweigung ist zusammen-
laufend:

Sei R transitiv, reflexiv, ohne Vorwirtsverzweigung, und seien u, v, w beliebig
mit uRv, uRw und v # w. Da R keine Vorwiartsverzweigung hat, folgt v Rw
oder wRv. Wegen der Reflexivitdt von R gilt also 0. B.d. A. vRw und wRw.
Damit nimmt w die Rolle der Variable x in der Formel fiir das Zusammenlaufen
von R ein.

Somit gilt S4.2 C S4.3.
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(4) Jede euklidische Relation ist zusammenlaufend:

Sei R euklidisch, und seien wu, v, w beliebig mit uRv, uRw, v # w. Dann folgt
wegen der Buklidizitdt von R auch vRv und wRv. Damit nimmt v die Rolle
der Variable z in der Formel fiir das Zusammenlaufen von R ein.

Somit gilt K4.2 C KAE.

Diese Inklusionsbeziehungen rechtfertigen das Erweitern der bisherigen Hierarchie
wie in Abbildung B.2 angegeben.

oo
: e
i

D

Abbildung B.2: Erweiterte Hierarchie modaler Logiken zwischen K und S5.

Nicht-Inklusionen.

(1)

(4)

Da es transitive, reflexive Relationen ohne Vorwértsverzweigung gibt, die nicht
euklidisch sind (z.B. R = {(u, u), (u, v), (u, w), (v, v), (v, w), (w, w)} iber
W = {u, v, w}), gilt S4.3 2 KE. Daraus folgt, dass keine der Logiken S4.3,
K4.3, S4.2, K4.2 eines der Systeme KE, K4E, DE, D4E, K4B, S5 enthilt.

Da es transitive, reflexive Relationen ohne Vorwértsverzweigung gibt, die nicht
symmetrisch sind (z.B. R = {(u, u), (u, v), (v, v)} iiber W = {u, v}), gilt
S4.3 2 KB. Daraus folgt, dass keine der Logiken S4.3, K4.3, S4.2, K4.2 eines
der Systeme KB, DB, B enthilt.

Da es transitive, reflexive, zusammenlaufende Relationen gibt, die nicht oh-
ne Vorwirtsverzweigung sind (z. B. R = {(u, u), (u, v), (u, w), (u, x), (v, v),
(v, ), (w, w), (w, z), (z, z)} iber W = {u, v, w, x}), gilt S4.2 7 K4.3. Dar-
aus folgt, dass keine der Logiken S4.2, K4.2, S4 T, D4, D, K4, K eines der
Systeme K4.3, S4.3 enthalt.

Da es transitive, reflexive Relationen gibt, die nicht zusammenlaufend sind
(z.B. R = {(u, u), (u, v), (u, w), (v, v), (w, w)} idber W = {u, v, w}), gilt
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S4 2 K4.2. Daraus folgt, dass keine der Logiken S4, T, D4, D, K4, K eines
der Systeme K4.2, S4.2 enthilt.

(5) Da nach Abschnitt B.1 B 2 K4 gilt, enthélt keine der Logiken B, DB, KB
eines der Systeme K4.2, K4.3, S4.2, S4.3.

(6) Da nach Abschnitt B.1 D4E 2 T gilt, enthélt keine der Logiken D4E, DE,
KE, K4E, K4.3, K4.2 cines der Systeme S4.2, S4.3.

(7) Da nach Abschnitt B.1 DE 2 K4 gilt, enthélt keine der Logiken DE, KE eines
der Systeme K4.2, K4.3.

(8) Da nach Abschnitt B.1 K4B 2 D gilt, enthilt keine der Logiken K4B, K4.3,
K4.2 eines der Systeme D, D4, T, S4, S4.2, S4 3.

(9) Da es transitive Relationen ohne Vorwértsverzweigung gibt, die nicht zusam-
menlaufend sind (z. B. R = {(u, v), (u, w), (v, w)} iber W = {u, v, w}), gilt
K4.3 2 K4.2.

Damit sind alle Nicht-Inklusionen gezeigt (einige davon mehrfach). Abbildung B.2
gibt somit die Beziehungen zwischen den 19 Systemen exakt wieder.

B.3 Normale Systeme mit Alt,, T., Triv, Ver

Hier werden folgende Systeme zueinander und zu den bisher betrachteten in Bezie-
hung gesetzt:

KAIt, = K + Alt, T = K+ T, Triv = K + Triv
Ver = K + Ver

Wie sich im Folgenden zeigen wird, fallen von diesen Systemen keine zwei zusam-
men. Es féllt auch keine dieser Logiken mit einem der bisher untersuchten Systeme
zusaminen.

Inklusionen.

(1) Wenn fiir eine Relation R jede Welt hochstens n R-Nachfolger hat, dann hat
selbstversténdlich jede Welt auch hochstens n 4+ 1 R-Nachfolger. Deshalb gilt
die Inklusionskette K C ... C KAlt, C KAlIt;.

(2) Da fiir jede Relation R mit der Eigenschaft VoVw(vRw = v = w) jede Welt
aus W hochstens einen Nachfolger hat, gilt KAIlt; C Te.

(3) Da jede Relation R mit der Eigenschaft YoVw(vRw = v = w) auch transitiv
und symmetrisch ist, gilt K4B C T,.

(4) Da jede Relation mit der Eigenschaft VoVw(vRw < v = w) auch eine Aqui-
valenzrelation ist, gilt S5 C Triv.

(5) Selbstverstandlich gelten auch die Beziehungen T, C Triv, Ver.

Diese Inklusionsbeziehungen rechtfertigen das Erweitern der bisherigen Hierarchie
wie in Abbildung B.3 angegeben.
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Abbildung B.3: Hierarchie modaler Logiken zwischen K und Triv bzw. Ver.

Nicht-Inklusionen.

(1)
(2)

(4)

(5)

Da es fiir jedes n > 1 Relationen iiber Mengen gibt, beziiglich derer jede Welt
hochstens, aber eine Welt genau n + 1 Nachfolger hat, gilt KAlt, 1 2 KAIt,.

Da es Relationen gibt, beziiglich derer jede Welt hochstens einen Nachfol-
ger hat, die aber weder total noch symmetrisch noch euklidisch noch tran-
sitiv sind (z.B. R = {(u, v), (v, w)} iiber W = {u, v, w}), gilt KAlt; 2
D, KB, KE, K4. Daraus folgt, dass alle Logiken KAIlt, keines der iibrigen Sy-
steme (aufler K und KAIlt,,, m > n) enthalten.

Da es fiir jedes n Aquivalenzrelationen gibt, beziiglich derer eine Welt mehr
als n Nachfolger hat (z.B. R =W x W firt W = {wy, ..., wny1}), gilt S5 2
KAIlt,. Daraus folgt, dass keine der Logiken KAIt,, T, Triv, Ver in einem der
Systeme zwischen K und S5 enthalten ist.

Da die leere Relation iiber einer beliebigen Menge W nicht total ist, gilt Ver 2
D. Daraus folgt, dass keine der Logiken Ver, T. eines der Systeme zwischen D
und Triv enthalt.

Selbstversténdlich gelten auch die Beziehungen T, 2 Ver und Ver 2 Triv.

Damit sind alle Nicht-Inklusionen gezeigt (einige davon mehrfach). Abbildung B.3
gibt somit die Beziehungen zwischen allen Systemen exakt wieder.
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