Kellerautomaten



Kellerautomaten

Spracherkennung (Syntaxanalyse)

» Algorithmus gesucht, der fiir . C 7™ (moglichst schnell)
entscheidet, ob w € L (Losung des Wortproblems)

Grammatik

Automat

Aufwand

rechtslinear
kontextfrel

endlich
7

linear
?

Problem: endliche Automaten konnen nicht unbeschrankt
mitzahlen und sich keine unbeschrankt langen
Teilworter merken

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007



Kellerautomaten

Beispiel: Klammerstrukturen

L ={a"b" | n € N}

» nicht regular

» kontextfrei erzeugt durch S::=aSb | A

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007



Kellerautomaten 10
Idee: Endlicher Automat mit Zahler
a;+1 b; —1
b;—1
O OaaOna O ®
Zahler 0 1 2 1 0
S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()



Kellerautomaten 11
Beispiel: Palindrome
L,ge = {wtrans(w)}
» nicht regular
» kontextfrei erzeugt durch S::=xSx | Afa. x €T
S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()
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Endlicher Automat mit Keller/Speicher

x ; PUSH x x ; POP falls HEAD = a

[eis

A a ba ba a A

Keller

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007



Kellerautomaten 13

Nichtdeterministischer Kellerautomat

|dee:
endlichen Automaten mit Zusatzspeicher in Form
eines Kellers (Stapel, Stack) mit Speicheroperatio-
nen pro Ubergang

Keller uber X:
X* mit den Operationen push, head, pop
(d.h. push(x,u) = zu, head(xu) = x, pop(xu) =
u fir alle z € X, u € X7)

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()
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Ein nichtdeterministischer Kellerautomat ist ein System
K = (Z, I.C.d, sy, F, CQ) mit
e /: endliche Menge von Zustanden,

e /: endliches Eingabealphabet mit — ¢ 1,

e (: endliche Menge von Kellersymbolen,
o d: Zx (IU{-})xC~ZxC"
/ustandsiiberfiihrung,

® sy € Z: Startzustand,

o ' C /: Endzustande,

e ¢y € C: initiales Kellersymbol.

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007
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Graphische Darstellung

@x;ce%@ @—;cea»@

fir (s, a) € d(s, x, ¢) fiir (¢, ) € d(s, —, ¢)

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()
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Beispiel
a; co — Acy
a; A — AA b; A — A
—C — Qo —C0 — G
) I
a’s > b’s
—A— A
S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()
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Konfiguration

Eine Konfiguration con = (s,w,~y) besteht aus einem
Zustand s € Z, einem Wort w € I* und einem Kellerwort
v e CF.

Wichtige Konfigurationen:
e Anfangskonfiguration: cong = (sg, w, ¢p)

e Endkonfiguration: conp = (s, A\,y) mit s € F

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007



Kellerautomaten 18
Beispiel
a; cy — Acy
a; A — AA by A — A
—C0 — ¢ —; Co — Cp
a’s > b’s @
—A— A
e Konfiguration: (b's,bb, AAcy)
e Anfangskonfiguration: (a's, aabb, c)
e Endkonfiguration: (OK, X, ¢p)
S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()



Kellerautomaten 19

Folgekonfiguration
(s,zv,cy)l— (s, v, av), falls (s, ) € d(s, z, c)
(s,v,e7) 1 (s, v,a9), falls (s, ) € d(s, —, ¢)

» Schreibweise:

con = cong—— cony—— -+ con, = con/’

kann durch

con" con’ | oder | con= con'

abgekiirzt werden.

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()
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Beispiel
a; co — Acy
a; A — AA b; A — A
—C — Co —C — Co
a’s = b's >
— A— A
Konfigurationsfolge:
(a's, abb, Acy) —(a's, bb, AAcy) ——(b's, bb, AAcy)
(b's, b, Acy)
S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()
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Erkannte Sprache
Gegeben: K = (Z,1,C,d, sy, F, c)

Erkannte Sprache
o K erkennt w € I*, falls (s, w, co) (8", A, ~y) mit
s"eF.

e Die Menge aller von K erkannten Worter bildet die
erkannte Sprache L(K).

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007
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Beispiel

a; co — Acy

a; A — AA by A — A

—C — Co —C — Co
a’s = b’s -
—A— A

Erkannte Sprache: {a"b" | n € N}

Erkennen von a2b*:

(a's, aabb, cy) ——(a’s, abb, Acy) | (a’s, bb, AAcy) -—
(b's,bb, AAcy) -——(b's, b, Acy) ——(b's, A\, co) (O K, X, cp)

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()
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Fragestellungen

» Wie hangen endliche Automaten und kfG's zusammen?
» Sind kfG's kompositional?

» st fiir kfG's das Wortproblem schnell [6sbar?
» Was konnen kfG's nicht?

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007
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Deterministischer Kellerautomat

e Jede Konfiguration hat hochstens eine Folgekonfiguration.
e Lineare Spracherkennung (wie endl. Aut.)

e Praktischer Einsatz bei Syntaxanalyse von
Programmiersprachen

e Nicht jede kontextfreie Sprache wird von deterministischen
Kellerautomaten erkannt.

S. Kuske: Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten; 17.Dezember 2007 ()



Ein deterministischer Kellerautomat ist ein System
K= (Z,1,C,d,sg, F,cy) mit

e /: endliche Menge von Zustanden

e [: endliches Eingabealphabet mit — & [

e (: endliche Menge von Kellersymbolen

o d: Z x (IU{-}) x(C~ Z x C*: Zustandsiiberfiihrung
mit |d(s,x,c)| + |d(s,—,c)| < 1 firallese Z, x € 1,
ceC,

® sy € Z: Startzustand

o ' C /: Endzustande

e ¢y € (' initiales Kellersymbol

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Beispiel: Regulare Ausdriicke

Y;Cp — A

Ch — Op C
(70 P Co Y c— c

S op — A ) br — A

rop — A

(;¢c— opbrc

mit y € I U {empty, lambda}, ¢ € {op, br,cy} und
® € {+,0}

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008



Erkennen von ((z%) 4+ empty)

(s0, ((z") + empty),
— (51, (z%) + emply),
— (s1, %)+ empty),
I (327 *) T empty),
— (82, ) + empty),
T (827 —I—Gmpty),
T (817 empty),
7 (827 )7
— (OK, A,

Q)
-

N e e e e e N N N

Q
i

R
=

op br op ¢y
op br op ¢y

S
=
QS
i
R
=

op Cp

O 8

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008



Machtigkeit
o L4 Klasse aller von deterministischen Kellerautomaten
erkannten Sprachen

o L4 Klasse aller von nichtdeterministischen
Kellerautomaten erkannten Sprachen

Es gibt keinen deterministischen Kellerautomaten, der
{wtrans(w) | w € {a,b}"}

erkennt.

Also gilt

Lpxa C LNka

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Fragestellungen 5

Fragestellungen

» Sind kontextfreie Sprachen kompositional? (Die Klasse der
kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter
Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern.)

» |Ist fiir kontextfreie Sprachen das Wortproblem schnell
I6sbar? (Die von determinitischen Kellerautomaten
erkannten Sprachen lassen sich in linearer Zeit erkennen.)

» Wie hiangen Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen
zusammen?

» Was konnen Kellerautomaten nicht?

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in
Kellerautomaten

Gegeben: kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) mit
co,coxk € NUT.

T, T — A
—;¢co — S Cox

S0

— A —u

wobeiz € T'und A::=u € P

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008



Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten 7

Beispiel: Klammergebirge

G={AL L 1As=AA [ [A] | A}, A)
L(G): alle korrekten Klammerungen iiber dem Klammerpaar
und |.

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

Erzeugen und Erkennen von |]

> A oAl

>

(507 Hv CO) %(807 []7 ACOK) %(507 []7 [A]COK) —
(so, ], Alcok) (S0, |, |cor) (S0, A\, cox) —(OK, X\, \)

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)



Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

Korrektheit der Ubersetzung

G PDA(G)

translator

generator recognizer

L(G) = L(PDA(Q))

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008
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Linksableitungen

Sei G = (N,T,P,S) eine kontextfreie Gram-
matik. Eine Linksableitung st eine Ableitung
Uy —> Uy —> -+ ——u,, bei der in jedem Schritt

P P P
u; —— w1 (1 < 4 < n) das am weitesten links ste-
A.-._U. +
1 71

hende Nichtterminal ersetzt wird, d.h. u; = x;A;y; und
U1 = X;0y; mit ©; € 1™

Schreibweise: —r—

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008
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Beispiel
G = {E}, {+,*,(,),id}, P, E) mit den Regeln

FE ::=FE+ F|Ex E|(F)|id

Es gibt zwei verschiedene Linksableitungen fiir id + id * id:

1. F—F+E —i1d+E — 1d+ExE
— s 9d + 1dxE — id + id * id

2. B —FExF —FE+FExE — 1d+FE+FE
— s 9d + 1dxE — id + id * id

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008
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Lemma
Sei G = (N,T,P,S) eine kontextfreie Grammatik.

Dann lasst sich jede Ableitung A%v mit A € N,

. . " " *
v € T in eine Linksableitung A—é—w umformen.

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008
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Zusammenhang zwischen Kellerautomaten
und kontextfreien Sprachen

Fiir jede kontextfreie Grammatik G gibt es einen Kel-
lerautomaten K, so dass L(G) = L(K).

Fiir jeden Kellerautomaten K gibt es eine kontextfreie
Grammatik G, so dass L(K) = L(G). (Ohne Beweis)

S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008
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Folgerung
Lnka= LkFs.
» Lnica: Klasse aller von nichtdeterministischen
Kellerautomaten erkannten Sprachen
» Lrrg: Klasse der kontextfreien Sprachen
S. Kuske: Kellerautomaten und das Pumping-Lemma; 7.Januar 2008 &)





