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Theoretische Informatik 2 (SS 2003)

Wie im Extra-Material versprochen, kann ein endlicher Automat konstruiert werden, der den
Durchschnitt zweier Sprachen erkennt, die selbst von endlichen Automaten erkannt werden.
Es wird auflerdem gezeigt, dass das Leerheitsproblem fiir endliche Automaten entscheidbar
ist.

1 Produktautomat erkennt Durchschnitt

Seien A; = (Z;,1,d;, s, F;) fiir 4 = 1,2 zwei deterministische Automaten. Dann ist der
Produktautomat definiert durch

Ay X Ay = (Z1 X Zs,1,d, (01, S02), F1 X F3)

mit d((s1, s2),x) = (di(s1, ), d2(s9, x)) fir alle (s1,52) € Z1 X Zy und z € I.

Der Produktautomat fiihrt also die Zustandsiiberginge der beiden Einzelautomaten parallel
durch. Wie das folgende Lemma zeigt, gilt das auch fiir die fortgesetzte Zustandsiiberfiihrung.
Da der Anfangszustand aus den beiden einzelnen Anfangszustéinden und die Endzustdnde
Paare der einzelnen Endzustinde sind, ergibt sich aus dem Lemma die gewiinschte Durch-
schnittseigenschaft.

Beobachtung: L(A; x Ay) = L(A;) N L(As).
Beweis: w € L(A; x A) gdw. nach folgendem Lemma
d*((so1, So2), w) = (di(So1, w), d5(Se2,w)) € F1 x Fy
gdw. df(sg;, w) € F; fiir i = 1,2 gdw. w € L(4;) fiiri = 1,2.
Lemma: d*((s1, $2), w) = (df(s1, w), d5(sq9, w)) fiir alle (s1,$9) € Z; X Zy und w € I*.

Beweis: Der Beweis wird mit vollstandiger Induktion iiber den Aufbau von w gefiihrt.

TA: d*((s1,82),A) = (81,82) = (di(s1,A),d3(s2,\)), wobei die Definition der fortgesetzten
Zustandsiiberfithrung verwendet wird.



IS: d*((s1, 82), wz) = d(d*((s1, $2),w),x) =

d((di(sla w)’ d;(s% w))’ .73) =

(dl(di(sla w)’ .73), d2(d§(52’ ’LU), I) =

(di (s1,wx), d3(s9, wx)).
Dabei ergeben sich die Gleichheiten in der gegebenen Reihenfolge aus der Definition der
fortgesetzten Zustandsiiberfiihrung, der Induktionsvoraussetzung, der Definition der Zu-
standsiiberfiihrung des Produktautomaten und erneut aus der Definition der fortgesetzten
Zustandsiiberfiihrung.

2 Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems
Sei A= (Z,1,d,s,, F) ein deterministischer Automat. Sei
H(A)={se Z|d"(s,w) € Ffiir einw € I"}
die Menge aller Zustinde, die zu Endzusténden fiihren. Dann gilt offensichtlich:
L(A) # (0 gdw. so € H(A).

H(A) lisst sich folgermafien iterieren:
Hy = Fund H;yy = HiU{s € Z | d(s,x) € H; fiir ein z € I} sowie H(A) = H,, fiir
kleinstes m mit H,, 1 = Hp,.

Nach Definition gilt: F = Hy C Hy C --- C H; C H;y; C --- C Z. Da Z endlich ist,
konnen nur endlich viele dieser Inklusionen echt sein, so dass es m geben muss. Dann gilt
auch H,, ., = H,, fiir alle £ € N (einfache Induktion iiber k). Daraus folgt die gewiinschte
Gleichheit. Denn mit Induktion iiber i ergibt sich H; C H(A):

IA: Hy=F C H(A) wegen d*(s,\) =s € F fa. s€ F.

IS: Hiyy = H;U{s € Z | d(s,x) € H, fiir ein x € T}
CH(A)U{se Z|d(s,z) € H(A) fiir ein z € I}
=H(A)U{se Z|d*((d)s,z),w)) € F fiir ein w € [*,x € I}
=H(A)U{s € Z | d*(s,zw) € F fiir ein zw € I*}
C H(A)U H(A) = H(A).

Insbesondere gilt H,, C H(A).

Betrachte umgekehrt s € H(A). Dann gibt es w € I* mit d*(s,w) € F. Das impliziert s €

Hiengin(w), Wie eine einfache Induktion ergibt. Daraus folgt wie gewiinscht: s € Hiepgin(w) C
H,,.



