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Zutaten

// GGT(A,B) » Programme berechnen Werte
if (a=20) r =b; > Basierend auf
else {

» Werte sind Variablen zugewiesen

while (b != 0) { » Evaluation von Ausdriicken
if (a<=b

l() — b _)a. » Folgt dem Programmablauf

else a = a — b;

}

r = a;

¥
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Unsere Programmiersprache

Wir betrachten einen Ausschnitt der Programmiersprache C (CO).

Ausbaustufe 1 kennt folgende Konstrukte:

> Typen: int;

» Ausdriicke: Variablen, Literale (fiir ganze Zahlen), arithmetische Operatoren (fiir ganze
Zahlen), Relationen (==, <, ...), boolsche Operatoren (&&, ||);

> Anweisungen:

» Fallunterscheidung (if...else...), lteration (while), Zuweisung, Blocke;

» Sequenzierung und leere Anweisung sind implizit
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C0: Ausdriicke und Anweisungen

Aexp a:=Z|Ildt| a1+ a|a1—ax|ar*xax]|ai/a
Bexp b:::1|0|a1::ag|a1<32|!b|b1&&b2|b1||b2
Exp e:=a|b
Stmt ¢ 1= Idt = Exp
| if (b) c1 else ¢
| while (b) ¢
|

)

NB: Nicht die konkrete Syntax.
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Was braucht die Semantik?

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und

p=1

c =1 Ausdriicken.

while (c <=n) { » Ausdriicke werden zustandsabhdngig ausgewertet.
e » Anweisungen iiberfiihren Zustinde.
c=c + 1;
}
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Was braucht die Semantik?

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und

p=1

c=1; Ausdriicken.

while (c <=n) { » Ausdriicke werden zustandsabhdngig ausgewertet.
Ez E j_ i » Anweisungen iiberfiihren Zustinde.
} Woraus besteht die Semantik?
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Was braucht die Semantik?

Korrekte Software

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und
Ausdriicken.

» Ausdriicke werden zustandsabhdngig ausgewertet.
» Anweisungen iiberfiihren Zustande.

Woraus besteht die Semantik?

@ Mathematische Modellierung des Zustands
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Was braucht die Semantik?

Korrekte Software

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und
Ausdriicken.

» Ausdriicke werden zustandsabhdngig ausgewertet.
» Anweisungen iiberfiihren Zustande.

Woraus besteht die Semantik?

@ Mathematische Modellierung des Zustands

® Auswertung von (arithmetischen und boolschen)
Ausdriicken
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Was braucht die Semantik?

Korrekte Software

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und
Ausdriicken.

» Ausdriicke werden zustandsabhdngig ausgewertet.
» Anweisungen iiberfiihren Zustande.

Woraus besteht die Semantik?

@ Mathematische Modellierung des Zustands

® Auswertung von (arithmetischen und boolschen)
Ausdriicken

©® Auswertung von Anweisungen: Zustandsiibergange
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Semantik von C0

» Die (operationale) Semantik einer imperativen Sprache wie CO ist ein Zustandsiibergang:
das System hat einen impliziten Zustand, der durch Zuweisung von Werten an Adressen
geandert werden kann.

Systemzustande

» Ausdriicke werten zu Werten V (hier ganze Zahlen) aus.

» Adressen Loc sind hier Programmvariablen (Namen): Loc = Idt
» Ein Systemzustand bildet Adressen auf Werte ab: ¥ = Loc — V

» Ein Programm bildet einen Anfangszustand mdglicherweise auf einen Endzustand ab
(wenn es terminiert).
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Partielle, endliche Abbildungen |

Zustande sind partielle, endliche Abbildungen (finite partial maps)
f: X—A

Notation:

» f(x) fir den Wert von x in f (lookup)
» f(x) = L wenn x nicht in  (undefined)

» f[x — n] fir den Update an der Stelle x mit dem Wert n:
Flx — n]( )d_ef n if x=y
Y= f(y) otherwise
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Partielle, endliche Abbildungen II

Zustande sind partielle, endliche Abbildungen (finite partial maps)
f: X—=A

Notation:

» (x — n,y — m) u.a. fir konkrete Abbildungen.
» () ist die leere (tiberall undefinierte Abbildung):

fur alle x € X gilt: ()(x) =L

» Die Domane eines Zustands sind alle Stellen, an denen er definiert ist:

Dom(f) € {x € X | f(x)# L}

» Updates sind “linksassoziativ":

flx = n]ly = m] = (f[x = n])[y — m]
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Arbeitsblatt 2.1: Zustande!

» Wie sieht ein Zustand aus, der a den Wert 6 und ¢ den Wert 2 zuweist.

» Welches sind Zustande, und welche nicht:

x+—1a—3)

(A I
® (x—y,b—6)
@ (x—2,b—6,x—5)
® (x—3,b—6,y—5)

» Update von Zustanden:
O (x—1lam3)y—1="?
® (x—1lam3)[x—3]=77

@ (x—1,a3)x— 3y — 1][x — 4] =77
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke

Ein arithmetischer Ausdruck a wertet unter Zustand o zu einer ganzen Zahl n (Wert) aus.

Aexp a:=Z|ldt|a;+ax|a1—ax|ar*xax|a1/ a (a,0) = Aexp N
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke

Ein arithmetischer Ausdruck a wertet unter Zustand o zu einer ganzen Zahl n (Wert) aus.

Aexp a:=Z|ldt|a;+ax|a1—ax|ar*xax|a1/ a (a,0) = Aexp N

Regeln:

nel

(n,0) = aexp [
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke

Ein arithmetischer Ausdruck a wertet unter Zustand o zu einer ganzen Zahl n (Wert) aus.

Aexp a: =2 | Idt | a + a | ap — a | ai * ao | a / a, <a,a> — Aexp N
Regeln:
nelZ x € ldt,x € Dom(c),0(x) = v
<n’ U> — Aexp |[n]] <X70> —Aexp V
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke
Aexpa:=Z|ldt|aj+a|ar—a|ar*xax|a/ a (3,0) = Aexp N

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M n; € Z,n Summe ny und ny

<31 + a2, J> —7Aexp N

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M n; € Z, n Differenz ny und n

<31 — ap, J> —7Aexp N

<31,U> —Aexp M <82,U> —Aexp M2 n; € Z, n Produkt n; und n,

<31 * 32,U> —Aexp N

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M2 nj € Z,ny # 0, n Quotient ny, np

<81/32,0'> —Aexp N
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen
> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit o £ (x — 6,y —b5).

<X7 (7> _>Aexp? <37 U> _>Aexp?
(X +3,0) aep 1 +7

Korrekte Software 13 [41] diki |U)



Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit o £ (x — 6,y +—b5).

(3,0) = aex [3]

<X7 J> _>A6XP? <37 U> _>Aexp?
<X + 370> 7 Aexp [
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit o £ (x — 6,y +—b5).

<3, O') _>Aexp 3

<X7 J> _>Aexp? <37 U> _>Aexp?
<X + 370> 7 Aexp [
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum
Beispiel: Auswertung von x+3 mit o £ (x — 6,y +—b5).

x € dom(o),0(x) =?

<X7 0> _>A6XP? <37 U> — Aexp 3

<X7 J> _>A6XP? <37 U> _>Aexp?
<X + 370> 7 Aexp [
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum
Beispiel: Auswertung von x+3 mit o £ (x — 6,y +—b5).

x € dom(o),0(x) =6
<X,O’> — Aexp 6 <3,0’> — Aexp 3

<X7 J> _>A6XP? <37 U> _>Aexp?
<X + 370> 7 Aexp [

Korrekte Software 13 [41] diki |U)



Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit o £ (x — 6,y +—b5).

<X,U> _>Aexp6 <3,0’> _>Aexp3

<X7 J> _>A6XP? <37 U> _>Aexp?
<X + 370> 7 Aexp [
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit o £ (x — 6,y +—b5).

<X,U> _>Aexp6 <3,0’> _>Aexp3

<X,O’> — Aexp 6 <3,0’> — Aexp 3
(x+3,0) 2 aexp 6+ 3
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit o £ (x — 6,y +—b5).

<X,U> _>Aexp6 <3,0’> _>Aexp3

<X,O’> —>Aexp6 <3,0’> _>Aexp3
(x+3,0) = Aexp 9

Korrekte Software 13 [41] diki |U)



Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x > 6,y > 5).

(x+y)* (x = ¥),0) = aexp

Korrekte Software 14 [41] diki |U)



Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x > 6,y — 5).

<X + Y, U> _>Aexp <X =Y U> _>Aexp
(x+y) % (x = y),0) e
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Langere Beispiel-Ableitungen

Seiad:ef<xr—>6,y»—>5>.

x € dom(c),0(x) =6
(X,0) = aexp 6

<X + vy, U> — Aexp <X -y, O'> — Aexp
<(X+y)*(X7y)7O'> A)Asxp
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 Z (x 6,y — 5).

x € dom(o),0(x) =6 y € dom(c),0(y) =5
(X, ) = pexp 6 (V,0) = Aep b
(X +y,0) = acxp (X —y,0) = e
(x+y)*(x=y),0) Ssep
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 Z (x 6,y — 5).

x € dom(o),0(x) =6 y € dom(c),0(y) =5
(X, ) = pexp 6 (V,0) = Aep b
(x+y,0) = aep 11 (X —y,0) = e
(x+y)*(x=y),0) =aexp
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 Z (x 6,y — 5).

x € dom(c),0(x) =6 y € dom(c),o(y) =5 x € dom(c),o(x) =6 y € dom(c),o(y) =5
(X,0) = pexp 6 (y,0) = aexp B (X,0) = hexp 6 (y,0) = aexp 5
(X +y,0) = aep 11 (X —y,0) = e
(x+y)*(x=y),0) Ssep
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 Z (x 6,y — 5).

x € dom(c),0(x) =6 y € dom(c),o(y) =5 x € dom(c),o(x) =6 y € dom(c),o(y) =5
(X,0) = pexp 6 (y,0) = aexp B (X,0) = hexp 6 (y,0) = aexp 5
(X +y,0) = aep 11 (X —y,0) = aep 1
(x+y)*(x=y),0) Ssep
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Langere Beispiel-Ableitungen

Seiad:ef<xr—>6,y»—>5>.

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),o(y) =5 x € dom(c),0(x) =6 y € dom(c),o(y) =5
(X,0) —pexp 6 (v,0) = Aep B (X,0) = hexp 6 (y,0) = pexp B
(X +y,0) = aep 11 (X —y,0) = aep 1
(x+y)*(x—y),0) —aep 11
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 Z (x 6,y — 5).

x € dom(c),0(x) =6 y € dom(o),o(y) =5 x € dom(c),o(x) =6 y € dom(c),o(y) =5
(X,0) = Aexp 6 (y,0) —Aexp B (X,0) —Aexp 6 (y,0) = aexp B
(X +y,0) =aep 11 (X —y,0) Daep 1
(x+y)* (x = y),0) e 11

(x*x)=(y*y),0) =aep
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Langere Beispiel-Ableitungen
Sei 0 Z (x 6,y — 5).

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),o(y) =5 x € dom(c),0(x) =6 y € dom(c),o(y) =5
(X,0) —pexp 6 (y,0) —aexp B (X,0) = Aexp 6 (y,0) —>aexp 5
(X +y,0) =aep 11 (X —y,0) 2aexp 1
(x+y)*(x—y),0) —aep 11

<X7 0> — Aexp 6 <X, U) — Aexp 6

(X * X,0) = pexp 36
((x*x) = (y *y),0) —>aexp
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Langere Beispiel-Ableitungen
Sei 0 Z (x 6,y — 5).

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),o(y) =5 x € dom(c),0(x) =6 y € dom(c),o(y) =5
(X,0) —pexp 6 (y,0) —aexp B (X,0) = Aexp 6 (y,0) —>aexp 5
(X +y,0) =aep 11 (X —y,0) 2aexp 1
(x+y)*(x—y),0) —aep 11

<X7 U> — Aexp 6 <X7 U> — Aexp 6 <}/7 U) — Aexp 5 <_y, U> — Aexp 5
<X * X, U> _>AGXP 36 <.y *Y, U) _>Aexp 25
((xxx) = (y *y),0) 2 aexp
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Langere Beispiel-Ableitungen
Sei 0 Z (x 6,y — 5).

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),o(y) =5 x € dom(c),0(x) =6 y € dom(c),o(y) =5

(X,0) = pexp 6 (y,0) —aexp B {X,0) —>pexp 6 (y,0) = pexp B

<X +y10> _>Aexp 11 <X — y,0'> _>Aexp 1

<(X+y)*(X7y)7O—> *>Aexp 11

<X7 U> — Aexp 6 <X7 U> — Aexp 6 <}/7 U) — Aexp 5 <_y, U> — Aexp 5
(x * x,0) ~4erp 36 {y * y,0) = 4exp 25
<(X*X)*(y*y),0'> %Aexp 11
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Arbeitsblatt 2.2: Auswertung

Konstruiert wie oben die Ableitung fiir den Ausdruck (3*a)/b mit o £ (a — 8, b+ 7).

Hinweis: wahrscheinlich einfacher auf Papier. ..
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Eigenschaften der Semantik

» Frage: Gegeben einen Ausdruck a, leitet jeder Zustand o zu einem Wert n ab?
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Eigenschaften der Semantik

» Frage: Gegeben einen Ausdruck a, leitet jeder Zustand o zu einem Wert n ab?

» Antwort: Nein.

P> Betrachte folgende Beispiele fiir a d:efy+3/x

(3, (y = 5)) —aexp 777 (1)
(a,(y = 5,x = 0)) = aexp 777 (2)

» In diesen Beispielen 13Bt sich kein vollstandiger Ableitungsbaum konstruieren.

» Die Auswertung ist undefiniert — die Semantik ist partiell.
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Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke
> Bepr:::].’()‘al::az | a <32|!b‘b1&&b2 ‘ by || b,
(b, 0) = Bexp true| false

Regeln:

(1,0) = Bexp true (0,0) — exp false

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M ny und ny gleich

(al == 82,0'> — Bexp true

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M2 n1 und ny ungleich

(a1 == a2, 0) —Bexp false
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Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke

> Bepr:::1’0‘31::az|al <32|!b‘b1&&b2‘b1 || b,
(b, 0) = Bexp true| false

Regeln:
(b,0) —Bexp true (b, 0) —Bexp false
(b, 0) —Bexp false (Ib,0) —Bexp true
<b1,0’> — Bexp false <b1,0> — Bexp true <b2,0> — Bexp t
<b1 && b2,0'> — Bexp false <b1 && b2,0'> —Bexp t
<b1,0’> — Bexp true <b1,0’> — Bexp false <b2,0> — Bexp t
<b1 H b2,0> — Bexp true <b1 H b2,0'> — Bexp t
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Arbeitsblatt 2.3: Boolsche Ausdriicke

Konstruiert die Auswertung des Ausdrucks b = x == 7 && y == 3 unter folgenden
Zusténden'

® 01 Z(x—7,y—3)

® 0, Z (x 6,y 3)

© 03 E (y —6)

0o, E (x—7)

605 (Xl—>2>
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Striktheit

» Eine partielle Funktion f ist strikt wenn f(x) undefiniert ist, sobald x undefiniert ist.

» In unserer Semantik sind alle Operatoren (arithmetisch und boolesch) strikt, bis auf &&
und || im ersten Argument.

» Operational nennt man das auch abgekiirzte Auswertung (short-circuit evaluation)

» Das erlaubt Idiome wie if (x I=0&& 3/x>1){ ..}

> Wie erkennt man Striktheit an den Regeln?

Korrekte Software 20 [41] diki |U)



Striktheit

» Eine partielle Funktion f ist strikt wenn f(x) undefiniert ist, sobald x undefiniert ist.

» In unserer Semantik sind alle Operatoren (arithmetisch und boolesch) strikt, bis auf &&
und || im ersten Argument.

> Operational nennt man das auch abgekiirzte Auswertung (short-circuit evaluation)
» Das erlaubt Idiome wie if (x I=0&& 3/x>1){ ..}

> Wie erkennt man Striktheit an den Regeln?
Alle Variablen der Konklusion kommen in den Bedingungen vor.
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Operationale Semantik: Anweisungen

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}
Beispiel:

<Ca J> —Stmt o

wobei 0'(x) =5 und o'(y) = o(y) fir alle y # x
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Operationale Semantik: Anweisungen

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}
Beispiel:

<Ca J> — Stmt U,
(x =5,0) = stmt 0

wobei 0'(x) =5 und o'(y) = o(y) fir alle y # x

bzw. o’ £ o[x — 5]
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Operationale Semantik: Anweisungen

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}
Beispiel:

<Ca J> —>Stmt U,
(x =5,0) =stmt o[x — 5]

wobei 0'(x) =5 und o’'(y) = o(y) fir alle y # x

bzw. o’ £ o[x — 5]
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Operationale Semantik: Anweisungen

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}

Regeln:
(a, O’) —Aexp N € Z
{},0) =stme o (x =a,0) =stme o[x — n]
(c1,0) = Stmt o' <C2,0’/> —Stmt 0
(c1;¢2,0) —stme 0"
<ba U) — Bexp true <C17 U> —>Stmt ol <b7 U> —Bexp false <C27 U) —Stmt o

(if (b) c1 else c,0) —>stme 0 (if (b) c1 else c,0) —>stme 0
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Operationale Semantik: Anweisungen

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}
Regeln:

(b, 0) —Bexp false

(while (b) ¢,0) —stmt 0

(b,0) —Bexp true (c,0) —5tmt 0 (while (b) ¢, 0’ —stmt 0

(while (b) ¢,0) —stme 0
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Beispiel

Korrekte Software

x = 13

while (y = 0) {
y =y — 1;
X =2 % X;
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(¥, 01) = Aexp 2 (A) (B)
(1,0) = pexp 1 (y! = 0,01) —>Bexp true (y=y—1Lix=2%x,01) =stmt? (W, ?) —5tmt?

(x=1,0) =sime olx = 1] := 01 (while (y! = 0) {y =y — Lix =2%x},01) —5tme?

(x =1 while (y! =0){y =y —1Lix=2xx},0) = 5tmt?
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(A)

(y —1,01) — Aexp 1 (2% x, 02) — Aexp 2

(y =y —1,01) 2stme o1ly = 1] := 02 (x = 2% X, 02) —>gtmt O2[x > 2] := 03

(y =y —Lix=2%Xx,01) —5tmt 03
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Korrekte Software

(¥, 01) — Aexp 2 (A) (B)

(1,0) = pexp 1 (y! = 0,01) —>Bexp true (y =y —1ix=2%x,01) = 5tmt 03 (w, 03) —>5tmt?

(x=1,0) —=stmt 01 (while (y! = 0) {y =y — Lix =2%x},01) —5tme?

(x =1 while (y! =0){y =y —1Lix=2xx},0) = 5tmt?
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(B)

Korrekte Software

(¥ = 1,03) = pexp O (2% x,04) —pexp 4
(¥, 03) = pexp 1 (y =y —1,03) stme o3ly = 0] := 04 (x =2 X,04) —>stme oalx — 4] := 05 (€)
(y!' =0, 03) —rpexp true (y=y —Lix=2%Xx,03) = 5tmt 05 (W, 05) —stme 05

(W, 03) —stmt 05

(y, 05) — Aexp 0
(y! =0, 03) — Bexp false

(W, 05) —Stme 05

while (y! =0) {y =y — L;x =2 % x}
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(¥, 1) = Aexp 2 (A) (B)
(! =0,01) —pgexp true (y =y —1ix=2%x,01) = 5tmt 03 (W, 03) —stmt 05
(while (y! =0) {y =y — 1;x =2 % x},01) —Stmt 05
(x =1;while (y! =0) {y =y — 1;x =2%x},0) —>stmt 05

w

o5 = oa4[x — 4] = o3y — 0][x — 4] = o2[x — 2][y — 0][x > 4]

oily = 1][x — 2][y = 0][x — 4] = (y — 2)[y — 1][x — 2][y — 0][x — 4]
=(y—0,x—4)

und es gilt o5(x) = 4 = 22 = 291(¥)

Korrekte Software 29 [41] diki |U)



Lineare, abgekiirzte Schreibweise

/12
7

while (y != 0) {
y=y—1;

X = 2 % X

}
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise

/1)
/]y 2,x - 1)
while (y != 0) {
y=y — 1

X = 2 % X

}
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise

/]y =2

% = ¢ // Ableitung fir (x =1,(y + 2)) —stmt (¥ — 2,x +— 1)
/] {y=2,x—=1)
while (y!=0) // (! =0,{y — 2,x — 1)) —pexp true
y =y — 1; // Ableitung fir (y =y —1,{y = 2,x = 1)) —stm (¥ —

1,x—1)

| /]y 1,x—1)

| X =2 % Xx; // Ableitung fir (x =2x%x,(y — 1,x = 1)) —smt ...
| /]y = 1,x—2)

while (y != 0) {

y=y -1

X = 2 % X;

}
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise

// <y1f>2>
/]y = 2x 1)
while(y!=0) // (! =0,{y — 2,x — 1)) —pexp true
| y =y — 1; // Ableitung fir y =y —1
| /]y = Lx—1)
| X =2 % X; // Ableitung fiir x =2 % x
| /]y = Lx—2)
while (y!=0) // (! =0,{y — 1,x — 2)) —pexp true
| y =y -1
| // (yHO,xH2>
X 2 % X
| /] (y > 0,x = 4)

while (y!=0) // (y!'=0,(y = 0,x > 4)) —gexp false
/] (y—0,x+— 4)
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Was haben wir gezeigt?

// <y1'—_> ) o1
0 s 21 1)
while (y 1= 0) {

y =y — 1;

X = 2 % X;

}

// <yl—>0,X0—>4> OFE

> Fiir einen festen Anfangszustand o1 = (y — 2) gilt am Ende og(x) = 4 = 22 = 271(),
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Was haben wir gezeigt?

// <y1'—_> ) o1
0 s 21 1)
while (y = 0) {

y =y — 1;

X = 2 % X

}

// (y—0,x+— 4) OE

> Fiir einen festen Anfangszustand o1 = (y — 2) gilt am Ende og(x) = 4 = 22 = 271(),

» Gilt das fir alle?
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Was haben wir gezeigt?

// <}/1'—_> ) o1
0 s 21 1)
while (y = 0) {

y =y — 1;

X = 2 % X

}

// (y—0,x+— 4) OE

> Fiir einen festen Anfangszustand o1 = (y — 2) gilt am Ende og(x) = 4 = 22 = 271(),
> Gilt das fiir alle?

» Fiir welche nicht?
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Was haben wir gezeigt?

// <}/1'—_> ) o1
0 s 21 1)
while (y = 0) {

y =y — 1;

X = 2 % X

}

// (y—0,x+— 4) OE

> Fiir einen festen Anfangszustand o1 = (y — 2) gilt am Ende og(x) = 4 = 22 = 271(),
» Gilt das fir alle?
» Fir welche nicht?

> Wie kann man das fiir alle Anfangs-Zustande, fir die es gilt, zeigen?
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Was passiert hier?

Korrekte Software 34 [41]
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Was passiert hier?

// <yﬁ>—1>
while (y 1= 0) {
y =y — 1;

X = 2 % X

}

» Ableitung terminiert nicht (Ableitungsbaum der Auswertung der while-Schleife wachst

unendlich)

» In linearer Schreibweise geht es immer wieder unten weiter.

Korrekte Software
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Arbeitsblatt 2.4: Programme!

» Werten Sie das nebenstehende Programm while (y '= 0) {
aus fiir den Anfangszustand (x — 5,y — 2)  y — x « x:
y=y -1

» Geben Sie die Auswertung in abgekiirzter }
Schreibweise an.

» Welche Beziehung gilt am Ende des
Programms zwischen den Werten von x und
y im Endzustand und im Anfangszustand?
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Aquivalenz arithmetischer Ausdriicke

Gegeben zwei Aexp a; and ap
> Sind sie gleich?

a1 ~Aexp a2 gdw VU, n.<31,0> _>Aexp n < <32,0'> _>Aexp n
(x*x) 4+ 2xxxy + (yxy) und (xty) *  (x+y)
> Wann sind sie gleich?

Vo,n(a1,0) = aexp N (a2,0) = Aexp N

X % X und 8xx+9
X * X und x*kx+1

dfki U
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Aquivalenz Boolscher Ausdriicke

Gegeben zwei Bexp-Ausdriicke b; and by
> Sind sie gleich?

b1 ~ Bexp b2 iff VO’, b.<b1,0> _>Bexp b< <b2,0'> _>Bexp b

A || (A && B) und A
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Beweisen

Zwei Programme ¢y, ¢1 sind dquivalent gdw. sie die gleichen Zustandsveranderungen
bewirken. Formal definieren wir

Definition J

co ~ c1 iff Vo,0’. (co,0) = stme 0 & {(c1,0) = 5tme 0

Ein einfaches Beispiel:

Lemma

Sei w = while (b) ¢ mit b € Bexp, c € Stmt.
Dann gilt: w ~ if (b) {c; w} else {}
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Beweis

» Gegeben beliebiger Programmzustand o.

» Zu zeigen: sowohl w also auch if (b) {c; w} else {} werten zum gleichen
Programmzustand aus (wenn sie auswerten).

> Der Beweis geht per Fallunterscheidung iiber die Auswertung von Teilausdriicken bzw.
Teilprogrammen.
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Beweis
O (b,0) —Bexp false:

(while (b) ¢,0) —stmto
(if (b) {c;w} else {},0) =stmt{{},0) = stme O
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Beweis
O (b,0) —Bexp false:

(while (b) ¢,0) —stmto
(if (b) {c;w} else {},0) =stmt{{},0) = stme O

@ (b,0) —Bexp true: Sei (c,0) —>s¢me o', dann:
w

—_—~

(while (b) ¢, 0) = seme(C, ) —>Seme
(w,0") —stme 0

<{C; W}u O') _>Stmt <C)U> _>Stmt U/
(

/ Y
W,0') = Stmt O

(if (b) {c;w} else {},0) = stme
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Beweis

O (b,0) —Bexp false:

(while (b) ¢,0) —stmto
(if (b) {c;w} else {},0) =stmt{{},0) = stme O

@ (b,0) —Bexp true: Sei (c,0) —>s¢me o', dann:
w

—_—~

(while (b) ¢, 0) = seme(C, ) —>Seme
(w,0") —stme 0

({c;w},0) = stme (¢, 0) —>Stme o'
(

/ Y
W,0') = Stmt O

(if (b) {c;w} else {},0) = stme

© (b, o) wertet gar nicht aus — dann werten weder w noch if (b) {c; w} else {} aus.
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Zusammenfassung

» Operationale Semantik als ein Mittel zur Beschreibung der Semantik

> Auswertungsregeln:

» arbeiten entlang der syntaktischen Struktur

> werten (zu gegebenen Zustand) Ausdriicke zu Werten aus (Zahlen, Boolschen Werten)

> und (zu gegebenen Zustand) Programme zu Zustanden

> Fragen zu Programmen: Gleichheit
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